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Tor^vort.

Zur Einführung in das vorliegende Werk erscheint es mir an-

gebracht, einige Bemerkungen allgemeinerer Natur vorauszuschicken.

Im Laufe der Zeit hat die Stellung der Analysis zur Geometrie

und zu den verschiedenen Zweigen der angewandten Mathematik viele

und beträchtliche Wandlungen durchgemacht. Während der vergangenen

Jahrhunderte hat die gegenseitige Anregung die Einzeldisciplinen er-

heblich gefordert. Dabei herrschte bald die eine, bald die andere

Disciplin vor. Dies letztere liegt in der Natur der Sache und ist an

sich nicht zu bedauern. Aber in unserem Jahrhundert hat eine Zer-

splitterung der Mathematik in viele und dabei sehr umfangreiche ein-

zelne Fächer stattgefunden, und diese Zerteilung hat oft dazu geführt,

dass die Vertreter des einen Faches die Wichtigkeit der übrigen Fächer

verkannten, sodass sie infolge dessen den von den anderen Fächern

ausgehenden befruchtenden Ideen zum Schaden der Entwickelung ihrer

eignen Disciplin gleichgültig oder gar abweisend gegenüberstanden.

Es sei gestattet, zur Erläuterung dieser Bemerkungen in knappen

Worten an einige Entwickelungsphasen der Mathematik zu erinnern.

Bei den alten Griechen war die Geometrie die fast ausschliesslich

herrschende Disciplin der Mathematik. Eine abstracte Analysis gab es

noch nicht, und selbst die Astronomie und die Mechanik ordneten sich

der Geometrie unter. Nach beachtenswerten Ansätzen bei Diophant
und bei den Indern entwickelte sich erst in der Menaissancezeit eine

Algebra, ein Formelapparat, dessen Fehlen bei den so scharfsinnigen

Griechen stark fühlbar ist.

Alsdann wurde durch die Einfühtung des ^oordinatenbegriffes und

durch die Schöpfung der analytischen Geometrie durch Descartes

eine epochemachende Verknüpfung zwischen Geometrie und Analysis

zustande gebracht, die bald zu dem wahren Fundamentalbegriff der

Mathematik, zum Begriff der Function, führen- sollte. Die im Keime

schon in Archimedes' geometrischen Untersuchungen auftretenden

Begriffe: Integral und Differentialquotient; öni#ickelten sich nach
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und nach und zwar, was zu beachten ist, durch die Behandlung geo-

metrischer, kinematischer und mechanischer Probleme in den Arbeiten

,von Kepler, Cavalieri, Descartes, Wallis und namentlich Fermat.

Es waren ähnliche Betrachtungen, die Newton und Leibniz dazu

führten, das innere Wesen und besonders das gegenseitige Verhältnis

dieser beiden Begriffe zu erkennen und damit die Infinitesimalrechnung

zu begründen. Denselben geometrisch-mechanischen Ursprung hat dann

insbesondere auch die Theorie der Differentialgleichungen sowie die

Variationsrechnung gehabt.

Nicht minder charakteristisch, wenn auch weniger beachtet ist es,

dass der Transformationsbegriff, der in der neueren Mathematik immer

stärker hervortritt und sich neben dem Functionsbegriff als ein selb-

ständiger Fundamentalbegriff geltend macht, bei den älteren Geometern,

wenn auch natürlich nur in sehr specieller Form, so doch in der An-

schauung seinen Ursprung hat. Auch der diesem Begriff nahestehende

Begriff'; Differentialinvariante tritt uns zunächst in der Geometrie, näm-

lich in der Krümmungstheorie entgegen.

Schon diese kurzen Bemerkungen zeigen, dass Geometrie und

Mechanik in den früheren Jahrhunderten den mächtigsten Einfluss auf

die Entwickelung der Analysis ausgeübt haben. Dass umgekehrt auch

die mächtigsten Rückwirkungen von der Analysis auf die Geometrie

und die Mechanik ausgingen, liegt auf der Hand und braucht hier

nicht weiter erläutert zu werden.

Diese so glückliche Wechselwirkung wurde dadurch gefördert und

überhaupt ermöglicht, dass die Einzeldisciplinen verhältnismässig nicht

zu umfangreich waren, sodass noch am Schlüsse des vorigen Jahr-

hunderts Euler, Lagrange, Laplace und um die Wende des Jahr-

hunderts Gauss und dann Cauchy alle Zweige der Mathematik um-

fassen konnten.

In unserem Jahrhundert ist dies nach und nach anders geworden.

Der Umfang der Einzeldisciplinen wuchs in ausserordentlichem Masse,

ja es bildeten sich neue selbständige Wissenschaften, wie die mathe-

matische Physik in den Händen von Laplace, Ampere, Fourier,

Fresnel, Green, Gauss, Cauchy, Poisson und Lejeune-Dirichlet.

Die Geometrie, die im vorigen Jahrhundert durch Euler und

Monge in neue Bahnen geleitet worden war, nahm ebenfalls einen

mächtigen Aufschwung, indem auf der einen Seite durch Carnot,

Brianchon und insbesondere durch Poncelet die projedive Geometrie

als selbständige Disciplin begründet und dann von Möbius, Plücker,

Chasles und Steiner weiter entwickelt und auf der anderen Seite
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durch Gauss' Theorie des Krümmungsmasses und Minding's sich

daran anschliessende Ergebnisse die Infinitesimalgeometrie mit neuen

bahnbrechenden Ideen bereichert wurde. Beide Richtungen trugen

wesentlich zur Entwickelung der Cayley 'sehen Invariantentheorie bei.

Noch mächtiger war der Aufschwung der Analysis in den zwan-

ziger und dreissiger Jahren unseres Jahrhunderts. Schon Lagrange 's

und noch mehr Gauss' und Cauchy's Untersuchungen brachten nicht

nur viele neue und wichtige Ergebnisse, sondern zeichneten sich

vor allem auch durch eine vollendete Form und namentlich durch

eine classische Strenge aus, die im vorigen Jahrhundert bei so vielen

bedeutenden Mathematikern fehlte. Es war aber in erster Linie Abel,

der durch seine umfassenden Probleme, seine grossen, tiefen Ent-

deckungen und seine logische Schärfe die neue Epoche inaugurierte.

Auch hat Abel's lichtvolle Darstellung seiner neuen Theorien wesent-

lich dazu beigetragen, den Mathematikern das Erfassen von Cauchy's

Imaginärtheorie und besonders von Galois' ebenso tiefen wie schwer-

verständlichen algebraischen Untersuchungen zu ermöglichen.

Es ist wahr, dass Abel und sein Nachfolger Galois sich in ihrer

kurzen Laufbahn kaum mit Geometrie beschäftigten. Um so merk-

würdiger ist es, dass gerade Abel's Ideen die Geometrie mit weiten

neuen Gesichtspunkten bereichert haben, sowie, dass Galois' Ideen

schon anfangen, einen ähnlichen Einfluss zu üben.

Die hier nur angedeuteten bahnbrechenden Entdeckungen gaben

der Analysis, der Geometrie und der mathematischen Physik einen so-

grossen Inhalt und eine solche Ausdehnung, dass es wohl für den Ein-

zelnen unmöglich geworden ist, die gesamte Mathematik zu umfassen,

denn selbst Jacobi und Riemann ist dies kaum vollständig gelungen.

Riemann, der von Gauss und Jacobi beeinflusst war, wenn er

auch wohl eher als Nachfolger von Cauchy und Abel zu betrachten

ist, wusste die Hülfsmittel der Geometrie in grossartiger Weise für die

Analysis zu verwerten. Mag es auch sein, dass sein überraschender

mathematischer Instinct ihm zuweilen sofort lieferte, was seine Zeit

ihm noch nicht erlaubte, durch rein logische Betrachtungen definitiv

zu begründen, so sind doch seine glänzenden Ergebnisse das beste

Zeugnis für die Fruchtbarkeit seiner Methoden.

Weierstrass, Riemann's Zeitgenossen, möchte ich ebenso als

Nachfolger Abel's bezeichnen und zwar nicht allein wegen der Rich-

tung seiner Untersuchungen, sondern noch mehr wegen seiner rein

analytischen Methode, in der er die Anschauung als Hülfsmittel zu

vermeiden bestrebt ist. So hervorragend auch Weierstrass' Leistungen

für die Grundlagen und für die höchsten Gebiete der Analysis sind, so
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erscheint e§ doch auch mir, als ob seine einseitige Betonung der Ana-

lysis jedenfalls auf einige seiner Schüler einen nicht unbedingt günstigen

Einfluss geübt habe. Ich glaube mich in dieser Auffassung an die

Seite Klein 's 7ai stellen, der selbst es so gut verstanden hat, nach

Riemann's Vorbild aus der Anschauung fruchtbare Anregungen für

die Analysis zu entnehmen.

Unter allen Umständen ist es bedauerlich, dass die so grosse

Entwickelung der Analysis in Deutschland in den letzten Jahrzehnten

nicht von entsprechenden Fortschritten der Geometrie begleitet wurde.

Hervorragende deutsche Greometer wie Möbius, Plücker, v. Staudt

und Grassmann fanden zu ihrer Zeit nicht die richtige Würdigung

von Seiten der dazu berufenen Stelle.

Die Zersplitterung der Mathematik hat, wie oben angedeutet

wurde, auf die Vertreter der einzelnen Disciplinen oft eine ungünstige

Wirkung geübt. Während ' nämlich einige Geometer so weit gehen,

es als geradezu verdienstvoll zu betrachten, bei der Behandlung geo-

metrischer Probleme auf die Hülfsmittel der Analysis vollständig, rich-

tiger gesagt in möglichst grosser Ausdehnung zu verzichten, findet

man wohl andererseits unter den Analytikern hier und da die Auf-

fassung, dass die Analysis nicht allein unabhängig von der Geometrie

entwickelt werden könne, sondern auch müsse, da nach ihrer Ansicht

Beweise analytischer Sätze durch geometrische Betrachtungen nicht

unbedingt zuverlässig sind.

In meinen wissenschaftlichen Bestrebungen bin ich immer von der

Auffassung ausgegangen, dass es im Gegenteil wünschenswert ist, dass

sich Analysis und Geometrie ebenso wie früher auch in unserer Zeit

gegenseitig stützen und mit neuen Ideen bereichern. Diese Auffassung

war im Jahre 1886 das Thema meiner Antrittsvorlesung an der Uni-

versität Leipzig.

Diese meine Auffassung versuche ich seit mehr als fünfundzwanzig

Jahren durch eigene Arbeiten zur Geltung zu bringen. Charakteristisch

für meine Richtung dürfte es besonders sein, dass ich nach dem Vor-

bilde von Monge die geometrischen Begriffe, namentlich die von

Poncelet und Plücker eingeführten, für die Analysis verwertet und

andererseits Lagrange's, Abel's und Galois' Ideen über die Be-

handlung der algebraischen Gleichungen auf die Geometrie und be-

sonders auf die Theorie der Differentialgleichungen ausgedehnt habe.

Das Werk, dessen erster Band hier vorliegt, bringt eine ausführ-

liche Darstellung meiner ersten geometrischen Arbeiten aus den Jahren

1869 bis 72. Unter diesen ist die meist bekannte die im Jahre 1872

i
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in den Math. Ann., 5. Band, S. 145, erschienene Abhandlung: „über

Complexe, insbesondere Linien- und Kurielcomplexe mit Ämvendung auf

die Theorie partieller Differentialgleickunf/en", die fast alle diese Unter-

suchungen zusammenfasst. Dabei möchte ich hervorheben, dass sich

diese Abhandlung im Wesentlichen mit einer ein Jahr früher in den

Verh. der Ges. d. Wiss. zu Christiania erschienenen Arbeit in zwei Teilen

deckt, von denen leider der erste Teil als Habilitationsschrift in nor-

wegischer Sprache abgefasst ist. Eine vollständige Zusammenstellung

meiner wichtigsten Ergebnisse wurde aber schon im October 1870 der

Ges. der Wiss. zu Christiania mitgeteilt unter dem Titel: „Oni en Classe

geometriske Transfortnationer'\ was ich aus verschiedenen Gründen her-

vorheben möchte.

Auf den Inhalt des vorliegenden Bandes gedenke ich hier nicht

näher einzugehen; ich verweise vielmehr auf das Werk selbst und be-

merke nur, dass besonderes Gewicht darauf gelegt wurde, die Be-

ziehungen zu meinen Vorgängern nach bester Überzeugung in die

richtige Beleuchtung zu stellen. Dagegen lag kein Anlass vor, auf die

Beziehungen zu meinen Nachfolo^ern schon in diesem Bande näher

einzugehen.

Ich bin besonders glücklich darüber, dass Herr Seh effers dazu

bereit war, mit mir zusammen meine Geometrie der Berührungstrans

formationen zu redigieren.

Schliesslich sei noch bemerkt, dass bei der Redaction des Werkes

der Versuch gemacht worden ist, dem Vortrag eine solche Form zu

geben, die nicht allein für Mathematiker von Fach, sondern auch für

Studenten, welche die grundlegenden mathematischen Vorlesungen mit

Nutzen gehört haben, passend erscheinen kann. Die in kleinerem Satz

gegebenen Entwickelungen können bei dem Studium dieses Bandes

überschlagen werden, ohne dass dadurch die Verständlichkeit des

Haupttextes beeinträchtigt wird.

Leipzig, im Februar 1896.

Soplius Lie.
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Abschnitt I.

Berührungstransformationen der Ebene.

In grossen Zügen deuten wir hier an, was der erste Abschnitt

enthält: Wir entwickeln zuerst den allgemeinen Begriff einer Berüh-

rungstransformation in der Ebene oder zweifach ausgedehnten Mannig-

faltigkeit und zeigen, wie man alle derartigen Transformationen finden

kann. Wir legen ihre wichtigsten Eigenschaften dar und versuchen,

ihre Bedeutung für die Geometrie und. für die gewöhnlichen Differential-

gleichungen durch einfache, aber lehrreiche Anwendungen zu beleuchten.

Ganz besonders lenken wir die Aufmerksamkeit des Lesers auf die

infinitesimalen Berühningstransformatione?i, von denen gezeigt wird,

dass jede durch Angabe einer einzigen Function von drei Argumenten

vollkommen definiert wird. Um die Wichtigkeit der infinitesimalen

Berührungstransformationen an einer interessanten Anwendung hervor-

treten zu lassen, erledigen wir schliesslich die schwierige Aufgabe, die

Form des Bogenelementes aller Flächen zu finden, für welche die

Differentialgleichung dritter Ordnung ihrer geodätischen Kreise, ge-

schrieben in krummlinigen oder Gaussischen Coordinaten x, y, eine

oder mehrere infinitesimale Berührungstransformationen des zweidimen-

sionalen Gebietes (x, y) gestattet.

Kapitel 1.

Znr Vorgeschichte der Theorie der Berührnngstransformationeii.

Lange vor der Einführung des allgemeinen Begriffes der Berüh-

rungstransformation trat dieser Begriff in specieller Form auf; und es

erscheint uns in geschichtlicher wie pädagogischer Hinsicht angemessen,

in diesem Kapitel einige unter diesen speciellen Berührungstransfor-

mationen kurz zu besprechen. Hierdurch wird ebensowohl das Ver-

ständnis des allgemeinen Begriffes vorbereitet, als auch eine richtige

Würdigung der Bedeutung dieses Begriffes verbürgt.

Ijie, Geometrie der Berührungstransformationen I. 1 [18.1. 1895.]



Punkt-
tranafor-
mation.

2 Kap. 1. Zur Vorgeschichte der Berührungstransformationen.

Wir erinnern zunächst kurz an eine Reihe wichtiger' Punkttrans-

formationen, an die linearen, an die projectiven und an die Transfor-

mation durch reciproke Radien. Eine jede unter diesen Transforma-

tionen hat als Übertragungsprincip eine grosse Rolle in der Entwickelung

der Geometrie gespielt. Durch ausdrückliche Einführung des Begriffes:

Linienelement gelingt es, überhaupt alle Punkttransformationen der

Ebene als Transformationen der Linienelemente aufzufassen. Bei dieser

Auffassung liefern die Punkttransformationen die einfachsten Beispiele

von Berührungstransformationen und zwar solcher, welche die Punkte

in Punkte überführen.

Wir wenden uns sodann zu einigen schon lange bekannten Opera-

tionen, die Curven jedenfalls im Allgemeinen in Curven überführen,

ohne doch Punkttransformationen zu sein. Hierher gehört z. B. eine

wohlbekannte Construction, die wir als Fusspunkttransformation be-

zeichnen, und die Transformation durch reciproke Polaren. Wir er-

kennen, dass sich auch diese Operationen als Transformationen der

Linienelemente der Ebene auffassen lassen. Die Transformation durch

reciproke Polaren hat ebenfalls als JJhertragungsprincip eine grosse Be-

deutung gehabt. Und für die Theorie der gewöhnlichen Differential-

gleichungen erwies sie sich insofern als wichtig, als sie gewisse

Differentialgleichungen auf integrierbare Formen zu bringen gestattete.

Alle diese Operationen sind specieUe Berührungstransformationen.

Im zweiten Kapitel sollen die Berührungstransformationen der Ebene

alsdann vom allgemeinsten Standpunkte aus behandelt werden.

§ 1. Einige Piuikttransfonnationen als Übertragungsprincipe.

Zwei Gleichungen von der Form:

(1) x^ = X{x, y), y^= Y{x, y)

ordnen jedem Punkt {x, y) der Ebene mit den Cartesischen Coordinaten

X, y einen Punkt (aj^, t/i) einer Ebene und zwar entweder derselben

oder einer anderen Ebene zu. Sind die Gleichungen (1) allgemein

nach X, y auflösbar:

(2) x = X{x„y,), y=Y{x„y,),

so wird jeder allgemeine Punkt (x^, y^ durch passende Wahl des

Punktes (x, y) aus (1) erhalten. Die Gleichungen (1) bestimmen als-

dann eine Punkttransformation der Ebene (x,y) in die Ebene (x^, yi).

Künftig lassen wir fast immer die beiden Ebenen und auch ihre

Coordinatensysteme zusammenfallen, sodass die Gleichungen (1) bei

Voraussetzung ihrer Auflösbarkeit eine Punkttransformation der Ebene

in sich darstellen.
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Wir erinnern nun an einige einfache Punkttransformationen und

besprechen die Rolle, die sie als Übertrctgungsprincipe gespielt haben.

1. Beispiel: Orthogonalprajection.

Zwei Gleichungen von der Form

(3) Xj^ = x, y^ = my
stellen eine bekannte Transformation dar. Um sie geometrisch her-

zustellen, denken wir uns die beiden Ebenen (x,y) und (3c^,yi) so

gelegen, dass ihre Anfangspunkte sowie ihre positiven Abscissenaxen

zusammenfallen und der Cosinus des Winkels ihrer positiven Ordinaten-

axen gleich m ist. (Siehe Fig. 1.) Alsdann hat die Orthogonalprojedion

Orthogonal-
projection.

Fig. 1. Fig. 2.

eines Punktes (x, y) der einen Ebene auf die andere die durch (3)

gegebenen Coordinaten. Wenn man will, läann man die beiden Ebenen

durch Umdrehung um die gemeinsame Abscissehaxe zusammenfallen

lassen; dadurch erhält man eine lineare Transformation*) in der Ebene,

bei der jeder Punkt (x, y) in einen Punkt übergeht, dessen Abscisse x^

dieselbe, dessen Ordinate y^ aber das m- fache von y ist.

Die Transformation (3) führt jede Gerade in eine Gerade über

und lässt alle Punkte der Abscissenaxe ungeändert. Ferner führt sie

zu einander parallele Geraden in zu einander parallele Geraden über.

Insbesondere gehen gleichlange und parallele Strecken in ebensolche

über. Jede Cui-ve c wird in eine Curve q verwandelt, insbesondere

jede algebraische Curve w*'''' Ordnung in eine algebraische Curve w***^ Ord-

nung. Weiterhin geht jede Tangente von c in eine von c^ über, und

hieraus folgt: Jede algebraische Curve m*®' Classe geht in eine eben-

*) Alle in der Folge erwähnten Eigenschaften der betrachteten Transfor-
matio;i kommen überhaupt jeder linearen Punkttransformation der Ebene zu. Wir
wählen nur der Anschaulichkeit halber die obige specielle. Die linearen Trans-
formationen wurden von Euler gelegentlich betrachtet.

1*



4 Kap. 1. Zur Vorgeschichte der Berührungstransformationen.

solciie über. Ferner wird jeder Doppelpunkt einer Curve wieder in

einen Doppelpunkt verwandelt. Überhaupt geht jede Singularität einer

Curve bei der Transformation (ß) wieder in eine Singularität derselben

Art bei der neuen Curve über. Die Plücker'scben Zahlen einer alge-

braischen Curve c stimmen also mit denen der transformierten Curve

überein. Endlich steht die Fläche, die von einer geschlossenen Curve

bestimmt wird, zu der Fläche, die von der transformierten Curve be-

stimmt wird, in dem constanten Verhältnis 1 : n/.

Orthogonal- ]y[an beuutzt die Transformation (3) z. B., um viele Sätze über die
proj. als ^ ' '

Über- Ellipse aus Kreissätzen abzuleiten, da die Orthoffonalproiection des
tragungs- ^ ' o x j

princip. Kreises eine Ellipse ist und jede Ellipse als Orthogonalprojection eines

Kreises aufgefasst werden kann. So wird namentlich die Theorie der

conjugierten Durchmesser der Ellipse aus der Theorie der zu einander

senkrechten Kreisdurchmesser abgeleitet. Alle dem Kreise umschriebenen

Quadrate geben solche der Ellipse umschriebene Parallelogramme, deren

Seiten parallel conjugierten Durchmessern sind, die ferner, sämtlich

gleichen Inhalt haben und deren Diagonalen conjugierte Durchmesser

sind. Der Inhalt der Ellipse ergiebt sich ebenfalls sofort aus dem des

Kreises, u. s. w.

projeotive 2. Belsplel: Projective Punkttransformation.
Transfer- r J l .

Wenn die Gleichungen vorliegen:

und die Determinante

ist, so sind sie auch nach x, y auflösbar und stellen eine projective

Transformation der Veränderlichen x, y dar. Auch sie kann geometrisch

hergestellt werden: Wählt man nämlich in zwei Ebenen (x, y) und

(^1 j ^1) beliebige rechtwinklige Axenkreuze und ordnet jedem Punkte

{x, y) der einen Ebene den Punkt {x^, y^) der anderen zu, der mit

ihm auf der Geraden durch einen fest angenommenen Punkt des

Raumes liegt, so drücken sich x^
, y^ in der Form (4) durch x, y aus.

(Siehe Fig. 2, S. 3.) Von dieser räumlichen durch Centralprojection oder

Perspective vermittelten Beziehung kommen wir zur projectiven Trans-

formation der Ebene in sich, wenn wir die beiden soeben besprochenen

Ebenen schliesslich zusammenklappen.

Die vorliegende Transformation führt jede Gerade in eine Gerade

über und lässt das Doppelverhältnis von vier Punkten einer Geraden

oder von vier Strahlen eines Büschels ungeändert. Sie führt jede Curve

mation.
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in eine Curve, jede Tangente der einen in eine Tangente der andern

über und lässt Ordnung und Classe einer algebraischen Curve un-

geändert. Ebenso führt sie jede Singularität wieder in eine Singu-Proj.Transf.

larität derselben Art über. Man hat diese Punkttransformation seit tragungs-

Apollonius bis auf unsere Zeit als Übertragungsprincip benutzt, um
die Eigenschaften der Kegelschnitte auf möglichst anschaulichem Wege
abzuleiten, insbesondere aus den Eigenschaften des Kreises. Dasselbe

Übertragungsprincip wendet man an, um algebraische Curven da-

durch auf bequemere Formen zu bringen, dass man Singularitäten ins

Unendlichferne verlegt. So wandte Newton es an, um alle Curven

dritter Ordnung auf die cubischen Parabeln zurückzuführen*). Indem

der Kreis bei Benutzung dieser Transformation vor den Kegelschnitten

nichts voraus hat, sich vielmehr als Kegelschnitt durch die beiden

unendlich fernen imaginären Scheitel der Strahlenbüschel

y = ^ix -\- Const.

darstellt, gewinnen viele Sätze über Kreise sofort eine Bedeutung für

beliebige Kegelschnitte.

Der grosse Geometer Poncelet, dem wir die so ausserordentlich

wichtige Einführung des Begriffs der unendlich fernen Kreispunkte

verdanken, führte mit ihrer Hülfe metrische Begriffe auf projective

zurück. Ebenso war es von weittragender Bedeutung, dass Poncelet
den Begriff: projective Transformation — allerdings in specieller und

rein geometrischer Einkleidung — auf den Raum ausdehnte**).

Die projectiven Transformationen haben noch eine besondere Eigen-

schaft: Für jede bestimmte Wahl der Constanten a,h, c stellen die

Gleichungen (4) eine projective Transformation dar. Bezeichnen wir

eine solche kurz mit 5, eine andere mit T u. s. w., so können wir

festsetzen, dass ST diejenige Punkttransformation vorstellen soll, die

der Aufeinanderfolge von S und T äquivalent ist. Ist nämlich S die

Transformation (4), sodass sie jeden Punkt (x, y) in einen durch (4)

gegebenen Punkt (x^, y^) überführt, so wird eine weitere projective

Transformation T die Punkte (x-^, y^) fernerhin in Punkte (x', y') ver-

wandeln, für die etwa:

^' ^ «i'^i + &!>! + q'
' ^ a^Xi + &/y^ 4- Cg

*) Newton, Enumeratio Unearum tertii ordinis. (1706) S. 19.

**) Die Bezeichnung ,,projectw"' geht auf Poncelet' s bahnbrechendes Werk;
Traue des proprietes pi'ojectives des figures, 1822, zurück. Möbius {Der hary-
centriscjie Calcul, 1827) gab zuerst eine allgemeine analytische Darstellung der
projectiven Transformationen und zwar in homogenen Coordinaten,

i
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ist. Eliminiert man hieraus vermöge (4) die Grössen x^,y^, so stellen

sich offenbar x',y' dar in der Form:

,
A^x -\- B^y -{- C^ , A^x -\- B^y -f- C^

^ —A;^-\rB^fjrG^ y —~A,x + B,y-\-C,'

Dies ist die der Aufeinanderfolge zweier projectiver Transformationen

S und T äquivalente Transformation und zwar, wie man sieht, eben-

falls eine projective Transformation.

Die projectiven Transformationen bilden also eine Schar von un-

endlich vielen Transformationen von der bemerkenswerten Eigenschaft,

dass die Aufeinanderfolge zweier beliebiger Transformationen der Schar

stets einer einzigen Transformation derselben Schar äquivalent ist.

Eine Schar von Transformationen, die diese Eigenschaft besitzt, bildet

nach unsrer Terminologie eine Gruppe; wir sagen daher kurz: Alle

projectiven Transformationen der Ebene lüden eine Gruppe.

Trf. durch 3^ Beisplel'. Transformation durch reciprolce JRcidien.
reciproke •• '

B»dien. Bestimmt man zu jedem Punkt (x, y) der Ebene den Punkt (x^, y^)

auf seinem Radiusvector so, dass das Product der Radienvectoren den

Wert 1 hat, so findet man die Punkttransformation:

(5) ^1 = p^^ry« f ^1 "" x^+y^

'

Diese sogenannte Transformation durch reciproke Eadien*) ist nach den

projectiven Transformationen das einfachste Beispiel einer ein-eindeutigen

Transformation. Die Auflösung nach x, y giebt diese Grössen ebenfalls

rational ausgedrückt durch x^, y^ und zwar so:

r— -3 .. 2/1 .

Diese zur ursprünglichen Transformation inverse hat dieselbe Form wie

jene. Also ergiebt sich: Die Transformation durch reciproke Madien

deckt sich mit ihrer inversen. Anders ausgedrückt: Führt man dieselbe

*) Poncelet betrachtete zuerst (1822) die ein - eindeutige involutorische Punkt-
transformation, die alle Geraden in Kegelschnitte durch drei feste Punkte über-

führt {Traue des proprietes projectives des figures, Nr. 370). Magnus verlegte

zwei dieser Punkte in die unendlich fernen imaginären Kreispunkte (Grelles Journal

Bd. 5, 1832, S. 60); hieraus folgt die Transformation durch reciproke Radien in

bekannter Weise. Nach einem Citat von Chasles in seinem Bapport etc. ist

QueteLet schon 1827 im Besitz dieser Transformation gewesen und hat einen

interessanten Satz über diese Transformation veröffentlicht (Nouveaux Mdmoires
de l'Acad. de Bruxelles, Bd. 4, S. 81, vgl. S. 27 und die Fussnote daselbst). Wie
überaus wichtig diese Transformation , die inzwischen von mehreren Mathematikern
betrachtet worden war, für die Physik wie für die Geometrie und die Functionen-
theorie ist, wurde von W. Thomson, Liouville und Anderen klargestellt.
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Trmisformation durch reciproke Radien zweimcd nach einander aus, so

erhält man die identische Transformation, die alles in Rulie lässt. Oben

drückten wir eine projective Transformation durch einen Buchstaben

aus. Jetzt bezeichne etwa JR, die Transformation durch reciproke

Radien (5). Dann ist die der Aufeinanderfolge RR äquivalente Trans-

formation die Transformation 1, wenn wir nämlich hier wie später

immer die identische Transformation symbolisch mit 1 bezeichnen.

Wir schreiben also

RR=1.

Derartige Transformationen, die sich, zweimal nach einander ausgeführt,

aufheben, nennt man involutorisch.

Zwei wichtige Eigenschaften, von denen allerdings die eine als

Folge der andern abgeleitet werden könnte, besitzt die Transformation

durch reciproke Radien: Sie führt jeden KJreis in einen Kreis über

und verwandelt zwei Curven, die sich in einem Punkte ji schneiden,

in zwei Curven, die sich in dem entsprechenden Punkte j>' unter dem-

selben Winkel schneiden. Sie ist daher eine conforme oder winTceltreue

Transformation. Insbesondere wird jede Gerade in einen Kreis durch

den Anfangspunkt und jeder Kreis durch in eine Gerade über-

geführt. Der Punkt heisst der Pol der Transformation.

Durch Vermittelung der Transformation durch reciproke Radien Trf. durch

lassen sich Sätze über Geraden und Kreise als Sätze über Kreise allein '^dien' als*'

aussprechen, bei denen allerdings vielfach der Pol eine gewisse wesent- tragungs-

liche Rolle spielt. So folgen z. B. durch dieses Übertragungsprincip ^'™°^^'

aus den nachfolgend links stehenden Sätzen sofort die rechts stehenden:

1) Zwei Punkte bestimmen eine ' 1) Drei Punkte bestimmen einen

Gerade.

2) Zwei Geradeniaben einen Schnitt-

punkt.

3) Zwei Kreise haben vier gemein-

same Tangenten.

4) Es giebt vier Kreise, die drei

gegebene Geraden berühren.

Kxeis.

2) Zwei Kreise durch einen ge-

gebenen Punkt haben überdies noch
einen Punkt im Endlichen gemein.

3) Durch einen gegebenen Punkt
gehen vier Kreise, die zwei gegebene

Kreise berühren.

4) Es giebt vier Kreise, die drei

durch einen Punkt gehende Kreise be-

rühren.

Femer führt die Transformation durch reciproke Radien jedes

Orthogonalsystem in ein ebensolches über. Auch ergiebt sich ohne

Mühe, dass sie insbesondere jedes Isothermensystem in ein eben-

solches verwandelt. So kann man z. B. aus den nachfolgend links

genannten Isothermensystemen durch Übertragung die rechts erwähnten

ableiten:
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5) Isothermensystem zweier Geraden-

scharen. (Fig. 3 a.)

5) System aller Kreise, die durch

einen gemeinsamen Punkt gehen und da-

selbst eine von zwei zu einander senk-

rechten Geraden zur Tangente haben.

(Fig. 3 b.)

1 \ IL ztztztlZ

Fig. 3 a. Fig. 3 b.

6) Isothermensystem concentrischer

Kreise und ihrer Radien. (Fig. 4 a.)

Fig. 4 a.

7) Isothermensystem aller confocalen

Ellipsen und Hyperbeln.

G) System aller Kreise, von denen

die der einen Schar durch zwei ge-

gebene (reelle) Punkte gehen, während

die andere Schar von den zu diesen

Kreisen orthogonalen Kreisen gebildet

wird. (Fig. 4b.)

Fig. 4 b.

7) Isothermensystem zweier Scharen

von Curven vierter Ordnung.

Ferner stehen sich gegenüber:

8) Algebraische Curve n*^' Ordnung
von allgemeiner Lage.

9) Krümmungskreise einer Curve.

8) Algebraische Curve 2 w*^'' Ordnung
von specieller Lage und Form.

9) Krümmungskreise einer Curve,
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Gewisse Curven vierten Grades lassen sich vermöge der Trans-

formation durch reciproke Radien in Kegelschnitte umwandeln und

daher leichter studieren, so die Pascal'sche Schnecke, die aus einem

Kegelschnitt hervorgeht, dessen einer Brennpunkt der Pol ist, femer

die Cardioide u. s. w.

Femer lässt sich mit Hülfe der Transformation durch reciproke

Radien die Lösung jeder planimetrischen Aufgabe, die mit Zirkel und

Lineal lösbar ist, so umformen, dass man mit dem Zirkel allein aus-

reicht. Dies führt zu der allerdings viel früher von Mascheroni be-

gründeten ,,Geometria del compasso" (1797).

Dass bei der Transformation durch reciproke Radien jedes Iso-

thermensystem in ein ebensolches übergeht, kann man bekanntlich auch

so aussprechen: Die Differentialgleichung

geht bei Einführung von x^, y^ vermöge dieser Transformation in

diese über:

Deshalb spielt die Transformation durch reciproke Radien in der

Functionentheorie und in der Potentialtheorie eine so wichtige Rolle.

Wir haben nunmehr drei Beispiele von Punkttransformationen vorgefährt,invarianten-

die als Übertragungsprincipe Bedeutendes geleistet haben und noch leisten. Bedeur*d
Wir wollen aber nicht unterlassen, noch einige andere und weitergehende Pkt.-Xrf.

Anwendungen solcher Transformationen zu erwähnen: Man stellt sich die Frage,

ob es möglich ist, durch eine passend zu wählende Punkttransformation etwas
Bestimmtes zu leisten, z. B. eine vorgelegte Differentialgleichung in eine andere
gegebene überzuführen. Hierbei handelt es sich also darum, zuerst aus der Schar
aller unendlich vielen Punkttransformationen eine geeignete zu finden. Ein Beispiel

hierzu ist dieses: Man kann fragen, wie man entscheidet, ob eine gegebene ge-

wöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung in «, y:

F{x, y, y', y") = 0,

die ja oo* Curven der Ebene definiert, durch Punkttransformation auf die Form
y" = gebracht werden kann, d. h. auf eine solche Form, dass ihre Integral-

curven die Geraden der Ebene werden. Diese interessante Frage wurde von
Lie 1883 erledigt*). Er zeigte dabei, dass, sobald eine solche Reduction über-

haupt möglich ist, wofür er die Kriterien aufstellte, die Integration der vor-

gelegten Differentialgleichung oder also, was offenbar dasselbe ist, ihre Zurück-
führung auf die sofort integrierbare Form y" = auf die Integration einer

gewissen linearen Differentialgleichung dritter Ordnung hinauskommt.

*) Lie, Classifi<:ation und Integration von gewöhnlichen Differentialgleichungen
zwischen x, y , die eine Gruppe von Transformationen gestatten. IE. Archiv for
Math, og Naturv., Christiania, 1883, Bd. 9, S. 371.
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So spielen die Punkttransformationen und ebenso die später einzuführenden

Berührungstransformationen, die diese umfassen, eine doppelte Rolle. Einmal
dienen sie als Übertragungsprincipe , das andere Mal sind sie die Hülfsmittel

invariantentheoretischer Untersuchungen

.

Schliesslich, wollen wir eine neue Auffassung der PimJcUransfor-

mationen besprechen , die den Übergang zu den im nächsten Kapitel

zu untersuchenden Berührungstransformationen vorbereiten und er-

leichtern wird.

Jede Punkttransformation

(6) x^ = X{x, y), y, = Y(x, y)

verwandelt, wie wir wissen, Punkt in Punkt, Curve in Curve, einander

v^n'curven. ^6mÄrew(?e Curven, d. h. mehrere unendlich benachbarte Punkte gemein

habende Curven, in ebenfalls einander berührende Curven. Dies Letztere,

das begrifflich einleuchtet, beruht analytisch darauf, dass, sobald y
eine gegebene Function co von x ist:

(7) y = (a(x),

alsdann auch y^ eine bestimmte Function w^ von x^ wird:

(8) yi = (Oi{x,).

Es ist dies nämlich die Function y^, die aus

a?i = X(x, G}(x)), y^ = Y{x, G){x))

hervorgeht, sobald man mit Hülfe der ersten 'Gleichung x aus der

zweiten fortschafft. Die Curve (7) geht bei der Punkttransformation

in die Curve (8) über. Wenn y' den Differentialquotienten von y

nach X, y^ den von y^ nach x^ bezeichnet, so ist:

y' = co'{x)

und y^ bestimmt sich aus (6) durch totale Differentiation nach x und

Einsetzen des Wertes y' = Gi'{x) in der Form:

Vx dx^ X^ + X^m'

oder, wenn wir o(x) nach (7) durch y bezeichnen, indem wir dahin-

gestellt sein lassen, welche Function von x die Veränderliche y dar-

stellen soll:

Vi ^. + ^.y'

Hierin stellen X^, Y^ und Xy^ Yy die partiellen Differentialquotienten

von X{x, y) und Y(x, y) nach x bez. y dar.
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Kennt man von einer Curve c nur einen Punkt {x, y) und ihre

Tangentialrichtung (i/') daselbst, so kennt man alsdann vermöge der

Gleichungen

(9) X, = X(x, y), y, = Y{x, y), y,' = "^ ^ .

X T^ y"

auch den transformierten Punkt (iCj, y^ der neuen Curve c^ und die

Tangentialrichtung (t/^') in ihm.

Anstatt nun zu sagen, dass zvs^ei einander berührende Curven einen

Punkt und die Tangente daselbst gemein haben, sagen wir, dass sie

ein genieinsames Linienelement besitzen, indem wir nämlich den Inbegriff'

eines Punktes (x,y) und einer hindurchgehenden Geraden als ein Linien- Linien-
. element.

element bezeichnen*).

Liegt eine Curve vor, so definiert sie nicht nur oo^ Punkte und

oc^ Tangenten, sondern auch oo^ Linienelemente, die wir die Zm/ew- i^inieneiem.

_. einer Curve.

elemente der Curve nennen.

Wir sehen also:

Die Gleichungen (9) ordnen jedem Linienelement (x, y, y') ein

neues Linienelement {x^, y^, y/) derart zu, dass die Linienelemente

einer Curve

y = (o(x)

in die Linienelemente derjenigen Curve

übergehen, in welche die erstere Curve vermöge der vorgelegten Punkt-

transformation (6) verwandelt wird.

Die Gleichungen (9) sind auch umgekehrt nach x, y, y' auflösbar.

Denn dass die Gleichungen (6) oder also die beiden ersten Gleichungen

(9) nach x, y auflösbar sind, dass also die Functionen X, Y von ein-

ander unabhängig sind, haben wir vorausgesetzt. Es ist also

Xa; X^

Y YJ-x J-y
-NO.

Hieraus folgt sofort, dass auch die letzte Gleichung (9) nach y' auf-

lösbar ist. Die Gleichungen (9) stellen also eine Transformation der

drei Veränderlichen x, y, y' in die drei Veränderlichen x-^, y^, y^ dar.

*) Es ist oft praktisch bequem, sich ein Linienelement als ein unendlich
kleines Stück einer Curve zu denken.
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"^pkt^Trf " ^i^ nennen sie die (einmalige) Erweiterung der Punkttransformation

(6) oder auch bequemer die erweiterte Punkttransformation (6). *)

^n^es^pkto"' Durch einen Punkt gehen unendlich viele Linienelemente. Also

ebenso wie eine Curve definiert auch ein Punkt unendlich viele Linien-

elemente. Liegt der Punkt P auf der Curve c, so hat er mit ihr ein

Linienelement gemein, sonst nicht.

AUg. Trf. d. Die Erweiterung (9) einer Punkttransformation ist nun nur ein

Linien- besonderer Fall einer allffemeinen Operation. Stellt man nämlich drei
elemente. " ^

Gleichungen auf von der Form:

(10) x^ == X(x, y), y, = Y{x, y), y^ = (p(x, y, y),

und nimmt man an, sie seien nach x, y, y' auflösbar, so ordnen die

beiden ersten genau so wie die Punkttransformation (6) jedem Punkte

{x, y) einen Punkt zu. Ebenso werden sie jede Curve — als Punktort —
in eine Curve verwandeln. Alle drei Gleichungen (10) zusammen aber

ordnen jedem Wertsystem (x, y, y') ein Wertsystem (x^, y^, ?//) zu.

Ersteres bestimmt wie letzteres ein Linienelement in der Ebene. Durch

die Gleichungen (10) wird also jedem Linienelement (x, y, y') ein

Linienelement (x^, y^, y^) zugeordnet. Insbesondere gehen alle durch

den Punkt (x, y) definierten Linienelemente in die Linienelemente des

Punktes (x^^, y^) über.

Bis dahin verhält sich alles so, wie bei der Transformation (9).

Nun aber besteht ein wesentlicher Unterschied: Bei der Transformation

(9) werden die Linienelemente einer Curve in die Linienelemente der

transformierten Curve verwandelt, und dies ist bei der Transformation

(10), wie man leicht einsieht, eben dann und nur dann der Fall,

wenn sie die Form (9) hat, d. h. wenn g? die Form

hat.
''-\+^,'f

*) Wenn wir im Text das Linienelement als den Inbegriff eines Punktes
und einer hindurchgehenden Geraden definieren und infolgedessen die erweiterte
Punkttransformation

X, = X{x, 2/), 2/i
= Y{x,y), Vi

als Transformation der Linienelemente auffassen, so muss dabei wohl beachtet
werden, dass die Punkttransformation

X, = X{x, 2/), Vi = y(a5, y)

wohl den Punkt des Linienelementes {x, y, y') in den Punkt des transformierten
Linienelementes (x^

, y^ , y/) überführt, keineswegs aber die Gerade des ersteren

Linienelementes in ihrer ganzen Ausdehnung in die Gerade des neuen Elementes
verwandelt, denn eine Gerade kann sehr wohl in eine krumme Linie übergehen
und wird dies auch im allgemeinen thun.
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Zum Schlüsse wollen wir eine analytische Definition der Er-

weiterung einer Punkttransformation geben. Sie wird zwar hier viel-

leicht einen etwas künstlichen Eindruck machen. Die späteren Be-

trachtungen aber werden diese Definition in ein anderes Licht rücken.

Wir bemerken, dass die Grösse cp oder y/ in (9) der Gleichung

genügt

:

Multiplicieren wir mit dx und addieren beiderseits

(Yy ~ Vi^y) (dy — y' dx),

so kommt:

l\r dx + Yy dy — y^ (X^ dx -\- Xy dy) = (Yy — yl Xy) (dy — y' dx)

oder, da sich die linke Seite zusammenziehen lässt:

dY— y^'dX ={Y,j ~ yx Xy) {dy — y' dx)

oder auch nach (9):

dyi — y^dx^ = {Yy — iJi'Xy) (dy — y' dx).

Verlangen wir umgekehrt, dass infolge der Transformation (10)

eine Gleichung bestehe von der Form

dY— y^dX=Q(dy — y' dx),

in der q eine von Null verschiedene Function von x, y, y' bedeutet,

so zerfällt sie in die beiden einzelnen:

Yx — ylX^= — Qy,

Yy —yi'Xy = Q,

woraus durch Elimination von q folgt:

^^ - X, + xy
also der Wert von y^ in (9).

Es gilt somit der

Satz 1: Unter allen Transformationen der Linienelemente (x, y, i/')Aiiai. Defin.

der {x, y)-Ebene, die gleichzeitig Punkttransformationen sind: pkt.-Trf."

«1 = ^(^; y), 2/i
== ^{x, y), y;= (p{x, y, y'),

sind die Eriveiterungen der Punkttransformationen, nämlich diese

X, = X(x, y), y, = Y{x, y), y,' = ^-qrx V'

die einzigen, bei denen eine Gleichung von der Form

dyi — yi'dxj^ = Q{dy — ij'dx)

besteht, in der q eine Function von x, y,
y' bedeutet*).

*) Die von Lie begründete Geometrie der Berührungstransformationen nimmt
ihren Ursprung in seiner principiellen Einführung der Begriffe Linienelement und
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Functionen- Als Anmerkung sei hier eine Sache zur Sprache gebracht, auf die wir später

Anmerkg. nicht wieder zurückkommen wollen.

Wenn wir zwei Gleichungen

x^ = X{x, y), 2/1 = Y{x, y)

betrachten, die eine Punkttransformation bestimmen, so nehmen wir an, dass X
und Y analytische Functionen ihrer Argumente sind. Wir denken uns dabei im
Gebiete der Veränderlichen a?, y einen solchen Bereich ausgewählt, innerhalb

dessen X und Y eindeutige Functionen von a;, y und auch umgekehrt x, y ein-

deutige Functionen von x^
, y^ sind, sodass also zwischen zwei Gebieten eine ein-

eindeutige Zuordnung zustande kommt.

§ 2. Einige bekannte Operationen aufgefasst als Transformationen

der Linienelemente.

Nachdem wir die Punkttransformationen durch Mitberücksichtigung

der Ableitung y' von y nach x als Transformationen der Linienelemente

haben auffassen lernen, werden wir nun zu einigen anderen längst

bekannten Operationen übergehen, die keine Punkttransformationen

und auch keine Erweiterungen solcher sind, die aber dennoch allgemein

gewählte Curven wieder in Curven und insbesondere einander be-

rührende Curven in ebenfalls einander berührende Curven überführen.

Wir werden sehen, dass sich diese Operationen als Transformationen

der Linienelemente auffassen lassen, die allgemein gewählte Curven

wieder in Curven überführen, während sie gewisse besondere Curven

in Punkte und andererseits die Punkte der Ebene in gewisse Curven

umwandeln.

Dilatation. 1. Beispiel: Dilatation.

Wir ordnen der beliebig gewählten Curve c ihre Parallelcurve im

Abstände n zu. Diese Zuordnung ist eine Operation, und wir werden

sie insbesondere eine Dilatation nennen.

Diese Operation ist zweideutig, da die

Curve c zwei Parallelcurven c^ und c.^

hat. (Siehe Fig. 5.) Das, was wir

in der Folge entwickeln werden, gilt

sowohl für die eine wie für die andere

Parallelcurve. Der Kürze wegen sehen

wir aber von dieser Doppeldeutigkeit

ab und betrachten nur die eine Parallelcurve c^ zur Curve c.*)

Flächenelement als Grundgebilde in der Geometrie der Ebene und des Raumes.
(Siehe Over en Classe geometriske Transformationer, Verhdlgn. d. Gesellsch. d.

Wiss. zu Christiania 1870 u. 71, sowie Über Complexe, insbesondere Linien- und
Kugelcomplexe u. s. w., Math, Annalen Bd. 5 (1872), S. 145.)

*) Die beiden Curven Cj , c^ sind im allgemeinen Zweige derselben analy-

tischen Curve.
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Bekanntlich ist die Normale der Curve c in ihrem Punkte p zu-

gleich die Normale der Parallelcurve c^ in ihrem Punkte p^, der von

]) den Abstand n hat. Daraus folgt, dass, wenn zwei Curven c und c

sich in p berühren (vgl. Fig. 6), als-

dann auch ihre Parallelcurven c^^ und c^

sich in einem Punkte p^ berühren. Alle

Curven, die c in ^ berühren, haben da-

selbst mit c ein Linienelement l ge-

mein. Die durch die Dilatation zu-

geordneten Parallelcurven haben eben-

falls mit Cj in p^ ein Linienelement l^ j,. g

gemein. Mit der vorgelegten Operation

ist daher auch eine Zuordnung der Linienelemente verknüpft. Dem
Linienelemente l mit dem Punktort p entspricht das zu l parallele

Linienelement 1^, dessen Punkt p^ im Abstände n von p auf der Nor-

malen durch p zum Element l gelegen ist. Diese Zuordnung ist um-

kehrbar, also eine wirkliche Transformation der Linienelemente. Be-

trachtet man alle Linienelemente der Curve c und unterwirft sie dieser

Transformation, so gehen sie in die Linienelemente der Parallelcurve c^

über. Mithin ist durch die angegebene Transformation der Linien-

elemente jene Zuordnung der Curven völlig definiert, von der wir aus-

gingen. Die Dilatation ist daher eine gewisse Transformation der

Linienelemente.

Um sie analytisch darzustellen, wollen wir unter x, y, y' die

Coordinaten des ursprünglichen und unter x^, y^, y^ die des neuen

Linienelementes verstehen. Dann bestehen die Beziehungen:

(x^ — xf -f (i/i
— tjf = n\

(11) X^—X -{- {y^ —y)y'= 0,

aus denen sich durch Auflösung ergiebt:

(11) x,==x—--=^ y,=y-\- -=== y, == y .

v^ + y v^ + y

Alle Linienelemente eines Punktes {x, y) werden offenbar in die

des Kreises um diesen Punkt (x, y) mit dem Radius n

übergeführt. (Siehe Fig. 7). Dies ergiebt sich auch ana- ^-°-^

lytisch durch Elimination von y' aus (11): f % j

(Xi — xf + (t/i
— yf = n\ ^-^

oc^ — x -\- {yi
— y)yi = 0.

Die erste Gleichung ist die des erwähnten Ki'eises in den laufenden
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Punktcoordinaten x^^, y^, während die zweite die Tangentialriclitung y^

an den Kreis bestimmt. Wir können also sagen: Bei der Dilatation

geht jeder Punkt in einen Kreis über.

Eine Curve durch einen Punkt p wird in eine Curve übergeführt,

die den Kreis um den Punkt p mit dem Radius n berührt. Der In-

begriff einer Curve und eines Punktes auf ihr geht also über in den

Inbegriff zweier einander berührender Curven. Alle Punkte einer

Curve c gehen in Curven, nämlich in Kreise, über, welche die Parallel-

curve q zu c berühren.

Zur analytischen Darstellung (11') der Dilatation sei noch eine

Bemerkung gemacht, deren Wert allerdings erst später — im nächsten

Kapitel — hervortreten wird: Die Gleichungen (11) definieren x^^,y^, ?//

als Functionen von x, y, y'
. Man findet nun, dass

dy^ = dy
Vi +V

?73 dy',

dy'

ist und daher die bemerkenswerte Relation besteht:

dPi — Vi d^i = dy — y' dx.

Da die Dilatation Geraden in Geraden und Kreise in Kreise ver-

wandelt, so führt sie eine aus diesen Gebilden bestehende Figur wieder

in eine solche derart über, das die Berührung in Berührung übergeht,

wobei der Punkt als Specialfall des Kreises aufzufassen ist. Man kann

deshalb die Dilatation als ein Üher-

tragungsprincip in der Geometrie der

Punkte, Geraden und Kreise verwenden.

Dies Übertragungsprincip ist allerdings

ziemlich trivial. Man wendet es z. B.

zur Lösung der elementaren Aufgabe

an, eine gemeinsame Tangente an zwei

Fig. 8. Kreise zu legen. Legt man nämlich von

einem Punkte /^ aus eine Tangente ^^

an einen Kreis Ji\' (vgl. Fig. 8), so kann man sich diese Figur durch

Dilatation aus der zweier Kreise Je und Je' und ihrer gemeinsamen

Tangente t hervorgegangen vorstellen, und hierauf beruht die Lösung

der erwähnten einfachen Aufgabe*).

*) Die Benutzung der Begriffe Tangente, Normale und Krümmungskreis einer

ebenen Curve führte schon Huygens zur Betrachtung von parallelen Curven. Bei
dieser Gelegenheit erinnern wir noch daran, dass die Wellentheorie der Optik,

deren Zusammenhang mit der Dilatation wir weiter unten noch besprechen werden,
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2, Beispiel: Fusspunkt- Transformation. Fusepnnkt-

Auch die Operation^ veniiittelst deren man zu gegebenen Curven

ihre Fusspunkt- Curven in bezug auf einen gemeinsamen Pol con-

struiert, gehört, wie wir zeigen werden, zu den Transformationen der

Linienelemente, die einander berührende Curven allgemeiner Lage in

ebensolche verwandeln.

Ist c eine allgemein gewählte Curve (Fig. 9) und construiert man
in ihren Punkten {x, y) die Tangenten, auf die man von einem ge-

gebenen Punkt die Lote fällt, so heisst

der Ort c^ der Fusspunkte (iCi, y^ dieser Lote

die FusspunJct- Curve der Curve c in bezug

auf den Pol 0. Bei gegebenem Pol

kann man so zu jeder Curve ihre Fuss-

punkt -Curve construieren. Damit hat

man eine Operation, die im allgemeinen

Curven in Curven überführt.

Wir machen nun auf den bemerkens-

werten Umstand aufmerksam, dass man
die Tangente der Fusspunkt-Curve in

ihrem Punkte (Xi, i/J angeben kann, so-

bald man nur den Punkt (x, y) und seine

Tangente, auf der ja (x^, y^) liegt, gegeben hat, ohne aber die ursprüng-

liche Curve c selbst zu kennen. Man kann dies geometrisch oder ana-

lytisch einsehen. Zunächst geometrisch: Die Tangente der Fusspunkt-

Curve in (n;^, y^) ist die Verbindende dieses Punktes mit dem unendlich

benachbarten Punkt der Fusspunkt- Curve. Letzterer Punkt aber ist

der Fusspunkt des Lotes von auf jene Tangente der Originalcurve c,

die der Tangente im Punkte (x, y) unendlich benachbart ist. Die

beiden zuletzt genannten Tangenten haben aber den Punkt {x, y) ge-

mein. Daraus folgt, dass der Punkt (x^^, y^) und der unendlich be-

nachbarte Punkt der Fusspunkt- Curve auf dem Kreise liegen, der die

Verbindende von mit (x, y) zum Durchmesser hat. Der Mittel-

punkt des Kreises sei m. Die Tangente der Fusspunkt-Curve im

Punkte {x^, y^ ist also die Tangente an diesen Kreis.

Um den analytischen Beweis zu geben, wählen wir als Coordi-

natenanfang und bezeichnen mit y' die Tangentialrichtung der Curve c

im Punkte {x, y). Da der Punkt (x^, y^) auf der Tangente im Punkte

Mg. 9.

ebenfalls von Huygens herrührt. Vermutlich sind die Dilatation, die Fusspunkt-
transformation sowie die Transformation durch reciproke Polaren diejenigen Be-
rühnmgstransfonnationen , deren Spuren sich am weitesten zurückverfolgen lassen.

Lie, Geometrie der BeruhrungstranBformationen I. 2 [21.1. 1895.]
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(x, y) und auf dem Lote zu ihr durch liegt, so erfüllen seine

Coordinaten die beiden Gleichungen:

{x^ — x)y— {y^ — y) = 0,

Hieraus ergeben sich ihre Werte:

(12) ,^ = _qi^p, 3'. = l^-
Xi, 2/i

sind hiermit als Functionen von x, y, y' gegeben. Längs c

ändern sich x,y, y' um dx, um dy oder y' dx und um dy' oder y" dx.

Die Incremente dx^, dy^ von x^, y^ lassen sich berechnen. Es handelt

sich darum, ihr Verhältnis ^ - oder y^ zu bestimmen. Wegen der

aus (12) folgenden Relation

ist

dx^ = — Vidy' —y'dy^,
also:

(13) 2/i'
- ^^' - ^^'

dxi ViV" dx -{- yyy^

Andererseits giebt die zweite Formel (12):

, xy' ^ — X — 2yy' „ -,

Setzen wir diesen Wert in (13) ein, so sehen wir, dass sich der

Factor y" überall forthebt. Auch ist in (13) der Wert von y^ aus (12)

einzusetzen. Es kommt dann:

xy' *— X — 'iyy'
(14) 2/x'

=
yy'^— y + '^^y'

Diese von y" freie Relation sagt aber aus: Die Richtung y^' der

Tangente im Punkte (x^, y^) der Fusspunkt-Curve hängt nur vom
Punkte (x, y) und der Tangentialrichtung y' ab, was eben bewiesen

werden sollte. Deutet man diese Formel geometrisch, so kommt man
zu der oben gegebenen Tangentenconstruction.

Aus diesem Ergebnis ziehen wir den Schluss: Berühren sich zwei

Curven c und c' in einem Punkte (x, y), so berühren sich ihre Fuss-

punktcurven q und q' in einem Punkte {x-^, y^), dem Fussptinkte des

Lotes von auf die gemeinsame Tangente von c und c'. Alle Curven

also, die ein Linienelement (x, y, y') gemein haben, gehen in Curven

über, die ebenfalls ein Linienelement (x^
, y^ , y^) gemein haben. Unsere

Operation ordnet folglich jedem Linienelement (x, y, y') ein Linien-
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element (x^, y^, y^') zu. Diese Zuordnung hat nach (12) und (14) die

analytische Gestalt:

np,\ ^ _

_

y'(y - ^y'^ „ _ y — ^y ' „

'

_ ^y'^—x-^yy'

Diese Gleichungen sind nach x.y.y auflösbar und stellen eine Traws-Trf.aisTrf.

formation der Linienelemente dar, die FusspunKt- Transformation. eiem.

Ist diese Transformation der Linienelemente gegeben, und unter-

wirft man ihr die Linienelemente einer Curve so erhält man die

Linienelemente der Fusspunkt- Curve in bezug auf den Anfangspunkt

als Pol. Die Fusspunkt -Transformation ist also aufzufassen als eine

Transformation der Linienelemente, die im allgemeinen Curven in

Curven und einander berührende Curven in einander berührende Curven

verwandelt.

Die Linienelemente (x, y, y') eines Punktes (x, y) gehen in die

Linienelemente (x^, y^^, y^) des Kreises über, der die Strecke von

bis {x, y) zum Durchmesser hat. Will man dies analytisch nach-

weisen, so hat man y' aus (15) zu eliminieren. Dies giebt zwei Rela-

tionen, deren eine von y/ frei ist und die Form hat:

(-.-|) + (^.-|)='.^
y-

Sie stellt den genannten Kreis dar, geschrieben in den laufenden

Coordinaten x^^, y^ Die andere Relation giebt die Tangentialrichtung

yj' für diesen Kreis. Geometrisch erkennt man dies Ergebnis am
bequemsten, wenn man den Punkt als degenerierten Kreis auffasst.

Nicht alle Curven gehen durch die Fusspunkt- Transformation

wieder in Curven über, nämlich die Geraden nicht. Die Linienelemente

einer Geraden g werden in die Linienelemente des Fusspunktes des

Lotes von auf g verwandelt. Eine Gerade und eine sie berührende

Curve gehen in einen Punkt und eine Curve durch diesen Punkt über.

Zu .der analytischen Darstellung der Fusspunkt -Transfonnation

machen wir noch eine Anmerkung wie bei der Dilatation. Die Glei-

chungen (15) definieren a^i, y^, y^ als Functionen von x, y, y' und zwar

so, dass die bemerkenswerte Relation besteht:

dVi — Vidx^ = Q(dy — y'dx),

in der q eine Function von x, y,
y' ist, nämlich diese:

xy' — y
^ yy'^— y -\-'^xy''

Die tiefere Bedeutung dieser Relation wird erst später zu erörtern sein.

2*
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Wie die Gleichungen (15) zeigen, ist die Fusspunkt-Transformation

ein -eindeutig, während dagegen die Dilatation zwei -zweideutig ist,

was daraus folgt, dass ihre Gleichungen (11) (S. 15) eine Quadrat-

wurzel enthalten.

Wie man weiss, geht eine Parabel mit als Brennpunkt durch

die Fusspunkt-Transformation in ihre Scheiteltangente über und all-

gemein ein Kegelschnitt, dessen einer Brennpunkt ist, in den Kreis,

dessen Durchmesser die Hauptaxe des Kegelschnittes ist. Jeder Kreis

der Ebene lässt sich daher als Fusspunkt- Curve eines gewissen Kegel-

schnittes auffassen.

Fusspunkt-
Trf. als

Über-
tragungs-
princip.

Die Fusspunkt-Transformation lässt sich als ein Ühertragungs-

princip verwerten. Heben wir zunächst noch einmal übersichtlich solche

Gebilde hervor, die durch diese Transformation aus einander hervor-

gehen, indem wir links das ursprüngliche, rechts das neue Gebilde

vermerken:

1) Kreis durch den Pol 0.

2) Punkt allgemeiner Lage.

3) Gerade allgemeiner Lage.

4) Kreis allgemeiner Lage.

1) Punkt allgemeiner Lage. 1

2) Gerade allgemeiner Lage.
|

3) Parabel mit dem Pol als Brenn-
;

punkt.

4) Kegelschnitt mit dem Pol als

einem Brennpunkt.

Indem wir dieses Entsprechen sowie die Eindeutigkeit der Fusspunkt-

Transformation benutzen, finden wir z. B., dass sich aus gewissen

Sätzen über Punkte, Geraden und Kegelschnitte durch Anwendung der

Fusspunkt -Transformation solche über Punkte, Geraden und Kreise er-

geben oder auch durch inverse Anwendung Sätze der ersten Art aus

solchen der zweiten Art. Wir stellen im Folgenden einige solche ein-

ander entsprechende Sätze einander gegenüber. Rechts stehen dabei

jedesmal die, welche aus den links erwähnten durch Fusspunkt-Trans-

formation hervorgehen:

I

5) Zwei Kreise durch einen ge-

I srebenen Punkt haben noch einen Punkt
5) Zwei Punkte bestimmmen eine

Gerade.

6) Zwei Geraden schneiden sich in

einem Punkte.

7) Eine Parabel ist durch den Brenn-

punkt und zwei Tangenten eindeutig be-

stimmt.

8) Ein Kegelschnitt ist durch einen

Brennpunkt und drei Tangenten ein-

deutig bestimmt.

9) Es giebt acht Kegelschnitte mit

dem gemeinsamen Brennpunkt 0, die

drei Kegelschnitte mit demselben ge-

meinsamen Brennpunkt berühren.

gemein.

6) Drei Punkte

und nur einen Kreis.

7) Zwei Punkte

Gerade.

8) Drei Punkte

und nur einen Kreis.

bestimmen einen

bestimmen eine

bestimmen einen

9) Es giebt acht Kreise, die drei

gegebene Kreise berühren.
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Wie wir hervorgehoben haben, verwandelt die Fusspunkt- Trans- wieder-

formation einander berührende Curven in ebensolche. Wenn wir nun russpkt.-
Trf.

die Fusspunkt -Transformation zweimal nach einander ausüben, so gehen

also wieder einander berührende Curven hervor, und dies Verfahren

können wir beliebig oft fortsetzen. Wird die Fusspunkt-Transfor-

mation mit dem Pole durch das Zeichen F dargestellt, so ergiebt sich,

dass ihre zweimalige Aufeinanderfolge FF oder F^ eine Transformation

der Linienelemente ist, die Curven im allgemeinen wieder in Curven

und einander berührende Curven in ebensolche überführt. Eine Gerade

z. B. geht bei F in einen Punkt und dieser bei nochmaliger Ausführung

von F in einen Kreis durch über. Also wird F^ die Geraden in "

die Kreise durch verwandeln.

Entsprechend sind die Transformationen F^, F^ . . ., die sich durch

mehrmalige Wiederholung von F ergeben, solche Transformationen der

Linienelemente, die im allgemeinen Curven in Curven und insbesondere

einander berührende Curven in einander berührende Curven überführen.

Wir werden später (im vierten Kapitel) Gelegenheit haben, diese

letzteren Andeutungen zu vervollständigen*).

§ 3. Transformation dnrcli reciproke Polaren.

Die Transformation durch reciproke Polaren liefert uns ein weiteres

Beispiel einer Transformation der Linienelemente, die Curven im all-

gemeinen in Curven verwandelt. Berührung geht dabei in Berührung über.

Sie besteht — zunächst im einfachsten Falle — , wie man weiss,

in Folgendem: Vorgelegt sei der Kreis Je:

(16) x^-\-y'—l = 0.

Ist (x, y) ein beliebig gewählter Punkt

der Ebene, so hat die Verbindende

der Berührpunkte der vom Punkte (x, y)

an den Kreis zu legenden Tangenten,

also die Berührsehne oder Pola/re**)

des Punktes (x, y) die Gleichung:

(17) xx^ + 2/^1 — 1 = 0,

Fig. 10.

geschrieben in den laufenden Coordi-

naten x^, y^. (Siehe Fig. 10.) Die Gleichung (17) ist auch die Be-

*) Auch die Fusspunkt -Transformation gehört — wie wir schon in einer
Fussnote bemerkten — zu denen, deren Ursprung weit zurückliegt. So hat z. B.
schon Maclaurin in den Philosophical Transactions von 1718, Nr. 356, Unter-
suchungen über successive Fusspunkt-Curven und -Flächen angestellt.

**) Die Begriffe Pol und Polare kommen schon bei Apollonius vor.

(xy)

Polare.
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dingung dafür, dass zwei Punkte {x, y) und {x^, y^ conjugiert hin-

sichtlich des Kreises h sind. Zu jedem Punkte {x, y) giebt es oo^ con-

jugierte Punkte, deren Ort eben die Polare des Punktes (x, y) ist.

Umgekehrt lässt sich jede Gerade als Polare eines Punktes auffassen,

Pol. der der Pol der Geraden genannt wird. Durchläuft der Pol {x, y)

eine Gerade g, so dreht sich seine Polare um einen Punkt, nämlich

um den Pol von g. Dies alles sind ja bekannte elementare Sätze.

Liegt nun irgend ein Polygon vor, gebildet von den Punkten

a, h, c . . ., so können wir die Polaren der Punkte «, &, c . . ., also

gewisse Geraden %, Z>i, c^ . . . construieren. Die Seiten ah, hc, . . .

des vorgelegten Polygons haben ferner Pole, und diese Pole sind die

Schnittpunkte von a^ und ft^, von h^ und c^ u. s. w. Zu jedem Polygon

lässt sich folglich ein zweites Polygon derart construieren, dass die

Ecken des einen die Pole der Seiten des anderen sind. Die Beziehung

zwischen beiden Polygonen ist vollständig umkehrbar: wären wir

vom zweiten Polygon ausgegangen, so hätte sich das erste ergeben.

Durch einen Grenzübergang erkennt man nun, dass sich jeder

Curve c der Ebene eine Curve q derart zuordnen lässt, dass die Punkte

der einen Curve die Pole der Tangenten der andern sind, und zwar ist

diese Zuordnung eine völlig reciproke: Ist der Curve c die Curve q
zugeordnet, so ist der Curve q die Curve c zugeordnet. Zwei einander

in dieser Weise vermöge des Kreises Je zugeordnete Curven heissen

conjugiert oder zu einander reciprok hinsichtlich des Kreises h.

Trf. durch Di© Operation, die diese Zuordnung bewirkt, heisst die Transfor-
rec. Polaren.

^^^^^^^ <?MrcÄ recipTolce Polaren hinsichtlich des Kreises k.

Wie man weiss, kann man diese Transformation auch dann her-

stellen, wenn statt des Kreises (16) irgend ein Kegelschnitt k vorliegt,

da hier die Beziehung zwischen Pol und Polare dieselbe wie beim

Kreise ist. So wird denn auch hier einer Curve c die Curve c^ zu-

geordnet sein, deren Punkte die Pole der Tangenten von c und deren

Tangenten die Polaren der Punkte von c hinsichtlich des Kegelschnittes

k sind, und auch hier ist die Zuordnung völlig umkehrbar.

Dadurch gelangt man zur Transformation durch reciproke Polaren

hinsichtlich eines beliehigen Kegelschnittes k.

Zwei gegebene Curven c und c', die einander berühren, haben nun

an der Berührstelle einen Punkt und die hindurchgehende Tangente

gemein. Die durch unsere Transformation zugeordneten Curven c^^

und q' haben daher eine Tangente und den auf ihr liegenden Berühr-

punkt gemein, d. h. einander berührende Curven werden in ebenfalls

einander berührende Curven übergeführt. Da c und c' einen Punkt
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mit hindurchgehender Tangente gemein haben, so gehört ihnen ein

Linienelement l gemeinsam zu. Entsprechend haben q und c^ ein

gemeinsames Linienelement Ij^. Der Punkt

von l ist Pol der Geraden von l^ und der

Punkt von /^ ist Pol der Geraden von l.

Jedem Linienelemente l ist hiemach ein

Linienelement ^^ zugeordnet. Damit sind

wir wieder zu einer Transformation der

Linienelemente gelangt, die sich leicht geo-

metrisch construieren lässt. (Siehe Fig. 11.)

Diese Transfonnation der Linienelemente Fig. u.

führt jede Curve — als Ort von Linien-

elementen — in eine Curve, nämlich in die conjugierte, über; ins-

besondere verwandelt sie einander berührende Curven in ebensolche.

Die Geraden bilden hierbei insofern eine Ausnahme, als die

Linienelemente einer Geraden nicht in die einer Curve, sondern in die

eines Punktes, des Poles der Geraden, übergehen. Andererseits geht

der Punkt — aufgefasst als ein Ort von Linienelementen — in eine

Gerade, seine Polare, über.

Legen wir der Transformation wieder den Kreis (16) zu Grunde '^^vj^"*-

(16) ^2 ^ 2,2 _ 1 _ 0,

so ist sie leicht analytisch darzustellen. Der Punkt (x, y) des Linien-

elementes {x, y, y') geht in die Polare

(17) xx^ -f 2/«/i
— 1=0,

geschrieben in x^^, y^, über. Diese Gerade hat die Richtung y^' des

neuen Linienelementes (x^, y^, y^'), sodass wir haben:

Ganz analog ist, da (17) ebenfalls die Polare des Punktes (xj^, y^) des

neuen Elementes, geschrieben in x, y, darstellt, aus (17) die Richtung

y' zu entnehmen:

y = — n.

Lösen wir die drei letzten Gleichungen nach x^, y^, y^ auf, so

erhalten wir die analytische Darstellung der Transformation:

(18) ^^=_JIli:,, y _j_^ 2//=-^^-
V / 1 y — xy ' ^'^ y — xy ' -^^

y
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Wir merken dabei an, dass die hiermit definierten Functionen x^,y^, y^

von X, y,
y' die Relation erfüllen:

dy^ — Vi dx^ = Q{dy — y'dx),

in der
— 1

^ y(y — xy')

ist. Die Bedeutung dieser Relation kann erst später erörtert werden.

Einer späteren Anwendung halber schalten wir noch ein: Legen

wir anstelle des Kreises (16) den imaginären Kreis mit dem Radius "j/—

1

(16') x^ + y^+l =
zu Gninde, so ergiebt sich als analytischer Ausdruck der zugehörigen

Transformation durch reciproke Polaren ganz entsprechend:

(18 ) X, = ~— , w, = —>

, w, =
V / 1 xy — y !icy — y y

Legen wir endlich anstelle des Kreises (16) oder (16') die Parabel

(19) x^J^2y =
zu Grunde, so hat die Polare des Punktes (x, y) die Grleichung:

^^1 + 2/ + ?/i = 0,

geschrieben in den laufenden Coordinaten a^^, y^. Hier also haben wir

zu verlangen, dass i// die Richtung dieser Geraden angebe. Es muss

daher

y^' = — x
und analog

!/' = — ^1

gesetzt werden, sodass die Auflösung der letzten drei Gleichungen

nach x^, y^, y^ die Transformation durch reciproke Polaren in bezug

auf die Parabel (19) in der Form ergiebt:

(20) ^1 = — y', y^ = xy' — y, y^ = — x.

Merken wir hier ebenfalls das Bestehen der Relation an:

dy^ — y\ dx^ = Q(dy — y' dx),

in der

9 = -l
ist.

Wir sagten schon, dass die Transformation durch reciproke

Polaren hinsichtlich eines beliebigen Kegelschnittes h zu sich selbst

invers, also involutorisch ist, was geometrisch sofort aus der wechsel-

seitigen Zuordnung der Linienelemente erhellt. (Vgl. Fig. 11 auf S. 23.)

Analytisch drückt es sich dadurch aus, dass z. B. die Gleichungen-
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Systeme (18) oder (20) ungeändert bleiben, wenn x, y, y' mit x-^, y^, yl
vertauscbt werden.

Betraebten wir eine beliebige Curve

y = fix).

Sie geht vermöge der Transformation durch reciproke Polaren (20)

wieder in eine Curve über. Um diese Curve analytisch darzustellen,

bemerken wir, dass ihre oo^ Linienelemente {x, y, y') durch die beiden

Gleichungen

dargestellt werden, die y und y' durch x ausdrücken. Diese Elemente

gehen nach (20) in die oo^ Linienelemente (x^,yi,yi) über, die durch

die drei Grleichungen

(21) x^ = — fix), y^ = xfix) — f(x), y^ = — x

gegeben werden, wenn man in ihnen x als Parameter auffasst. Den
Ort der Punkte {x^, y^ dieser neuen Linienelemente stellen die beiden

Gleichungen

i22) x, = -fix), y, = xfix) -fix)

vermittels der Hülfsveränderlichen x dar. Die Tangentialrichtung y^
dieser Curve ergiebt sich hieraus durch Differentiation so:

/ xf" {x)

Vi — __ f" (a;)
— ^y

also gerade so, wie aus (21) zu entnehmen ist. Hiermit ist analytisch

verificiert, dass die Transfonnation (20) die Linienelemente einer all-

gemein gewählten Curve wieder in die einer Curve verwandelt, während

wir oben (S. 22) einen Grenzübergang zu diesem Zwecke machten.

Nur wenn die gegebene Curve eine Gerade, also fix) linear in x ist,

liefern die Gleichungen i22) constante Werthe für x^ und y^, also nur

die Geraden gehen in Punkte über, wie wir schon wussten.

Dass die Transformation durch reciproke Polaren in der Geometrie Trf. durch
'- rec. Polaren

eine höchst wichtige Rolle als Übertragungsprincip gespielt hat und t*8^^^s

noch spielt, ist aus der projectiven Geometrie bekannt. princip.

Stellen wir wieder, um an einige Anwendungen zu erinnern, zu-

nächst solche Begriffe einander gegenüber, die durch die Transformation

durch reciproke Polaren in einander übergehen:

1) Punkt allgemeiner Lage.
j

1) Gerade allgemeiner Lage.

2) Punktort. 2) Geradenort.

3) Vier Punkte einer Geraden mit I 3) Vier Strahlen eines Büschels mit
dem Doppelverhältnis D. i dem Doppelverhältnis D.
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4) Algebraische Curve ja*®'" Ordnung
und v*®"* Classe.

Insbesondere

:

5) Kegelschnitt.

6) Doppelpunkt einer Curve.

(Vgl. Fig. 12 a.)

7) Spitze einer Curve.

(Vgl. Fig. 12 a.)

Fig. 12 a.

4) Algebraische Curve v*®' Ordnung
und ft**"^ Classe.

5) Kegelschnitt.

6) Doppeltangente einer Curve.

(Vgl. Fig. 12 b.)

7) Wendetangente einer Curve.

(Vgl. Fig. 12b.)

Fig. I2b.

Erinnern wir ferner an einige Sätze, von denen jedesmal der eine

aus dem andern vermöge der Transformation durch reciproke Polaren

hervorgeht:

8) Pascal's Satz vom Sechseck im
Kegelschnitt. (Vgl. Fig. 13 a.)

Fig. 13 a.

9) Fünf Punkte bestimmen einen

und nur einen Kegelschnitt.

10) Satz des Desargues: Gehen
die Verbindungslinien entsprechender

Ecken zweier Dreiecke durch einen ge-

meinsamen Punkt, so liegen die Schnitt-

punkte entsprechender Seiten auf einer

Geraden.

11) Zwei Kegelschnitte schneiden

einander in vier Punkten.

8) Brianchon's Satz vom Sechsseit

um den Kegelschnitt*). (Vgl. Fig. 13b.)

9) Fünf Tangenten bestimmen einen

und nur einen Kegelschnitt.

10) Umkehrung des Satzes von
Desargues: Liegen die Schnittpunkte

entsprechender Seiten zweier Dreiecke

auf einer Geraden, so gehen die Ver-

bindungslinien entsprechender Ecken
durch einen Punkt.

11) Zwei Kegelschnitte haben vier

gemeinsame Tangenten.

In der Theorie der algebraischen Curven wird die Transformation

durch reciproke Polaren fortwährend angewandt. Um ein Beispiel

*) Diese Ableitung des Satzes vom Sechsseit durch Brianchon war die

erste rein geometrische Anwendung, die man von der Transformation durch reci-

proke Polaren gemacht hat (Journal de l'^ßcole polyt., 13. Heft, Bd. 6, 1806,
S. 297).
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anzuführen, seien die Singularitäten einer ebenen algebraischen Curve

erwähnt. Die Transformation verwandelt, wie gesagt, Doppelpunkt in

Doppeltangente, Spitze in Wendetangente. Zwischen der Ordnungs-

zahl (i, der Classenzahl v, sowie der Zahl d der Doppelpunkte, die

keine Spitzen sind, femer der Zahl t der Doppeltangenten, die keine

Wendetangenten sind, endlich der Zahl x der. Spitzen und t der Wende-

tangenten bestehen, wie man weiss, gewisse Relationen, die sogenannten

Flücker'sehen Gleichungen. An die Curve gehen, da sie von ^*" Ord-

nung ist, von einem Punkte aus ii{(i — 1) Tangenten, von denen aber

die 8 doppelt zählenden Geraden nach den Doppelpunkten und die x

dreifach zählenden Geraden nach den Spitzen abzuziehen sind, wenn

man die Classenzahl erhalten will, sodass

V = ii((i — 1) — 2d — 3x

ist. Wenden wir diese Formel auf die transformierte Curve an, so ist

j* mit V, d mit r und x mit i zu vertauschen, sodass auch

^ = v{y — 1) — 2t — 3t

ist. So haben sich zwei der Plücker'schen Gleichungen ergeben. Auf

die übrigen wollen wir hier nicht eingehen.

In speciellen Fällen ist die Transformation durch reciproke Polaren ^^^e?*'

schon von Euler, Monge, Legendre und Brianchon angewandt

worden. Als ein allgemeines geometrisches Princip wurde sie aber

erst durch Poncelet*) aufgestellt. Er formulierte sie ausdrücklich

und erkannte ihre ausserordentliche Bedeutung als Übei-tragungsprincip,

indem er manche schöne Anwendungen gab. Auf ihre Bedeutung für

gewisse Differentialgleichungen kommen wir später (S. 32) zu sprechen.

(^\y,>

(xy)

Zwischen der Transformation durch reci-

proke Polaren P hinsichtlich eines Kreises k

mit dem Radius 1 und dem Punkt als Mittel-

punkt, femer der Transformation durch reci-

proke Radien B mit als Pol sowie der Fuss-

punkt- Transformation F mit als Pol besteht

eine interessante Beziehung**).

Ist {x, y) ein beliebiger Punkt der Ebene,

bezogen auf ein rechtwinkliges Axenkreuz,

dessen Anfangspunkt ist, so wird er durch

die Fusspunkt- Transformation F in den Kreis

verwandelt, dessen Durchmesser die Strecke

von nach dem Punkte {x^y) ist (siehe Fig. 14) und dessen Gleichung also lautet:

*) Traite des prop): proj., 1822, u. Mem. s. l. theorie gen. des polaires reci-

proques, 1824 in d. Pariser Academie vorgelegt, Crelle's Journal Bd. 4, 1829, S. 1.

**) Sie wurde von Quetelet gegeben (Resume d'une tiouvelle theorie des

caustiques, Nouv. Mdmoires de l'Acadömie de Bruxelles, Bd. 4, 1827, S. 81).

Beziehgeu.
zw. einigen

Trf.

Fig. 14.
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geschrieben in den laufenden Coordinaten 5, y. (Vgl. S. 19.) Führen wir nun
nachträglich die Transformation durch reciproke Radien B aus, so geht der all-

gemeine Punkt {x, y) des soeben erhaltenen Kreises über in den Punkt:

X y
^' ^ x^ + y^ ' ^^ ^ ^+V '

(vgl. S. 6), also der Kreis selbst, wie durch Einführen dieser neuen Coordinaten

in seine Gleichung hervorgeht, in die Gerade

««1 +2/2/1 — 1 = 0.

Die Aufeinanderfolge FM verwandelt also den Punkt {x, y) in seine Polare

hinsichtlich des Kreises Je.

Femer, liegt eine beliebige Gerade vor:

ax -\- by — 1 = 0,

so geht sie durch die Fusspunkt- Transformation F in den Punkt

b

über. Die Transformation durch reciproke Radien II nun verwandelt diesen

Punkt in den Punkt
ajj =a, y^ = b,

der aber der Pol der gegebenen Geraden hinsichtlich des Kreises k ist.

Die Aufeinanderfolge FB ist somit eine Operation, die jeden Punkt in seine

Polare und jede Gerade in ihren Pol hinsichtlich des Kreises k verwandelt, mit

anderen Worten: Die Aufeinanderfolge FR ist äquivalent der Transformation

dwrch reciproke Polaren P, symbolisch ausgedrückt:

(23) FB = P.

Da die Transformation durch reciproke Radien B und die durch reciproke

Polaren P beide involutorisch sind, also

BB = 1, PP=1
ist, wenn 1 die identische Transformation, bei der alles in Ruhe bleibt, be-

zeichnen soll, so können wir unsere symbolische Formel noch anders schreiben.

Führen wir nämlich in (23) beiderseits nachträglich B noch einmal aus , so kommt
links nur F, also:

(24) F = PB,

in Worten: Die Aufeinanderfolge der Transformation du/rch reciproke Polaren und
der du^ch reciproke Badien ist äquivalent der Fusspunkt - Transformation.

Ferner, wenn wir nach P einmal F, das andere Mal PB ausführen, so

muss das Ergebnis beide Male nach der letzten Formel dasselbe sein. Einerseits

kommt PF, andererseits P{PB) oder, was dasselbe ist, PPB = JB, sodass wir

drittens erhalten

(25) PF = B,

in Worten: Die Aufeinanderfolge der Transformation durch recipi'oke Polaren und
der Fusspunkt - Transformation ist äquivalent der Transformation durch reciproke

Badien.

Aus der ursprünglichen Formel

(23) FB===P



§ 4. Übergang von Punkt- zu Liniencoordinaten. 29

hätten wir die beiden anderen auch so ableiten können: Bezeichnet R~^ die zur

Transformation R inverse Transformation, so können wir in unserer Gleichung

beiderseits den symbolischen Factor R~^ hinzufügen:

FRR-^ = PR-^.

Die Aufeinanderfolge RR^^ ist aber die identische Transformation. Also kommt:

F = PR-^.

Aber die Transformation durch reciproke Radien R ist zu sich selbst invers, d. h.

es ist R'~^ = R. Somit kommt die obige Formel:

(24) F = PR.

Durch Multiplication mit P~^ , der zu P inversen Transformation, leiten wir

hieraus ab:

P-^F= P-^PR
oder:

P-^F=R.
Da aber auch die Transformation durch reciproke Polaren zu sich selbst invers

ist, so ist P~^ = P, sodass sich ergiebt:

(25) PF^R.

§ 4. Übergang von Punkt- zu Liniencoordinaten.

Auch der Übergang von Punktcoordinaten zu Liniencoordinaten

kann mit den Transformationen der Linienelemente, die Curven im

allgemeinen in Curven überführen, in Verbindung gesetzt werden.

Indem wir dies hier darlegen, bietet sich zugleich Gelegenheit, die

Methode näher zu beleuchten, die Clairaut zur Integration der nach

ihm benannten Differentialgleichung angewandt hat.

Ist

y-f(x) = o

die Gleichung einer Curve, so lautet die Gleichung ihrer Tangente im

Punkte {x,y):

^ — y — y'(i^ — 3c) = o,

wenn j, t) die laufenden Punktcoordinaten darstellen und y' die Tangential-

richtung f'{x) bezeichnet. Allgemein aber stellt

ui -\- v\) -\- l =
die Gleichung einer Geraden dar, und u, v heissen die Liniencoordinaten liinien-

' ' coordinaten.

dieser Geraden*). Demnach sind die Liniencoordinaten der Tangente:

(26) w = _^^ ^ = —i
^ ^ xy —y' scy — y

*) Der Begriff Liniencoordinaten wurde von Plücker eingeführt durch seine

Abhandlung: tiher eine neue Art, in der analytischen Geometrie Punkte und Cu/rven

durch Gleichungen darzustellen. Crelle's Journal, Bd. 7, 1830, S. 107.
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Längs der Curve sind y und y' Functionen f\x) und f'(x) von x, also

auch u und v^ oder auch: v ist eine Function von u. Die Curve

y == f{x) lässt sich daher, sobald sie keine Gerade ist, auch durch eine

zwischen u und v bestehende Gleichung darstellen. Wir können nun

den Diiferentialquotienten

, dv

du

bilden. Es ergiebt sich aus (26) durch Differentiation das bemerkens-

werte Resultat, dass sich dy' überall forthebt und v' die einfache

Form erhält:

(27) v'^—--

Durch (26) und (27) sind u, v, v' als Functionen von x, y, y' dar-

gestellt. Man verificiert leicht, dass sie die Relation erfüllen:

dv — v' du = Qidy — y'dx),

in der

^ y{xy' — y)

ist. Eine ähnliche Relation erhielten wir bekanntlich schon häufig.

Ihre Bedeutung soll erst später erörtert werden.

fAnt. der Nach dicscu Vorbereitungen wollen wir annehmen, es liege eine
Liniencoord. <^ / o
in Diffgi. gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung zwischen x und y vor:

Sie wird oo^ Integralcurven besitzen:

q)(x, y, a) = 0,

wobei a die Integrationsconstante sei. Sind diese Integralcurven be-

kannt, so kann man y und y' als Functionen von x ausdrücken und

also vermöge (26) auch die Integralcurven in Liniencoordinaten dar-

stellen :

0{u, V, a) = 0.

Indem man nun diese Gleichung nach u differenziert:

^„ -f Q,,v' =
und a aus den beiden letzten Relationen eliminiert, erhält man die

Differentialgleichung der Curvenschar, aber geschrieben in den Linien-

coordinaten:

Sl(u, V, v') == 0.

Offenbar kann man aber vermöge der Relationen (26) und (27),

die gestatten, x, y, y' durch u, v, v' auszudrücken:

(28) X = —;

, y = —r— , V == ,
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die Differentialgleichung ü = direct aus der vorgelegten Differential-

gleichung CO = ableiten, auch wenn man die Integralcurven noch

gamicht kennt.

Durch diese Transformation gelingt es zuweilen, eine vorgelegte

Differentialgleichung erster Ordnung in x,y auf eine integrierbare Fonn

zu bringen. Wir wollen ein Beispiel betrachten, das eine Ausnahme-

stellung einnimmt und daher besondere Besprechung verlangt.

Wenden wir die Transformation insbesondere auf die Clairaut'sche ciairaut's
Diffgl.

Differentialgleichung an:

(29) y-ooy-f(y') = 0.

Sie geht, wenn die Werte (28) substituiert werden, über in:

(29') j + f{- I)
= 0.

Dies ist aber gar keine Differentialgleichung mehr, da sie frei von v'

ist. Sie stellt also nur eine Curve dar, ausgedrückt in Liniencoordi-

naten. Es ergiebt sich somit das merkwürdige Resultat, dass hier die

Methode der Transformation zunächst versagt. Aber nur scheinbar.

Die Sache ist hier die, dass die Grössen y — xy' und y' nach (26)

längs einer Geraden constante Werte haben, sodass also die vorgelegte

Differentialgleichung als Gleichung zwischen diesen beiden Grössen eine

Schar von oo^ Geraden zu Integralcurven hat*). Aber eine Gerade lässt

sich zwar durch eine Gleichung zwischen Punktcoordinaten, nicht aber

durch eine Gleichung zwischen Liniencoordinaten darstellen. Diese

Integralcui-ven gehen daher in der analytischen Darstellung (29') nach

der Transformation verloren. Andererseits besitzt die Clairaut'sche

Differentialgleichung (29) die Umhüllende der oo^ Geraden als singulare

Integi-alcurve. Diese wird durch (29') in Liniencoordinaten u, v darge-

stellt. Es erhellt zugleich, dass die Clairaut'schen Differentialgleichungen

die einzigen sind, bei denen die Transformation in Liniencoordinaten zu

einer von v' freien Gleichung führt, denn die Clairaut'schen Differential-

gleichungen sind die einzigen, die oo^ Geraden als Integralcurven haben,

und die Geraden sind die einzigen Curven, die nicht durch Gleichungen

zwischen den Liniencoordinaten w, v darstellbar sind.

Wir wollen die analytische Operation der Einführung der Liniencoordi-AudereAnf-

naten in anderer Weise geometrisch deuten: Liegt eine Differentialgleichung erster
**^*"'*8-

Ordnung zwischen x, y vor, so hat sie oo* Integralcurven. Wenden wir die

*) Die Theorie dieser Differentialgleichung enthält im Grunde den Keim des
Begriffes Liniencoordinate , wie Chasles gelegentlich bemerkt.
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Transformation durch reciproke Polaren hinsichtlich eines Kegelschnittes k an,

so gehen die Integralcurven in oo^ neue Curven über, die ebenfalls eine gewisse

Diiferentialgleichung erster Ordnung erfüllen werden. Diese Differentialgleichung

kann auch dann aufgestellt werden, wenn die Integralcurven noch nicht bekannt
sind. Wählen wir als den Kegelschnitt h diesen:

a;« + 2/^ + l = 0,

so lauten die Gleichungen der Transformation durch reciproke Polaren, wie wir

im vorigen Paragraphen (vgl. Formel (18'), S. 24) sahen:

xy —y' ^^ xy —y' ^' y

Die Polarcurven der Integralcurven unserer Clairaut'schen Differential-

gleichung

(29) y-xy' ~ f{y') =
erfüllen mithin die hieraus vermöge der Formeln (30) hervorgehende Differential-

gleichung in ajj^
, 2/i

:

(29")
yl
+ firt)-"-

Die Gleichungen (30) aber gehen aus den Gleichungen (26) und (27) hervor,

wenn wir in diesen für m, ü, v' die Grössen x^,y^,y^' setzen, entsprechend die

Gleichung (29") aus (29'). ,

Die obige analytische Umformimg der Differentialgleichung kommt also hei dieser

Deutung darauf hinaus, dass man die Differentialgleichung der Polarcwven der

Integralcwven hinsichtlich des Kreises

^ a;^ + 2/^ + 1 =
Aj^ aufstellt. Bei der Transformation

,^ durch reciproke Polaren gehen aber

-?J^ die Geraden, also insbesondere die oo

'

^1^ Integralgeraden der Clairaut'schen

^^ Gleichung, in Punkte über. (Siehe

^^ Fig. 15.) Nur die singulare Integral-

:^k. curve geht in eine Curve, den Ort

^J^ dieser Punkte, über*).
"^ Rückwärts findet man aus den

^i»- 15. Punkten {x^, y^) der Curve (29")

die Integralcurven der vorgelegten

Clairaut'schen Gleichung, indem man iTi , ^/i
in (30) bestimmt wählt, doch so, dass

sie (29") erfüllen, und dann y' und y^' eliminiert.

Veraiig v Betrachten wir die verallgemeinerte Clairaut'sche Differentialgleichung:

Ci-'-*'«
y - xcpiy') - fiy') = 0.

Wenden wir auf sie die Transformation durch reciproke Polaren hinsichtlich der

Parabel
X* -\-2y =

an, die vdr ebenfalls im vorigen Paragraphen (unter (20), S. 24) aufstellten:

\
a^i = — y', 2/i

= ^y' — 2/7 yi = — ^,

*) Von vornherein hätte man vielleicht vermutet, dass das Verschwinden

der Integralcurven bei der Transformation (30) vielleicht daher rühre, dass diese

Transformation gerade für die Integralcurven der Clairaut'schen Differential-

gleichung irregulär werde. Dies ist aber nicht der Fall.

Diffgl.
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so geht die Diff"erentialgleichung hervor:

^i2/i' — 2/i + ?/iX— ^i) — /(— «i) = 0.

Dies aber ist eine lineare Diff'erentialgleichung, die sich durch zwei Quadraturen

integrieren lässt. Aus ihren Integralcurven erhält man die der vorgelegten

Diff'erentialgleichung, wenn man ihre Polarcurven hinsichtlich der erwähnten

Parabel bestimmt. (Vgl. Monge, Corresp. sur l'ecole polyt. 1. Bd. (1805), S. 73.)

Kapitel 2.

Definition mid Bestiminnng der Berfthrnngstransformationen der Ebene.

Im ersten Kapitel wurde erkannt, dass es neben den Punkttrans-

formationen auch andere Operationen giebt, die sich als solche Trans-

formationen der Linienelemente auffassen lassen, die Curven allgemeiner

Lage wieder in Curven überführen. Bei diesen Operationen wurden

immer gewisse specielle Curven in Punkte verwandelt.

In diesem Kapitel führen wir nun zuerst den Begriff Elementverein

ein, der die Begriffe Curve und Punkt und zwar nur diese umfasst.

An die Einführung dieses Begriffes schliesst sich eine fundamentale all-

gemeine Auffassung des Integrationsproblems gewöhnlicher Differential-

gleichungen erster Ordnung in x, y, die wir kurz entwickeln werden.

Alsdann gestattet uns der Begriff Elementverein weiterhin, den Begriff

Berührungsfransformation, zu dem die oben erwähnten Operationen

ohne Ausnahme gehören, zugleich analytisch scharf und begrifflich klar

zu definieren. Darauf zeigen wir, wie man ohne Integration durch

einfache Differentiationen und Eliminationen alle Berührungstransfor-

mationen der Ebene finden kann. Diese allgemeine Theorie wird

durch interessante Beispiele erläutert werden, in denen einige besonders

bemerkenswerte Kategorien von Berührungstransformationen aufgestellt

werden sollen.

§ 1. Der Begriff: Elementverein.

Eine Schar von oo^ Linienelementen (x, y, «') wird durch zwei ^"i^^T T°^

von einander unabhängige Gleichungen zwischen den drei Coordinaten ®^^"*-

X, y, y' definiert:

(1) <p{^,y,y') = ^, ^(x,y,y') = 0.

Elimination von y' liefert den Ort der Punkte (x, y) dieser cx)^ Linien-

elemente.

L i e , Geometrie der Berührungstransformationen I. 8 [5. U. 1895.]
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^"^r**"^
Entweder sind beide vorgelegte Gleicliungen frei von ^'5 dann

Elemente, bestimmen sich x, y, und der Punktort der Linienelemente reduciert

sich auf einen Punkt Oder aber die

Elimination von y' liefert nur eine

Gleichung zwischen x und y. Dann ist

der Punktort der Linienelemente eine

Curve (siehe Fig. 16) und kann ins-

besondere eine Gerade sein.

Nun wird aber auch durch jedes

der 00^ Linienelemente eine Gerade ge-

pj jg
geben. Sind u, v die Liniencoordinaten

der Geraden des Elementes (x, y, y'),

so lautet die Gleichung dieser Geraden, geschrieben in den laufenden

Coordinaten g, t), einerseits

^£ + ^9 + 1 = 0,

andererseits

y(:^ — x) — (t) — y) = 0,

sodass (vgl. S. 29)

(2) w = _-=:l^, ^ = -A-^ xy — y xy — y

*^"
d«'^"'*

^^*- -^^^^ analytische Definition der Geraden der 00^ Linienelemente
Elemente. ^^ ergicbt sich demuach durch Elimination von x, y,

y' aus den vier

Gleichungen (1) und (2). Diese Elimination liefert mindestens eine

Gleichung zwischen den Liniencoordinaten u, v allein und höchstens

zwei, da die beiden Gleichungen (1) von einander unabhängig sind. Im

ersten Falle haben die Linienelemente oo^ verschiedene Geraden, die

eine Curve (vgl. Fig. 16) oder aber einen Punkt umhüllen. Im zweiten

Falle gehören alle 00^ Linienelemente derselben Geraden an.

^T&\unT' Eine Schar von 00^ Linienelementen besitzt also sowohl einen

Geradenort
P'^*^^^*"^ ^^^ auch einen Geradenort Uns interessieren nur solche

Scharen, deren Punktort und Geradenort zusammenfallen. Um aber

vollständig klar zu sein, müssen wir die verschiedenen Möglichkeiten

ins Auge fassen, die hierbei auftreten können.

Ist der gemeinsame Ort ein Punkt, so bilden die Linienelemente

die Fig. 17.

Eig. 17. Eig. 18.

Ist der gemeinsame Ort eine Gerade, so liegen die Linienelemente

wie in Fiff. 18.
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Fig. 19.

Ist endlich, der gemeinsame Ort eine krumme Curve, so wird sie

von den Punkten der Elemente erfüllt, während die Geraden der

Elemente ihre Tangenten sind.

Hier ist zunächst der Fall

möglich, dass die Gerade

eines Elementes die Curve

nicht in dem Punkte desselben

Elementes berührt. Diesen

FaU stellt Fig. 19 dar.

Es ist aber auch denkbar,

dass die Gerade eines jeden

Elementes die Curve in dem

Punkte desselben Elementes be-

rührt, wie in Fig. 20. Die

durch Fig. 17 und 18 dargestellten Fälle gehen aus diesem hervor,

wenn die Curve sich auf einen Punkt

reduciert oder zur Geraden wird.

Charakteristisch für die Scharen

von (x^ Linienelementen, die durch

die Figuren 17, 18 und 20 dargestellt

werden, ist es, dass auch dann noch Fig. 20.

Punkt- und Geradenort der 00^ Linien-

elemente zusammenfallen, wenn nur diejenigen Elemente der Schar

betrachtet werden, die innerhalb eines gewissen Bereiches liegen. Dies

ist aber, wie man sieht, mit der Figur 19 nicht der Fall.

Wir wollen im Folgenden nur solche Scharen von 00^ Linienelementen

betrachten, deren Punktort mit ihrem Geradenort ztisammenfallt und zwar

auch dann, wenn man nur die Linienelemente innerhalb eines gewissen

Bereiches in Betracht zieht.

Wir fragen nun nach der analytischen Bedingung dafür, dass der -^^lytieche

Punktort der 00,^ Linienelemente (1) in dem soeben angegebenen Sinne

mit ihrem Geradenorte zusammenfällt.

Wenn erstens dieser gemeinsame Ort ein Punkt ist (Fig. 17), so

haben x und y bestimmte Werte, sodass infolge von (1) sowohl dx
wie dy verschwindet, also

ist.

dx = 0, dy =

Wenn zweitens der gemeinsame Ort kein Punkt ist (wie in Fig. 18

u. 20), so wird er durch eine Gleichung zwischen x und y dargestellt:

a{x, y) = 0.
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Ist (x, y) ein beliebiger Punkt der Curve, so muss durch ihn ein

Linienelement {x, y, «/') der Schar (1) gehen und zwar so, dass die

Gerade des Elementes die Curve ebenda berührt, d. h. es muss

/ X
"

(O
y

sein. Die beiden Gleichungen (1) müssen sich also auf die Form
bringen lassen:

O3{x,y) = 0, y'=—-^.
y

Da aus der ersten

(Ox dx -\- (Oydy =
folgt, so sieht man, dass diese Gleichungen und daher auch die ihnen

äquivalenten Gleichungen (1) die Relation

dy — y' dx =
nach sich ziehen. Diese Relation besteht offenbar auch im vorigen Fall.

Also sobald der Punktort der oo^ Linienelemente (x, y, y')

(1) (p{x,y,y') = 0, ^{x,y,y') =
mit ihrem Geradenorte in dem angegebenen Sinne zusammenfällt,

erfüllen die Coordinaten x, y, y' der oo^ Linienelemente die Differential-

gleichung:

(3) dy — y' dx == 0.

Die Umgekehrt wollen wir ietzt alle Scharen von Linienelementen
Belation °

,
'

di/—y'dx=o.(x^
y, y ) der Ebene bestimmen, deren Elemente die Differential-

gleichung

(3) dy — y' dx =0
erfüllen.

Betrachten wir zunächst eine Schar von oo^ Linienelementen. Sie

lässt sich so darstellen:

x^X{^, y=Y(t), / = F(t).
.

Hierin bedeutet t einen Parameter. Soll die Schar die Gleichung (3)

erfüllen, so muss

(3') r — PX' =
sein. Ist zunächst X' ^ Y' ^ 0, so werden X, Y frei von t, d. h.

alle Linienelemente gehen durch einen bestimmten Punkt (x, y) (wie

in Fig. 17). Ist X' eje 0, aber F = 0, so muss P= sein, d. h.

die oo^ Linienelemente erfüllen zwei Gleichungen

y = Const., y' == 0,
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sind also die einer Geraden (wie in Fig. 18). Ist endlich X' =t und

F'ejeO, so wird die Elementschar nach (3'):

^ = x(0, 2/=r(0, y'=^y
Dies aber sind die Linienelemente der Curve (siehe Fig. 20):

x = Xit), y=Y(t).

Insbesondere kann die Cui-ve irgend eine Gerade sein. Wir gelangen

also genau zu den Scharen von oo^ Linienelementen, bei denen der

Punktort mit dem Geradenort zusammenfällt.

Indem wir nun eine Schar von oo^ Linienelementen ins Auge

fassen, zeigen wir, dass eine solche Schar nie die Gleichung (3) erfüllt.

Dass es eine Schar von oo^ Linienelementen auch nicht thut, folgt

unmittelbar daraus, dass die Ebene gerade oo^ Linienelemente enthält,

für die aber durchaus nicht (3) erfüllt ist.

Ist eine Schar von oo^ Linienelementen gegeben durch die Glei-

chungen:

(4) x = X(u,ß), y=Y{a,ß), y'=P{a,ß),

in denen cc, ß die Parameter bedeuten, so ziehen sie nur die drei

folgenden Gleichungen in dx, dy, dy' nach sich:

dy = -w— da -\- ^-^^ dp,

dy = ^da+,^jdß.

Vermöge dieser Relationen sollte also (3) bestehen und zwar für alle

Werte von da und dß. Diese Forderung Kefert die beiden Bedingungen:

^^^ a„ -^ a« — ^^ dß ^ dß ~ ^'

die also identisch bestehen müssten. Dies würde aussagen, dass die

Functionaldeterminante von X, Y hinsichtlich der Grössen a, ß ver-

schwände, anders ausgedrückt, dass X, Y von einander abhängig

wären. Die Relation, die dann zwischen X und Y bestände, wäre nun

sicher nicht frei von Y, da sonst X^ Const., also nach den Forde-

rungen (5) entweder Y^ Const. wäre, sodass (4) nur die oo^ Linien-

elemente eines Punktes darstellte, oder aber P^ oo wäre, was sich

durch andere Wahl des Coordinatensystems vermeiden lässt. Es wäre

also Y^^ ^i-^) 2;u setzen, und wir dürften dann X selbst als den

einen Parameter a benutzen, hätten somit:

(6) X=a, Y=G}(a),
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während aus (5) noch

(7) P=c'(«)

folgte. Diese drei Gleichungen (6), (7) geben aber nur oo^ Linien-

elemente.

Fassen wir die Ergebnisse zusammen, so erhalten wir den

Deutung d. Satz V. Eine Schar von Linienelementen (x, i/, y') der (x, y)-Ebene
Delation,

^j-jg^ ^^^^^ ^^^ fiuY dann die Differentialrelation

dy — y'dx = 0,

wenn sie aus gerade oo^ Elementen besteht und zwar entweder aus den

Linienelementen, einer Cu/rve oder aus denen eines PunJctes.

Eine Schar von Linienelementen (x, y, y') der Ebene, welche die

Relation

dy — y'dx =
Verein Ton erfüllt, nennen wir nun einen Verein von Linienelementen oder kurz

dementen, einen Elementverein.

Der Satz 1 kann alsdann so ausgesprochen werden:

Satz 2: Jeder Verein, von Linienelementen der Ebene besteht aus

den Linienelementen einer Curve oder aus den Linienelementen eines Punktes.

Führen wir noch eine andere Ausdrucksweise ein:

Liegt eine Schar von oo^ Linienelementen (x, y, y') vor, etwa

indem x, y,
y' als Functionen eines Parameters t gegeben sind:

x = X(t), y=Y{t), y'=P{t),

Vereinigte SO sagcu wir, dass das Element (x, y, y') der Schar mit dem unendlich

Bi&menteji. benachbarten Elemente {x-\-dXf y-{-dy, y'-\-dy') vereinigt liegt, wenn

der Ausdruck
dy — y' dx

dt

oder also Y' — PX' verschwindet.

Hiernach können wir einen Elementverein auch so definieren:

Eine Schar von oo^ Linienelementen der Ebene bildet einen Ele-

mentverein, wenn jedes Element der Schar mit dem infinitesimal be-

nachbarten Elemente der Schar vereinigt liegt.

Geom. Um diese Ausdrucksweise begrifflich zu erläutern, wollen wir nun
Deutung,

^j^^^ ganz beliebige Schar von oo^ Linienelementen

x = X{t), y=Y{t), y'=P(t\

die nicht gerade einen Verein bilden, ins Auge fassen.
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Die Gerade des Linienelementes (t) oder (x, y, y') hat in den

Coordinaten j, t) die Gleichung

t)-Y-P(i-X)=0.
Der Punkt des benachbarten Elementes (t -\- dt) der Schar hat die

Coordinaten

j = X + X'dt, t) = r+ Y'di

Seine Entfernung von der Geraden des ersten Elementes beträgt daher

Y'—PX' -..

dt
Vi + P'

Dieser Ausdruck lehrt, dass eine Schar von cx)^ Linienelementen

einen Elementverein bildet, wenn allgemein die Entfernung des Punktes

(x -\- dx, y -f- dy) des folgenden Elementes von der Geraden des vor-

hergehenden Elementes (x, y, y') der Schar unendlich klein von min-

destens zweiter Ordnung ist, vorausgesetzt, dass von den drei Grössen

dx, dy, dy' eine als unendlich klein von erster Ordnung gewählt

wird*).

Wir werden hin und wieder auch die folgende Redeweise an-

wenden: Irge)id ztvei unendlich heiiacJibarte Linienelemente (x, y, y') und

(x -\- dx, y -\- dy, y' -{- dy') liegen vereüiigt, wenn der Ausdruck

dy — y'dx

unendlich Mein von holierer Ordnung ist, sobald wenigstens eine der

drei Grössen dx, dy, dy' als unendlich klein von erster Ordnung auf-

gefasst wird.

Schliesslich machen wir darauf aufmerksam, dass alle im ersten

Kapitel behandelten Transformationen der Linienelemente die Eigenschaft

haben, jeden Elementverein in einen Elementverein zu verwandeln, da sie

*) Schon ia seinen ersten Untersuchungen über Berührungstransformationen
(in den Verhandlungen d. Gesellsch. d. Wiss. zu Christiania, 1871) betrachtete

Lie consequent Flächen, Curven und Punkte im Räume als Orte von oo* Flächen-
elementen , andererseits Curven und Punkte in der Ebene als Orte von oo' Linien-
elementen. Die Bemerkung, dass sich diese Scharen von Flächen- bez. Linien-
elementen als die allgemeinsten Elementscharen charakterisieren lassen, die der
Bedingung

dz — pdx — qdy =
bez.

dy — y' dx =
genügen, findet sich explicite zuerst in seiner Note: Zur Theorie jjarfieller Diffe-

rentialgleichungen, Götting. Nachr. 1872, S. 480. Daselbst wird ebenfalls die

Bezeichnung: vereinigte Lage zweier Elemente zuerst eingeführt. Für Scharen
von Elementen, unter denen jedes mit allen benachbai-ten vereint liegt, wurde in

seinen älteren Arbeiten die Bezeichnung Element-Mannigfaltigkeit benutzt, die

doch nicht so ausdrucksvoll ist -wie die später von Engel vorgeschlagene Be-
zeichnung Elementverein, die wir daher — wie zuweilen bei früheren Gelegen-
heiten — in diesem Werke consequent benutzen.
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die Curven im allgemeinen in Curven, in speciellen Fällen in Punkte

und andererseits die Punkte in Punkte oder Curven überführen.

Wir werden im übernäclisten Paragraphen alle Transformationen

der Linienelemente betrachten, bei denen jeder Elementverein in einen

Elementverein übergeht, und sie unter dem gemeinsamen Namen Be-

rührungstransformationen zusammenfassen.

§ 2. Neue Auffassung des Integrationsproblems gewöhnlicher

Differentialgleichungen erster Ordnung.

Nachdem wir den Begriff Elementverein eingeführt und gesehen

haben, dass er die beiden Begriffe Punkt und Curve in sich fasst und

keine anderen, liegt es nahe, eine neue und allgemeine Auffassung des

f^o ^^x^y ly^tegrationsprohlems der gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ord-

nung in X, y:

(8) F(x, y, y') =
zu entwickeln.

Eine derartige Differentialgleichung (8) stellt eine Gleichung zwi-

schen den drei Coordinaten x, y,
y' der Linienelemente der Ebene dar,

sie definiert demnach eine Schar von oo^ Linienelementen der Ebene.

Unter einer Integralcurve versteht man von jeher bekanntlich eine

Curve, die in jedem ihrer Punkte (x, y) die Tangentialrichtung y' hat,

die durch (8) gegeben wird. Eine Integralcurve ist also eine Curve,

deren oo^ Linienelemente der durch (8) definierten Schar von oo^ Linien-

elementen sugehören.

Beispiel. Liegt z. B. die sehr einfache Differentialgleichung vor:

(9) xy' — y = 0,

so definiert sie alle oo^ Linienelemente, deren Geraden durch den An-

fangspunkt gehen (Fig. 21). Ihre Integralcurven

j
/ sind bekanntlich diese Geraden durch den Anfangs-

\ I
/ / punkt. Jede derselben ist ein Verein, gebildet von

j

' // ^ oo^ der oo^ Elemente, die durch die vorgelegte

l//^<^^^'"^ Differentialgleichung (9) definiert werden. Diese

'Z^'W' ' ^ c»^ Elemente bestimmen jedoch ausser den Geraden

v/l durch den Anfang noch einen Elementverein, nämlich

Fig. 21. den Anfangspunkt, dessen sämtliche Elemente —
für die a; = ^ == 0, aber y' beliebig ist — die Glei-

chung (9) erfüllen. Wir wollen daher auch diesen Funlä zu den

Integralgebilden der vorgelegten Differentialgleichung rechnen.
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Kehren wir zur Betrachtung der allgemeinen Differentialgleichung

(8) zurück. Wir sagen, dass ein Elementverein die gegebene Diffe-

rentialgleichung

(8) F{x,y,y') =
erfüllt, wenn alle Linienelemente (x, y, y') des Vereines die Gleichung

F= erfüllen. Alle Elementvereine, welche die Gleichung (8) er-

füllen, nennen wir Integralgebilde der Differentialgleichung (8). ^ebude^'

Das Problem, eine gegebene gewöhnliche Differentialgleichung erster^^^^s^^^^^-

Ordnung in sc, y: ^«oX*"
F{X, y,y') = proWems.

011 integrieren, Jcommt danach darauf hinaus, alle Elementvereine zu be-

stimmen, deren Elemente die Gleichung F= erfüllen*).

Es giebt ingesamt oo^ Linienelemente (x, y, y'), welche die Glei-

chung (8) erfüllen. Sie ordnen sich in

oo^ Elementvereinen an, also in oo^ Inte- ^^^-' '~"~~-

gralgebilden der Differentialgleichung (8). X —-
"" ^

Diese Elementvereine können Curven oder

Punkte sein. Ist die vorgelegte Differen- / /

/ y
tialgleichung (8) nicht frei von y , so 'fj

geht durch ^eden Punkt (ic, y) der Ebene /'/ /,

ein Linienelement {x, y, y'), das der Glei- n/
chung (8) genügt. Die oo^ Integralgebilde Pig. 22.

können also nicht nur Punkte sein, sie

sind vielmehr — da ihre Elemente über die ganze Ebene verbreitet

sind — oo^ Curven. (Vgl. Fig. 22.)

Wenn dagegen die vorgelegte Gleichung (8) frei von y' ist, so

ist jeder Punkt (x, y) der durch

(10) F(x,y)==0

dargestellten Curve ein Integralgebilde. In diesem Falle sind die all-

gemeinen Integralgebilde Punkte. Es ist aber

auch die Curve (10) ein Integralgebilde, und

zwar, wie wir sagen, ein singuläres Integral- vu ^^^^^^ singiü. inte-

gebilde. Sie hat mit jedem der übrigen ^ ^ gra ge i e.

00^ Integralgebilde ein Linienelement ge- ^^ff- 23.

mein. (Siehe Fig. 23.)

Auch in dem vorher besprochenen FaUe, dass die Differential-

gleichung (8) wirklich y' enthält, kann es Integralgebilde — Curven

*) Die im Texte gegebene allgemeine Auffassung des Problems, eine gewöhn-
liche Differentialgleichung erster Ordnung F{x, y^ y') = zu integrieren, rührt
von Lie her, der sie in den Gröttinger Nachrichten, October 1872, S. 481, sogar
für n Dimensionen ausdrücklich formulierte. Wenn einige Verfasser behaupten,
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oder Punkte — geben, die nicht zu der Schar der allgemeinen Integral-

gebilde gehören und somit als singulare Integralgebilde bezeichnet werden.

(Vgl. das obige Beispiel.)

Einige weitere Beispiele mögen dies erläutern.

Beispiele. !• Beispiel: Vorgelegt sei die Differentialgleichung

(11) «/-^«/' + yT+7'2 = o.

Die durch sie definierten oo^ Linienelemente sind leicht geometrisch

zu charakterisieren. Denn der Abstand der Geraden des Linienelementes

(^; V} y) voitt Anfangspunkt ist gleich

y — xy'

also hier gleich Eins. Die oo^ Linienelemente, welche die Gleichung (11)

erfüllen, sind mithin die Elemente der Tangenten an den Einheitskreis

um den Anfangspunkt. Dies zeigt unmittelbar, dass diese Elemente

folgende Vereine bilden: erstens die Tangenten und zweitens den Kreis.

Mithin sind die Tangenten die oo^ allgemeinen Integralgebilde und der

Kreis ist eine singulare Integralcurve.

Die vorgelegte Differentialgleichung (11) geht aus der Differential-

gleichung in x^, y^'.

(9') x^y; — y, =
dadurch hervor, dass man auf alle Linienelemente (x^^, y^, y^') der

letzteren die Dilatation

yi + 2/
* y 1 + y

*

rückwärts ausübt (vgl. § 2, 1. Kap., S. 15), durch die jedes Element

parallel mit sich um die Strecke 1 verschoben wird. Durch die obige

Fig. 21 (S, 40) sind die Linienelemente und Integralgebilde der Diffe-

rentialgleichung (9') angedeutet. Die Ausübung der Dilatation um
die Strecke 1 führt die Integralgebilde von (9') in die der vorgelegten

Differentialgleichung (11) über. Die Geraden durch den Anfangspunkt

gehen in die Tangenten des Einheitskreises, der Anfangspunkt — der

bei (9') ein singuläres Integralgebilde darstellt — in den Kreis über

BoheDiff'i
^' ^®ispi®l- Die Clairaufsehe Differentialgleichung:

'(12) y-xy'-f{y') = 0,

dass diese Auffassung des Integrationsproblems und überhaupt der Begriff Ele-

mentverein von Clebsch herrührt, so beruht das auf einem Missverständnis, das

wahrscheinlich daher stammt, dass Lindemann in den ersten Band seiner

Bearbeitung von Clebsch's Vorlesungen diese von Lie herrührenden Ideen auf-

genommen hat, wobei er Lie allerdings selbst citiert.
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die wir in § 4 des 1. Kap. (S. 31) besprachen, besitzt, wie wir sahen,

nur eine krumme (singulare) Integralcurve, während ihre allgemeinen

Integralgebilde die Tangenten dieser krummen Curve sind. Die Trans-

formation durch reciproke Polaren

(i^\ ^ = ~y'
y = ^ v'= —

die wir auch damals (S. 32) anwandten, führt die Clairaut'sche Diffe-

rentialgleichung über in diese:

(14) i. + ^(_^.) = 0,

die frei von y^ ist, daher als allgemeine Integralgebilde die Punkte der

durch (14) dargestellten Curve besitzt, in welche die soeben erwähnten

Integralgeraden vermöge der Transformation (13) übergehen, während

die krumme Integralcurve von (12) in die singulare Integralcurve

(14) verwandelt wird. (Vgl. Fig. 15, S. 32.)

Die beiden Beispiele erläutern die Zweckmässigkeit der erweiterten „,^^^"^^4

Auffassung des Integrationsproblems. Ohne diese erweiterte Auffassunsf ,^" "^^^*-
o O ir o Auffassung.

würde z. B. der Einheitskreis, der zu den Integralcurven der DiflPeren-

tialgleichung (11) gehört, vermöge der Dilatation, die wir oben an-

wandten, nicht wieder ein Integralgebilde der transformierten Diffe-

rentialgleichung (9') liefern. Ebenso würde, wie wir schon früher

ausführten, durch die Transformation durch reciproke Polaren (13)

keine der allgemeinen Integralcurven der Clairaut'schen Gleichung (12)

in ein Integralgebilde der Differentialgleichung (14) übergehen.

§ 3. Der Begriff: Berührungstransfonnation.

Schon zum Schlüsse des ersten Paragraphen erwähnten wir, dass

alle im ersten Kapitel betrachteten Transformationen der Linienelemente

— sowohl die zuerst behandelten erweiterten Punkttransformationen

als auch die später besprochenen Operationen der Dilatation, Fuss-

punkt-Transformation und Transformation durch reciproke Polaren —
die Eigenschaft haben, jeden Elementverein in einen Elementverein zu

verwandeln.

Wir definieren nun allgemein:

Eine Transformation in den drei Veränderlichen x, y, y', den Coordi- Definitiou

natm der Linienelemente der Ebene, nihrg trf.

(15) x^ = X{x,y,y'), y^ = Y{x,y,y'), y,' = P{x, y, y')

heisst eine JBerührungstranßformation der (xy)-Ebene, wenn sie
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jeden Verein von Linienelementen (x, y, y') in einen Elementverein über-

fuhrt *).

Danach sind die im ersten Kapitel betrachteten Transformationen

sämtlich Berührungstransformationen.

Nach den Ergebnissen des ersten Paragraphen ist eine Schar von

Elementen (x, y, y') nur dann ein Elementverein, wenn sie der Relation

(16) dy — y'dx =
genügt. Demnach wird eine Transformation (15) dann und nur dann

eine Berührungstransformation sein, d. h. Elementverein in Element-

verein überführen, wenn die Relation

(17) dy^ — y^'dxj^ =
vermöge der Gleichungen (15) als Folge von (16) besteht. Nun aber

ist nach (15) die linke Seite dieser Gleichung (17) gleich

(18) dY—PdX^{Y^—PX,)dx-]-(Y,j—PX,)dy-{-{Y,— PX,y)dy'.

Dieser Ausdruck muss also verschwinden, sobald die Relation (16)

besteht, welche Werte im Übrigen auch x, y, y', dx, dy, dy' haben

mögen. Der Ausdruck (18) ist aber wie die linke Seite von (16)

linear und homogen in dx, dy, dy'. Mithin verschwindet er dann und

nur dann infolge von (16), wenn er sich von dy — y'dx nur um einen

von dx, dy, dy' freien Factor q unterscheidet, wenn also eine Relation

besteht von der Form

(19) dY— PdX-=Q(dy — y'dx),

in der q eine Function von x, y,
y' allein ist.

Demnach lässt sich die Definition der Berührungstransformationen

analytisch so geben:

^Deflnition^ Eine Transformation der Veränderlichen x, y,
y':

d. Berührgs-
trf. (15) x, = X(x,y,y'), y,= Y{x,y,y'), y,'=P(x,y,y)

heisst dann und nur dann eine Berührungstransformation, wenn vermöge

der Transformation eine Belation von der Form

(20) dy^ — y^dx^ = q(x, y, y') (dy — y'dx)

besteht**).

gYgk^t^dJr ^i^ bemerken nun: Die Relation (19) kann in zweierlei Weise
*'"*°-^'^' ^identisch erfüUt sein. Entweder ist ^ ^ 0, d. h.

*) Hierbei ist— wie in allem Folgenden — stillschweigend die Einschränkung
auf solche Bereiche zu machen, innerhalb derer sich die Functionen X, Y, P
regulär verhalten.

**) Diese wahre Definition des Begrijffes Berührungstransformation gab Lie
in den Göttinger Nachrichten, Oct. 1872, S. 480. Vgl. auch die Verhandlungen
d. Gesellsch. d. Wiss. zu Christiania aus den Jahren 1870—1873.
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dT=PdX.
Da links ein vollständiges Differential steht, muss dies auch rechts

der Fall sein. Es muss daher P eine Function von X allein sein. In

diesem Falle sind also die drei Gleichungen (15) nicht nach x, y,
y'

auflösbar, sie stellen keine Transformation dar. Dieser Fall ist mithin

von vornherein ausgeschlossen.

Wenn andererseits q nicht identisch gleich Null, also

(21) dT—PdX^^O
ist, so sind die Functionen X, Y, P, die (19) identisch erfüllen, von

einander unabhängig. Denn bestände zwischen ihnen eine Relation und

nehmen wir zunächst an, sie enthalte P, so wäre etwa

P= ß(X, Y).

Mithin Hesse sich eine Function cj von X, Y so bestimmen, dass der

Ausdruck — (dY— PdX) ein vollständiges Differential df einer Func-

tion von X und Y oder also von x, y,
y' wäre, sodass

(21
')

dY- PdX- CO (x, y, y) df(x, y, y') (o, -\~ 0)

würde. Dasselbe würde sich ergeben, wenn die vorausgesetzte Rela-

tion nur X und Y enthielte. Nun kommt durch Einsetzen in (19):

(oifxdx + fydy -f fydy') ^Q{dy — y'dx)

oder einzeln:

»A + QV' =0, (ofy — Q = 0, cofy' = 0,

woraus folgt:

f^ + y'fy = 0, fy' = 0,

d. h. /"^Const., was wegen (21') mit (21) unvereinbar ist.

Es hat sich also ergeben:

Satz 3: Erfüllen drei Fundionen X, Y, P von x, y,
y' identisch

eine Bedingung von der Form

dY— PdX =Q.{dy — y'dx),

so sind X, Y, P dann und nur dann von einander unabhängige Functionen

von X, y, y', wenn die Function q{x, y, y') nicht identisch Null ist

Femer:

Satz 4: Die Gleichungen

% = ^(^; y, y'), yi = ^{x, y, y'), y^ = p(^, y, y')

bestimmen dann und nur dann eine Perührungstransformation der Ebene

{x, y, y'), wenn die Functionen X, Y, P einer Bedingung von defr Form

dY— PdX =Q {dy — y'dx)

identisch genügen, in der die Function q(x, y, y') nicht identisch Nidl ist
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Wir haben im ersten Kapitel bei den damals vorgeführten Bei-

spielen von Transformationen der Linienelemente wiederholt Anlass

genommen, das Bestehen der Relation (19) direct zu verificieren. Damit

ist also der analytische Nachweis dafür erbracht, dass jene Transfor-

mationen Berührungstransformationen sind (vgl. S. 43 unten).

Aufeinan-Auteinan- -rri

derfolge v. -CiS SCI

Berührtrf.

(15) x^ = X{x, y, y'), y^ = Y{x, y, y), y^= P(x, y, y')

eine Berührungstransformation, sodass also vermöge (15)

(20) dy^ — yl dx^ = Q(dy — y'dx)

wird. Ferner sei

{22) x^ = U(x,
, yi , y^), y.,

== V{x^
, y^ , «//), y^= W(x,

, y^ , y,')

eine Berührungstransformation der Veränderlichen x^^y^, y^ in x^,y^, y.^,

sodass vermöge (22) eine Relation besteht:

(23) dy^ — y^dx^ = eidy^ — y(dx^.

Bildet man nun die Aufeinanderfolge der beiden Berührungstransfor-

mationen (15), i^2), so wird das Linienelement ix, y, y') in ein Element

(^1? Vii Vi) ^^^ schliesslich in ein Element (x2, y^, y^) übergeführt.

Die Coordinaten x^, y^, y^ des neuen Elementes drücken sich durch

die des Elementes (Xj y, y) aus durch Relationen, die aus (22) durch

Elimination von x-^, y^, yl vermöge (15) hervorgehen. Die neuen

Gleichungen stellen eine Transformation von x, y,
y' in x^, y^, y^ dar;

wir behaupten, dass dies auch eine Berührungstransformation ist. Be-

gi-ifflich leuchtet es ein. Analytisch folgt aus (20) und (23) sofort:

^Vi — y^dx^ = Q6(dy — y'dx).

Satz 5: Die Aufeinanderfolge zweier Berührungstransformationen ist

wieder eine Berührungstransformation.

Wie in § 2 ausgeführt wurde, sind die oo^ Integralgebilde einer

vorgelegten Differentialgleichung erster Ordnung in x, y

F(x, y, y') =
die Elementvereine, in die sich alle oo^ durch F=0 definierten Linien-

elemente anordnen.

Liegt nun eine Berührungstransformation

(15) x^ = X(x, y, y'), y^ = Y(x, y, y'), y^= P(x, y, y')

vor, und soll sie auf die gegebene Differentialgleichung ausgeführt

werden, so heisst dies, dass die neuen Veränderlichen x^, y^, y^ ver-
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möge (15) in F= eingeführt werden sollen, wodurch eine Differen-

tialgleichung erster Ordnung in x^, y^, «// hervorgeht:

-^i(^i;2/i;2/i') = 0-

Da bei der Berührungstransformation (15) jeder Elementverein in einen

Elementverein übergeht, da sie femer die oo^ durch F= definierten

Linienelemente in die durch Fj^ = definierten verwandelt, so folgt,

dass sie jedes Integralgebilde von i^= in eines von F^ = über-

führt. Also:

Satz 6: Führt man die Berührungstransformation

X, = X{x, y, y), y^ = Y{x, y, y'), y^' = P(x, y, y')

auf eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung in Xj y aus:

F{x,y,y')=0,

zvodurch die neue Differentialgleichung erster Ordnung in x^, y^ hervorgeht:

Fix„y^,y^') = 0,

so geht jedes Integralgebilde von jP= vermöge der Berührungstrans-

formation in ein Integralgebilde von F^ = über.

Beispiele hierzu haben wir schon in § 2 gegeben.

§ 4. Bestimmung aller Berührangstransformationen der Ebene.

Wir gehen nun dazu über, Methoden abzuleiten, um alle Be-

rührungstransformationen der Ebene wirklich aufstellen zu Jcönnen.

Eine Berührungstransformation führt nach ihrer Definition jeden

Elementverein in einen Elementverein über. Jeder Punkt (x, y) all-

gemeiner Lage also wird in einen Elementverein, d. h. in einen Punkt

oder in eine Curve, verwandelt. Wird er in einen Punkt (x^, y^) ver-

wandelt, so sind die Coordinaten des letzteren Functionen der Coor-

dinaten des ursprünglichen Punktes, d. h. die Transformation hat

die Form:

^1 = ^(^, y), Vi = Y(x, y), y;= P{x, y, y').

Aber in § 1 des ersten Kapitels, Satz 1, S. 13 haben wir erkannt,

dass jede derartige Transformation, welche eine Relation von der Form

dyi — yidx^ = Q(dy — y'dx)

zur Folge hat, eine erweiterte Punkttransformation ist. Jede Be- Erweiterte

rührungstransformation also, bei der die Punkte allgemeiner Lage in

Punkte übergehen, ist eine erweiterte Punkttransformation. —
Ist allgemein

(24) X, = X{x, y, y'), tj, = Y(x, y, y') , ij,' = P{x, y, yl)
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eine Berührungstransformatioii, so lassen sich aus ihren drei Gleichungen

Relationen frei von y' und y^ ableiten und zwar entweder eine oder

zwei. Sind es zwei, so sind sie, wie die Form von (24) zeigt, nach

x^, y^ auflösbar, x^, y^ sind dann Functionen von x, y allein. Es
liegt also der soeben besprochene Fall einer erweiterten Punkttrans-

formation vor.

Sehen wir von diesem schon erledigten Fall ab, so gelangen wir

'^rührgstr^.^ zu dcu eigentlichen Berührungstransformationen, das soll heissen, zu

denen, bei welchen ein Punkt allgemeiner Lage (x, y) in eine Curve

übergeht. Ist (24) eine eigentliche Berührungstransformation, so ziehen

also die Gleichungen (24) eine einzige von y' und y^^' freie Relation

nach sich

Gleichg. zw. .„ _.. m / \ n
X, y, x^

, 2/1 (25) ii (iC, «/, iCi ,
1/
J = 0.

allein.

Man kann nun erkennen, dass unsere Berührungstransformation

(24) durch Angabe dieser Gleichung (25) allein vollkommen definiert

ist. Denn alle oo^ Linienelemente {x, y, y') des Punktes {x= a, y= h)

gehen bei der Berührungstransformation inoo^ Linienelemente (x^, y^, y^)

über, deren Punktort nach (25) die Gleichung hat:

(26)
,

a{a,h,x„y,) = 0.

Da aber Elementverein in Elementverein übergeht, so gehen die Linien-

elemente des Punktes (a, &) in die einer Curve über, und dies ist die

Curve (26). Kennen wir daher die aus (24) abgeleitete Gleichung (25),

so kennen wir auch die Curve (26), in die ein beliebiger Punkt {a, V)

bei der Berührungstransformation übergeht. Aher damit ist die Be-

rührungstransformation seihst völlig hekannt. Denn wählen wir irgend

eine Curve c und fragen nach dem Elementverein, in den sie über-

geht, so construieren wir zu jedem Punkte p der Curve diejenige

Curve jpj, in die p übergeht. Die Umhüllende aller dieser Curven p^

muss der Elementverein q sein, in den die Curve c transformiert

wird. (Siehe Fig. 24.)

Annahme ^^^ wollcu nun zcigeu, dass, sobald eine beliebige Gleichung

^n'=o'^ zwischen x, y, oc^,yx''

(25) a{x,y,x„y,)=^0

vorgelegt ist, die so beschaffen ist, dass die Gleichung

Sl{a, b, x^, 2/i)
=

mit den Parametern a, h wirklich oo^ verschiedene Curven darstellt,

alsdann durch die Gleichung (25) stets eine solche Operation bestimmt
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wird, die jedem Elementverein der (xy) -'Ebene einen Elementverein

der (iCi 2/1)-Ebene zuordnet, und femer dass diese Operation eine Be-

rükrungstransfonnation ist.

Zunächst nämlich ordnen wir jedem Punkte (x = a, y = h)

eine Curve durch die Gleichung:

Sl(a,l),x„y,) =
zu. Ist nun c eine beliebige Curve der

(a;«/)-Ebene, so umhüllen die Curven p^,

die den Punkten p von c zugeordnet sind,

einen Elementverein q. So ist jeder

Curve c ein Verein q zugeordnet. (Siehe

Fig. 24.) Es erübrigt, zu zeigen, dass die so

bestimmte Zuordnung durch eine Berüh-

rungstransformation vermittelt wird.

Betrachten wir zu diesem Zweck zwei ^^^- ^*-

Curven c, h der (xy)-'Ebene, die sidi an

einer Stelle berühren. (Siehe Fig. 25.) Sie haben an dieser Stelle

zwei benachbarte Punkte p, p gemein. Die den Curven c, k zu-

geordneten Curven c^, k^ der (x-^yi)-

Ebene sind also die Umhüllenden

von je 00^ Curven, und diese beiden

Curvenscharen haben zwei unend-

lich benachbarte Curven _Pi und p^
gemein. Daher berühren q und \
einander im Schnittpunkt von p^^

und pj^.

Betrachten wir überhaupt alle

Curven Je der (a;i/) -Ebene, die c an

derselben Stelle berühren, also dort

mit c ein Linienelement l gemein Kg 25.

haben, so lehrt die soeben gegebene

Überlegung, dass die zugeordneten Curven Jc^ mit der Curve c^ sämt-

lich ein gewisses Linienelement l^ gemein haben. Unsere Operation

bestimmt somit eine Zuordnung der Linienelemente l der (xy)-Ebene

zu den Linienelementen Z^ der (x^y^) -Ebene. Dabei entsprechen allen

Linienelementen l einer Curve c alle Linienelemente l^ der zugeordneten

Curve q. Dass auch umgekehrt jedem Linienelement Z^ ein Element

l entspricht, liegt darin, dass die erhaltene Operation auch jeder Curve

c^ der (iCj 2/1)-Ebene eine Curve c der (xy)'Ebene zuordnet. Denn es

giebt ja 00* Curven p^ oder

Lie, Geometrie der Berühmngstransfonnationen I. 4 [10. ü. 1895.]
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ß(«, h, x^, y,) = 0,

die eine vorgelegte Curve q der (ic^^^)-Ebene berühren. Diesen oo^ Curven

Pj^ entsprechen aber in der (ic«/)-Ebene die Punkte p einer Curve c, die

samit die c^ zugeordnete Curve ist. (Siehe Fig. 24 auf voriger Seite.)

Unsere durch (25) definierte Operation ist also in der That eine

Berührungstransformation. Sie verwandelt jeden allgemein gewählten

Punkt p in eine Curve p^ und alle Curven durch p in Curven, die p^

berühren. (Fig. 26.) Ferner führt sie

jede allgemeine Curve in eine Curve über.

Nur die Curven
-^^^

ß(^, y, «; /3) =
gehen in Punkte über. Denn der all-

gemeine Punkt p oder {a, b) einer solchen

^^^- ^^- Curve, für den also

Sl(a, h, cc, ß) =
ist, geht über in eine Curve p^:

Alle diese Curven p^ aber gehen durch den Punkt (a, ß), da die letzte

Gleichung durch x^^ = a, yi = ß befriedigt wird. Das Umhüllungs-

gebilde ist mithin der PunM (a, ß).

Dass wir oben ausdrücklich voraussetzten, dass die Gleichung

Sl{a, h, Xi, y^ =
oo^ verschiedene Curven darstellen soll, hat seinen Grund darin, dass

dies bei einer Berührungstransformation stets der Fall sein muss.

Denn da alle Punkte (x, y) der Ebene alle cx>^ Linienelemente in oo^

Vereine verteilen, so müssen auch die transformierten Elementvereine

alle oo-^ Elemente umfassen, also auch oo^ verschiedene Curven vor-

stellen.

Mit den vorhergehenden Überlegungen ist zunächst auf syntheti-

schem Wege der Satz bewiesen worden:

Ergebnis. Satz 7*. Jede JBerührungstransformation in x, y, y', die nicht bloss

eine erweiterte Punhttransformation ist, ordnet den oo^ Punkten (x, y)

der Ebene oo^ verschiedene Curven zu, die durch eine Gleichung von

der Form
Sl(x, y, x^, 2/1) =

in den laufenden Coordinaten ic^, y^ definiert werden. UmgeJcehrt definiert

jede solche Gleichung
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£l{x, y, x^, y,) = 0,

die oü^ verschiedene Curven in x^, y^ darstellt, sobald x, y als Parameter

hetrachtet werden, eine bestimmte BerüJirungstransformation in der vor-

hergehenden Weise.

Wir bemerkten vorhin, dass den Curven

(27) Sl{x, y, a, ß) =
in X, y die nd^ Punkte {x^ = a, y^ = ß) entsprechen. Also muss (27)

auch oo^ verschiedene Curven darstellen. Daher:

Satz 8: Ordnet die Gleichung

a{x, y, x^, y^) =
den oo^ PunMen (x, y) oo^ von einander verschiedene Curven in x^, y^

m, so ordnet sie auch den oo^ Punkten {x.^, y^ od^ von einander ver-

schiedene Curven in x, y zu.

Wir wollen auch auf rein analytischem Wege alle Berührungs- Anai. Be-
.

" Stimmung
transformationen der Ebene bestimmen. aiier Be-

Wenn die Gleichungen

(24) x^ = X{x, y, y), y^ = Y{x, y, y'), yl= P(x, y, y')

eine Berührungstransformation darstellen, so liefert die Elimination

von y' und y^ aus ihnen entweder eine oder zwei Relationen zwischen

x, y, Xy, y^. Ergeben sich zwei Relationen, so müssen sie notwendig

nach x^ und y^ auflösbar sein, also x^^ und y^ als Functionen von x, y
ergeben, anders ausgedrückt: Die beiden ersten Gleichungen (24) sind

frei von y'. Alsdann aber muss die Berührungstransformation, wie

wir wissen, eine erweiterte Punkttransformation sein.

Es bleibt somit der Fall der eigentlichen Berührungstransforma-

tionen übrig, in dem die Elimination von y' und i/i' aus (24) nur eine Gleichung

Belation zwischen x, y, x^, y^ liefert:

(25) Sl{x, y, x^, yj == 0.

Zwischen den Incrementen dx, dy, dx^, dy^ besteht in diesem

Falle nur die eine Relation

(28) Sl^dx 4- Slydy + Sl^^dx^ + ^y,dy^ = 0.

Die Gleichungen (24) stellen nun nach Satz 4 des § 3 (S. 45) dann

und nur dann eine Berührungstransformation dar, wenn zwischen diesen

Incrementen infolge von (24) eine Relation besteht von der Form

(29) dy^ — y^dx^ = 9{dy — y' dx)

,



ß
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nach X, tj, y' ebensowohl wie nach x^, y^, y^ auflösbar sind, so liefert

die Auflösung nach x^, y^, y^ eine Berührungstransformation. In dieser

Weise erhält man alle Berührungstransformationen der Ebene, die nicht

bloss erweiterte PunJcttransformationen sind.

Wir untersuchen nun, welche analytische Kriterien die Grleichung ^.^^'^^"«^''s

iß = erfüllen muss, damit Sl = wirklich eine Berührungstrans-

formation bestimmt. Einerseits zeigte die begriffliche Betrachtung, dass

es notwendig ist und hinreicht, dass Si = gerade oo^ von einander

verschiedene Curven in x^, y^ darstellt, sobald x, y als Parameter auf-

gefasst werden. Andererseits zeigt die analytische Entwickelung, dass

es notwendig ist und hinreicht, dass die drei Gleichungen (32) sowohl

nach X, y,
y' wie nach x^, y^, y^ auflösbar sind.

Indem wir für beide Forderungen analytische Kriterien suchen,

werden wir beide Male zu demselben Ergebnis gelangen, wie von vorn-

herein klar ist,

Fragen wir uns zuerst, wann die drei Gleichungen (32) sowohl

nach X, y,
y' wie nach x^, y^, y^ auflösbar sind. Die zweite Gleichung

(32) bestimmt y\ sobald nicht Sly infolge von ü = verschwindet.

Die erste und dritte sind nach x, y auflösbar oder, was auf dasselbe

hinauskommt, die drei Gleichungen

(33) ß = 0, _^;+Aii., = 0, 1 + Aß,, =
sind nach X, x, y auflösbar, sobald ihre Functionaldeterminante hin-

sichtlich A, X, y, nämlich
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weder Sly noch Sl,j^ noch ^ infolge von Sl = verschwindet. Wäre

£ly = infolge von Sl = 0, so wäre offenbar auch zl = 0, ebenso

wenn ß^^ = wäre infolge von ß = 0. Es verbleibt daher nur die

Bedingung, dass zi nicht infolge von ü = verschwinden darf.

Da die Gleichungen (32) und ebenso ^ in x, y,
y' und x\, y^, y^

ganz symmetrisch gebaut sind, so ergiebt sich dieselbe Bedingung für

die Auflösbarkeit von (32) nach x^, y^, y^.

Theorem 1: Jede Berührungstransformation der Ehene, die

nicht bloss die Erweiterung einer PunJcttransformation ist,

wird bestimmt dureh ein Gleichungensystem von der Form

Sl{x,y,x„y,) = Q, -^ + 2/ g- = 0, ^ + ^i -^ = 0.

Die Gleichung Sl = ist dabei nur der einen Bedingung unter-

worfen, dass die Determinante

^ dSl cSl

dx cy

dxi dxdx^ cydxi

dSl c^a dHl_

diji cxdy^ ^ycVt

nicht infolge von ß == verschwinden darf*).

Zweite Ab- Zu derselben Bedingung z/ =^ müssen wir, wie schon bemerkt, notwendig

dingg. fabgeführt werden, wenn wir verlangen, dass die Gleichung

^= "-
(25)

'

Sl{x,y,x,,y,) =
oo* verschiedene Curven in ajj, y^ darstelle, sobald x,y Parameter sind. Dies

wollen wir jetzt verificieren. Soll die Gleichung (25) oo^ verschiedene Curven in

fljj , t/j darstellen, so ist dazu notwendig und hinreichend, dass kein dem Wert-

system x, y unendlich benachbartes Wertsystem x -\- dx, y -\- dy vorhanden ist

derart, dass die Curve (25) mit der Curve

Sl{x^ dx, y -\- dy, x^,y^) = 0,

beide geschrieben in x^, y^, übereinstimmt. Es müssen also die beiden Glei-

chungen
^(.i^, y, ^1 , 2/i)

= 0, Sl^dx + Slydy =

in Xi , 2/i
von einander verschieden sein für jeden Wert des Verhältnisses -— •

Oder: Es darf keine von iCj
, j/i

unabhängige Grössen w, X geben derart, dass die

beiden Gleichungen

(34) Sl{x,y,x„y,)==0, m^-fxa^ =
übereinstimmen. Nach bekannter Regel ist das Kriterium hierfür dieses: Es darf

die Functionaldeterminante von (34) hinsichtlich x^, y^, also

*) Sophus Lie, Verhandlungen der Ges. d. W. zu Christiania 1870— 1873,

Archiv for Math, og Naturvidenskab, Bd. I, Christiania 1876; Math. Annalen
Bd. V, Vm und XI, S. 547.
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erfüllen. Demgemäss ist eine Transformation von r, q), (p' in r^, (fi, (Pi

eine Berührungstransformation der Ebene, wenn vermöge ihrer eine

Relation von der Form

dg)j^ — 9^1' ^**i = Q(dq) — tp' dr)

besteht, in der q nur von r, g), tp' abhängt.

Hieraus erhellt, dass die vorherigen Betrachtungen sämtlich richtig

bleiben, wenn man statt x, y,
y' die Grössen r, (p, 95' und statt ic^, y^, y^

die Grössen r^,q)^y q)^ setzt.

Dasselbe gilt, wie nicht weiter ausgeführt zu werden braucht,

welches System von Punktcoordinaten auch angewendet werden mag.

§ 5. Beispiele von Berührungstransformationen.

Schon im ersten Kapitel gaben wir eine Reihe von Beispielen

von Berührungstransformationen. Wir wollen hier diese Transfor-

mationen mit Hülfe der im vorigen Paragraphen entwickelten Theorie

nochmals ableiten und weitere Beispiele bringen.

I.Beispiel. 1. Beispiel: Wählen wir die Gleichung 5i = in der Form

Sl= xx^-\-y + y^^O,

so liefert unser Theorem 1 ausser dieser die beiden Gleichungen:

a^i + 2/'==0, a? + 2// = 0,

sodass sich ergiebt:

(35) x^ = — y', 2/1 = ^y' — y, yi = — ^•

Die Determinante z/ ist hier also nicht Null. Die Gleichungen (35)

ric Polaren
«teilen die Transformation durch reäproTce Polaren in bezug auf die

Parabel

x^-\-2y =
dar. (Vgl. § 3 d. 1. Kap., S. 24, Formeln (20).)

Die Annahme:
Sl= xXi-{-yy^-}-l =

führt entsprechend zur Transformation durch reciproke Polaren hin-

sichtlich des imaginären Kreises:

x^-\-y'-{-l=0.

(Vgl. ebenda, Formeln (18').)

Wir fügen hier hinzu: Legen wir als Gleichung ß = eine in

X, y wie in x^^, y^ lineare Gleichung zu Grunde:

(36) Sl= (%ic + \y + Ci) x^ + {a^x + \y + c^) y^

+ {a^x + \y -\- Cg) = 0,
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SO liefert unser Theorem 1 ausserdem die beiden Gleichungen:

%^i + «^2^1 + «3 + (^^1 + hVi + h) y =^y
a^x + \y + Ci + {a^x + \y + c^) yl = 0.

Auflösung nach x^, y^, y^ liefert, sobald man die Unterdeterminanten

der Determinante

hinsichtlich «,-, &,-, c,- mit At, Bi^ d bezeichnet:

Ä^ y' — Bi + Ci {y — xy')

(37)

^^ — Ä,y' -B, + C,{y-xy;)'

„ _ Ay' — A + GtJy — xy')

y^ — A,y' - B, + C,{y - xy'y

,_ a^x-]- \y + c^

y.

Hier ist die Determinante:

«2^? + ^22/ + ^2

Sie reduciert sich infolge von (36) auf die Determinante

Es ist demnach vorauszusetzen:

2?4:%^2^8 4=^-

Unter dieser Voraussetzung ist (37) eine Berührungstransformation,

Wie (36) lehrt, ordnet sie jedem Punkt eine Gerade und jeder Geraden

einen Punkt zu. Sie ist eben die allgemeine Dualität^). Inbesondere Duaut&t.

kann sie si^h auf die Transformation durch reciproke Polaren vermöge

eines Kegelschnittes reducieren. Dies tritt, wie sich leicht beweisen

lässt, dann ein, wenn die Gleichung (36) symmetrisch in den Ver-

änderlichenpaaren x, y und x-^, «/i
'^^^j ^^^ zwar lässt sich dann

*) Im Jahre 1822 hatte Poncelet in dem Werke Traue des propr. proj. die

Theorie der reciproken Polaren entwickelt. Ausführlicher stellte er sie in dem oben
(S. 27) genannten Memoire dar. Alsdann deutete Gergonne in den Annales de
Mathem., Bd. 16, 1825— 26, S. 209, das allgemeine Princip der Dualität an. Dass der

Übergang von der Transformation durch reciproke Polaren zur allgemeinen Dualität

immerhin ein gewisser Fortschritt war, gab Poncelet nie zu. Allerdings waren
Gergonne's Entwickelungen , wie Poncelet mit vollem Recht hervorhob, vag
und nicht frei von wesentlichen Fehlem. Eine richtige Würdigung beider Trans-

formationen findet sich alsdann bei Möbius in seinem barycentrisehen Calcul (1827)

und später bei Plücker.
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die Gleichung des zu Grunde liegenden Kegelsclinitts auf die Form

bringen:

\

= 0.
A
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zweier Dilatationen stets einer Dilatation äquivalent ist. Wir drücken

dies dadurch aus, dass wir sagen: Alle Bilataüon&n bilden eine Gruppe, Eingi.
'

-r» 7 . . Gruppe T.

wid swar eine Gruppe mit einem Parameter, also — wie wir sagen DUatat.

wollen — eine eingliedrige Gruppe von Berührungstransformationen.

Wir werden im 6. Beispiele durch eine besondere Fragestellung

abermals auf die Dilatationen gefürt werden.

Nunmehr wollen wir besondere Kategorien von Berührungstrans-

formationen aufstellen, die dadurch definiert sind, dass sie mit gewissen

einfachen Punkttransformationen vertauschhar sein sollen. Sind S und T vertausch-
barkt. von

zwei Transformationen, so sagen wir, dass sie vertauschbar sind, wenn Trf.

die Aufeinanderfolge ST dasselbe giebt wie die Aufeinanderfolge TS,

symbolisch ausgedrückt, wenn

ST=TS
ist.

Es seien S, T zwei vertauschbare Berührungstransformationen und

zwar T eine erweiterte Punkttransformation. Wenn der Punkt p ver-

möge T in den Punkt p^ übergeht, so di-ücken wir dies durch die

symbolische Gleichung aus:

^P)T={p,).

Entsprechend, wenn S den Punkt p in die Curve h überführt, so

schreiben wir:

{p)S={h).
Nun soll

{p)TS = {p)ST
sein, d, h.

{p,)S=Qc)T

Weiss man also, dass der Punkt p vermöge S in die Curve h über-

geht, und verwandelt T den Punkt p in den

Punkt
|:>i,

so geht letzterer vermöge S in die Curve

über, die aus der Curve h durch T hervorgeht.

3. Beispiel: Gesucht wird die allgemeinste

BerUhrungstransformation, die mit allen Trans- ^"^ "
1

lationen vertauschbar ist.
^ ~

'

Ist S eine mit allen Translationen T ver-

tauschbare Berührungstransformation und führt

S einen bestimmten Punkt jp in die Curve h j>°

über, so wissen wir auch, in welche Curven Fig. 27.

alle anderen Punkte bei S übergehen. Denn
es giebt ja stets eine Translation, die p nach einer beliebigen Stelle p^ führt.

Nach dem Vorhergehenden wird S den Punkt p^ in die Curve \ über-

führen, die aus li durch eben diese Translation hervorgeht. (Vgl. Fig. 27.)

3. Beispiel.

I'c9
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Mithin gehen alle Punkte (x, y) bei S in congruente und gleichgestellte

Curven h über. Die Gleichung ü = hat infolgedessen hier die be-

sondere Form:

(40) ^{x -x„y- y,) = 0.

Theorem 1 liefert

dSt dsi. , ^ ^
d{x — x^)

~^
d iy — yi)

^^ ~~
'

d{x — Xy) ^ diy — y^)

also
2/i'
= y'- Also wird jedes Element parallel mit sich verschoben.

Durch Auflösung ergiebt sich etwa:

x — x^ = (p{y'), y— y, = t(y),

sodass die gesuchte Berührungstransformation die Form hat:

^i = ^ — <p(yl, yi = y — t(y'), yi=y'-

Umgekehrt stellen drei solche Gleichungen eine Berührungstransfor-

mation dar, wenn sie eine Bedingung von der Form

dy^ — yi dx^ = Q(dy — y' dx)

erfüllen, die hier so lautet:

dy — y'dx — {il)' — ij'(p')dtj' = Q{dy — y'dx)y

d. h. es muss (> ^ 1 und

sein. Diese Relation wird in allgemeinster Weise durch die Annahme

d(o(y')
,

. ,-. , dca(y')

<P = --^, i^ = a>(y)-y -^
erfüllt. Also folgt:

Satz 11: Bie allgemeinste mit allen Translationen vertaiiscJibare

Berührungstransformation der Ebene hat die Form:

^i = ^ + -^^ yi = y — ^(y) + y -^^ y^ =y,

in der G)(y') eine beliebige Function von y' vorstellt*).

4. Beispiel. 4. Beispiel: Gesucht wird die allgemeinste Berührungstransformatiaii,

die mit allen Translationen längs der y-Axe vertauschbar ist.

Geht bei der gesuchten Transformation S der Punkt p in die

Curve h über, so geht jeder Punkt p^, der durch Translation längs

der y-Axe aus p hervorgeht, vermöge S in die Curve \ über, die

*) Beiläufig bemerken wir, dass der Inbegriff aller Berührungstransformationen,
die mit allen Translationen vertauschbar sind, die Gruppeneigenschaft besitzt. Alle

diese Transformationen bilden nach unsrer Terminologie eine imendlicJie Gruppe.
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durch ebendiese Translation aus h hervorgeht. Mithin gehen alle

Punkte einer zur y-Axe parallelen Geraden bei S in congniente und

gleichgestellte Curven über, d. h. ü = hat die Form:

(41) Sl{x, x^, y — y;) = 0.

Hieraus leitet man nach Theorem 1 die gesuchte Berühningstrans-

formation ab.

5. Beispiel: Gesucht wird die allgemeinste Berührungstransformation, 5. BeiBpiei.

die mit allen Botationen um den Anfangspunkt vertauschbar ist.

Wir legen hierbei Polarcoordinaten r, cp zu Grunde, indem wir

auf die Schlussbemerkungen des vorigen Paragraphen verweisen. Geht

der Punkt p bei der gesuchten Berührungstransformation in die Curve

Je über, so gehen diese Gebilde durch Rotation um den Anfangs-

punkt in Punkte p^ und Curven \ über derai-t, dass die gesuchte

Berührungstransformation die p^^ in die \ verwandelt. Also hat ü =
hier die Form:

(42) il(r, r„ g> - <p,) = 0.

Setzt man x, x^, y, y^ statt r, r^, cp, (p^, so kommt die Gleichung

(41) des vorigen Paragraphen. Der innere Grund hierfür liegt darin,

dass die Rotationen um den Anfangspunkt in Polarcoordinaten:

r^ = r, 9'i
= 9^ + Const.

dieselben Gleichungsformen wie die Translationen längs der «/-Axe in

Cartesischen Coordinaten:

x^ = x, y^-=y-\- Const.
haben.

6. Beispiel: Gesucht wird die allgemeinste Berührungstransformation, g. Beispiel.

die mit allen Botationen um den Anfangspunkt und mit allen Translationen

vertauschbar ist. Sie wird mit allen Bewegungen der Ebene überhaupt

vertauschbar sein, da sich jede solche aus einer Rotation um den

Anfangspunkt und einer Translation zusammensetzen lässt. Die Gleichung

£1 = muss in Cartesischen Coordinaten die Form (40) und in Polar-

coordinaten die Form (42) haben. Nun hat die Gleichung

Si(x — Xy, y~y^) =
in Polarcoordinaten die Form (42) nur dann, wenn sie x — x^ und

y — y^ in der Verbindung

{x — x^)^ -\-{y — y^f

enthält, sodass die Gleichung ß = in der Form angenommen werden

kann:

Sl= {x- x,f + {y- y,y -n' = 0.

Diese Gleichung aber trat schon im 2. Beispiel auf. Also folgt:
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Dilatation. Satz 12: Die einzigen mit allen Bewegungen der Ebene vertausch-

haren Berührungstransformationen sind die Dilatationen.

7. Beispiel. 7. Beispiel i Gesucht wird die allgemeinste Berührungstransformation,

die mit allen Botationen um den AnfangspunM und mit allen Streckungen

vom Anfangspunkt aus vertauschhar ist.

Unter Streckung vom Anfangspunkt aus ist die Ahnliclikeits-

transformation

Xj^ = n X, y^ = n • y

zu verstellen. Die Gleichung Sl = der gesuchten Berührungstrans-

formation muss zunächst nach dem Ergebnis des 5. Beispiels in Polar-

coordinaten die Form (42) haben:

Sl(r, r^, (p — (p;)^ 0.

Sie muss nun ungeändert bleiben, wenn die Punkte (r, (p) und (r^, cp^)

gleichzeitig der Streckung vom Anfang aus unterworfen, d. h. r und r^

mit demselben Factor multipliciert werden. Sie hat deshalb die Form:

^(^-;., <p-g>,) = 0.

Setzen wir

\gr=Q, \gr^ = Q„

so nimmt sie, geschrieben in den neuen Coordinaten q, cp, die Form an:

F(q — Qi,tp — cpi) = 0.

Vergleich mit der Gleichung (40) des 3. Beispiels zeigt, dass wir den

damaligen Satz 11 unmittelbar übertragen können.

Jetzt sind 9, (p und die Grösse -~^, die wir mit qp bezeichnen

wollen, die Linienelements-Coordinaten, die an die Stelle von x, y,
y'

treten. Wir finden daher als die Form der gesuchten Berührungs-

transformation diese:

9i = Q-\---i~-^ 9^1 = 9 — 0(9^) +9^-^^; 9^1 = 9'.

Wir führen nun wieder Polarcoordinaten ein, indem wir setzen:

r == eC, r^ = e?'.

l(p dcp 1 cp , 9j

sodass sich ergiebt:

^ dr dQ r ,< 7 f1
^^

(43)

du)(rq)')

r^ = re <^^^'p">
,

cp, = (p — co{r(p)-}-r<p -^^^r^,
dw{r(p')

(pj^= (p' e~^^'^
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Es wird vorzuziehen sein, als dritte Coordinate des Linien-

elements (r, q), (p') statt g?' den

Winkel % zu benutzen, den das

Element mit dem Radiusvector r

bildet. (Vgl. Fig. 28.) Es ist

tg ^ = »" :^ = »'9

;

also das obige ^, und analog

tgTi=»'i95/.

Fig. 28.Eliminieren wir hiemach 9?' und

tpl durch Einführung von r und %^

aus (43), so lauten die Gleichungen der Transformation:

(44)

dw(tg«)

,, N ,' , <Za)(tg t)

dtgt

iT, T.

Satz 13: Die allgemeinste JBeriihrwngstransformation, die mit allen

Rotationen um den Anfangspunkt und allen Streckungen vom Anfangs-

punkt aus vertauscJibar ist, hat die Gestalt:

da) {tg t)

f — Ye '^ *^ ^ '

/j. \ 1 i.
rfß)(tgr)

9^1 = 9P - «(tg V + tg t: -^t^^T'

W/'eww r, qp Polarcoordinaten sind und t den Winkel des Linienelements

(r, <p, t) mit dem Badiusvector r bezeichnet.

Setzen wir z. B. in (44) für cj die Function:

cj = tg T lg sinr — T + |,

die ja eine Function von tg t ist, so ergiebt sich, da dann

ist:

(45) r. = r sm r,

da) ,

-^-r— = lg sm r
d tgt o

9^1 = 9' + ^ —
2 '

Dies aber ist die Fusspunkt- Transformation mit dem Anfangspunkt ^nsspunut-

als Fol. Denn man erhält das Element (r^, 9?^, rj aus dem Element
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(r, (p,r), wenn man von auf die Gerade des letzteren das Lot fällt

(vgl. Fig. 29) und im Fusspunkt das neue Element so anbringt, dass

es mit dem Radiusvector den Winkel x

bildet. Man vergleiche hierzu die in Fig. 9,

S. 17, gegebene Construction.

Es ist klar, dass auch alle Wieder-

holungen FF= F^, FFF= F^ u. s. w.

der Fusspunkt -Transformation F, die

durch (45) dargestellt wird, mit allen

Rotationen um und Streckungen von

aus vertauschbar sind. Mithin müssen

die Formeln (44) bei passender Wahl
der Function co (tg r) diese Wieder-

holungen der Fusspunkt-Transformation

F darstellen.

Führen wir nach (45) nochmals diese

Fusspunkt-Transformation aus, so geht das Linienelement (r^, cp^, t^)

hervor, für welches

also nach (45)

r.^ = r sin^ t, g)^
== cp -\- 2 t — Jt, Tg == r

ist. Dies ist daher F^. Nochmalige Wiederholung von F giebt F^:

3

Fig. 29.

r sm" r,

u, s. w.

(46)

9^3 = 9? + 3r —
2

Endlich i^" wird dargestellt durch

rn==r sm" t, (p^ = cp -\- m — ^

jr. to = t

In der That geht diese Transformation aus (44) hervor bei der be-

sonderen Annahme:

(47) o {tgtlgsintr — r + 1)

d. h. wenn man für cj das M-fache der Function setzt, die zu wählen

ist, wenn sie die Fusspunkt-Transformation F selbst geben soll.

Besonders interessant ist es nun, zu sehen, dass die Gleichungen

(46) auch dann eine Berührungstransformation der Elemente (r, (p, t)

in die Elemente (r„, q)n,t„) darstellen, wenn n nicht gerade eine ganze

positive Zahl, sondern eine beliebige Constante ist. Denn die Gleichungen

(44) stellen ja stets eine Berührungstransformation dar, also auch bei

der Annahme (47), wodurch eben (46) hervorgeht. So giebt die An-
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nähme n= — 1 die zur Fusspunkttransformation F inverse Berüliruiigs-

transformation F~^:

Es liegt also eine continuierliche Schar von oo^ Berührungstrans-

formationen (46) vor, die insbesondere die Fusspunkttransformation,

ihre inverse und die Wiederholungen dieser beiden enthält. Die Schar

hat die Gruppeneigenschaft: In der That, wenn wir nach der Trans-

formation (46) diejenige ausführen, in der statt n eine Grösse m
steht, so ergiebt sich als der Aufeinanderfolge beider äquivalent die-

jenige, bei der statt n die Grösse n -\- m steht. Die Aufeinanderfolge

zweier Transformationen der Schar (46) ist also stets wieder einer Trans-

formation der Schar äquivalent. Die Gleichungen (46) stellen, wie wir

sagen, eine eingliedrige Gruppe von Berührungstransformationen dar.

8. Beispiel: Die Transformation durch reciproke Polaren ist einer Ver- Polaren

allgemeinerung fähig, die sich ergiebt, wenn man statt des Kegelschnittes eine ^"^cnryl)*

algebraische Curve höherer Ordnung zugrunde legt. Wir erinnern zu dem Zweck

an einige Betrachtungen der analytischen Geometrie der ebenen Curven:

Nehmen wir an, gegeben sei eine Curve k von w*^' Ordnung und es sei

(p(x, y, z) =
ihre Gleichung geschrieben in den homogenen Punktcoordinaten x, y, z. Ver-

stehen wir unter JJf die Operation

^ ex ''^ oy oz

ausgeführt auf eine Function f von ic, j/, 2;, so ist

eine in x,y,z vom (w — l)*^"*, in x^^y^^ z^ vom ersten Grade homogene Gleichung.

Werden aJi,2/i)^i gegeben, so stellt Uq) = eine Curve (n — 1)*^"^ Ordnung,

geschrieben in x,y, z, dar, die sogenannte erste Polare des Punktes (x^, 2/1 > •^1)

hinsichtlich der gegebenen Curve k. Die Gleichung

UiUcp) = 0,

oder symbolisch kürzer

geschrieben, ist in x, y, z homogen von (n — 2)*^*", in x^,y^, z^ homogen von
zweiter Ordnung. Bei gegebenen x^, y^, % stellt sie die zweite Polarcurve des

Punktes (x^, y^, z^) hinsichtlich der gegebenen Curve k dar. Allgemein ist

f7'"gj =
eine xa x^y, z vom (w— m)'®", in x^,y^, z^ vom w*®" Grade homogene Gleichung.

Bei gegebenem Punkte {x^
, yi, z^) stellt sie eine Curve {n — m)*«'' Ordnung in

x,y, z, die w*^ Polarcurve des Punktes (x^ , i/i 1 ^1) hinsichtlich k, dar.

Man kann nun eine dieser Gleichungen als Gleichung ,0= einer Berührungs-

transformation benutzen, nachdem man in sie etwa vorher nicht -homogene Punkt-

coordinaten eingeführt hat, imi Theorem 1 anwenden zu können. Wir wollen

L i e , Geometrie der Berührunggtransformationen ^. 5 [23. n. 1895.]



QQ Kap. 2. Definition und Bestimmung der Berührungstransformationen der Ebene.

hier die homogene Schreibweise beibehalten, da wir nur einige Eigenschaften der

betreffenden Berührungstransfonnation besprechen. Benutzen wir die Gleichung

Ucp = 0,

die in x, y, z vom (w — 1)*''", in x^, y^, z^ vom ersten Grade ist. Wir bemerken,
dass sie bei gegebenen x, y, z auch die {n — 1)*^ Polare des Punktes {x, y, z)

darstellt, geschrieben in den laufenden Coordinaten x^^y^^ z^. Diese {n— 1)*^ Polare

ist von erster Ordnung, also eine gerade Linie. Wenn nun Ucp = als Gleichung

Sl = benutzt wird, so erkennen wir: Die dadurch definierte Berührungstrans-

formation ordnet jedem Punkte {x, t/, z) eine Gerade, nämlich seine {n— 1)*« Polare

hinsichtlich 7c, zu. Dabei wird jeder ersten Polarcurve ein Punkt, nämlich ihr Pol,

zugeordnet.

Gehen wir allgemein von

C7"> =0
aus. Diese Gleichung stellt bei festen x, y, z die {n — m)'« Polare des Punktes
{x,y,z), bei festen a?i , 2/i i •s'i die w*** Polare des Punktes (x^,yi,Zj^) dar. Sie

definiert mithin eine Berührungstransformation, hei der jeder Ptmkt in seine

(n — m)"* Polarcurve und jede m*® Polarcurve in einen Punkt, ihren Pol, ver-

ivandelt wird.

Beruiirgstrf. Wir wollen noch ganz kurz auf eine Erzeugungsart von Berührungstrans-
erzeugt aus foj-mationen aus Scharen von Punkttransformationen*), die allerdings Interesse« 1 Pkttrf '

' darbietet, aber in diesem Werke nicht gebraucht wird, aufmerksam machen.

Es liege eine Schar von oo^ Punkttransformationen vor:

(48) Xi==tp{x,y,a), yi =tp{x,y, a),

in deren Gleichungen also a die Rolle eines Parameters spielt. Wir wollen die

zum Parameterwert a gehörige Punkttransformation mit T^ bezeichnen. Wenn
man nun auf ein und denselben Punkt (x, y) alle Punkttransformationen T^ aus-

übt, so geht er in oo^ durch (48) definierte Punkte {x^, y^) über. Die von ihnen

gebildete Curve wird dargestellt durch die Gleichung, die aus (48) durch Elimi-

nation von a folgt. Es sei dies die Gleichung

(49) Sl{x,y,x^,y,)^0.

Erfüllt diese Gleichung (49) die in Theorem 1 ausgesprochene Bedingung, so

definiert sie eine Berührungstransformation. Bei dieser Berührungstransformation

geht also jeder Punkt {x, y) in die Curve Cj der Punkte über, in die er durch

alle oo^ Punkttransformationen T^ verwandelt wird. Liegt nun irgend eine Curve

k vor, so erhält man (vgl. S. 48) die Curve \ , in die sie übergeführt wird, als
' die Umhüllende der Curven Cj , in welche die Punkte von k verwandelt werden.

Man kann nun beweisen, dass diese Curve k^ auch die Umhüllende einer zweiten

Curvenschar ist: Führt man auf die Curve k nach und nach alle Punkttrans-

formationen T^ aus, so gelangt sie in oü^ verschiedene Lagen y^. Die Um-
hüllende dieser Curven y^ ist dann ebenfalls \.

Anweadg. Ein Beispiel hierzu liefert die Theorie der Bollcwrven: Liegen nämlich zwei

*ourvMi einander berührende als starr gedachte Curven r und s vor, und rollt man r

*) Die Ableitung von Berührungstransformationen aus CX)* Punkttransfor-

mationen wurde gelegentlich von Bäcklund angedeutet. Engel hat sie in seiner

Dissertation {Zur Theorie der Berührungstransformationen, Math. Ann. Bd. 27, S. 1,

1883) eingehend dargestellt. Man kann die im Text gegebene Entwickelung ins-

besondere für die Theorie der Zahnräder verwerten. Klein setzte die Construction

der Zahnräder mit Berührungstransformationen in Verbindung.
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auf s ab, so kommt r nach einander in verschiedene Lagen und jeder mit r starr

verbundene Punkt p ebenfalls. Die mit r starr verbunden gedachten Punkte p
der Ebene sind also gewissen oo^ Punkttransformationen T^ unterworfen, die hier

Bewegungen sind. Bei allen T^ beschreibt ein Punkt p eine Curve, seine RoU-

curve Ci, Indem man jedem Punkt p seine Rollcurve c^ zuordnet, erhält man
eine Berührungstransformation. Wählen wir irgend eine mit r starr verbundene

Curve k, so erhält man die Curve l\, in die sie durch die Berührungstransfor-

mation übergeht, auf zweierlei Weise: Einmal ist sie die Umhüllende der Roll-

curven Cj der Punkte p von k. Andererseits ist sie die Umhüllende aller Lagen

y , in welche die Curve k beim Abrollen successive übergeht.

Fig. 30.

Dies erläutert Fig. 30,5in der s eine Gerade, r ein auf ihr abrollender Kreis

ist. Die Rollcurven Cj der Punkte p sind dann Cykloiden. Als mit r starr ver-

bundene Curve k ist ein Kreis gewählt. Die von den Punkten p von k ausgehenden

Cykloiden q haben dieselbe Umhüllende k\ wie die Kreise y^, in die der Kreis k

successive übergeht.

Kapitel 3.

Definition der Berülirttugstransformatioiien durch

Differentialgleichungen.

Die Methode, die wir im vorigen Kapitel zur Aufstellung aller

Berührungstransformationen entwickelt haben, verlangt nur die Aus-

führung von Differentiationen und Eliminationen, also das, was wir

ausführbare Operationen nennen. Diese Methode gestattete uns^ unter

Anderem eine Anzahl Kategorien von Berührungstransformationen mit

gewissen besonderen Eigenschaften ohne Mühe aufzustellen.

Es giebt nun aber noch eine zweite Methode zur Auffindung

aller Berührungstransformationen, die allerdings die Integration von

Differentialgleichungen verlangt. Wenn auch diese neue Methode des-

halb einen weniger elementaren Charakter hat, so ist sie doch äusserst

wichtig, ja invariantentheoretisch sogar wichtiger als die frühere.

Die neue Methode beruht darauf, dass die Functionen, X, Y, P
in den Gleichungen einer Berührungstransformation

5*
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x^ = X{x, y, y'), y^ = Y{x, y, y'), y^ = P{x, y, y')

durch gewisse Differentialrelationen verknüpft sind, die notwendige und

hinreichende Kriterien für die Berührungstransformation ergeben. Diese

Relationen lehren, dass man z. B. die Function X völlig willkürlich —
nur nicht constant — wählen darf, während dann Y eine beliebige von

X unabhängige Lösung einer gewissen linearen partiellen Differential-

gleichung ist. Die zugehörige Function P endlich ergiebt sich hinterher

ohne weiteres.

Die soeben genannte lineare partielle Differentialgleichung lässt

sich in durchsichtiger Weise deuten; sie sagt aus, dass die Functionen

X, Y dann und nur dann zu einer Berührungstransformation gehören,

wenn die Gleichungen X==Const., 1^= Const. intermediäre Integrale

einer gewöhnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung in x, y sind.

Hieraus ziehen wir weitere Schlüsse, besonders auch über die Aus-

führung von Berührungstransformationen auf Differentialgleichungen

zweiter Ordnung.

Endlich besprechen wir einige Entwickelungen , die von Lagrange
und Plücker herrühren, welche unter den Vorläufern der allgemeinen

Theorie der Berührungstransformationen der Ebene einen hervor-

ragenden Platz einnehmen.

§ 1. Relationen zwischen den Functionen X, Y, P.

Vorausgeschickt sei, dass wir von jetzt an häufig statt des Zeichens

y' das bequemere p, also entsprechend statt y^ auch ^^ benutzen

werden. —
Liegen nun drei Gleichungen von der Form

(1) X, = X{x, y, p), y^ = Y{x, y, p), p^ = P{x, y, p)

vor, so wissen wir, dass sie eine Transformation in den Veränderlichen

Xy y, p darstellen, wenn X, Y, P von einander unabhängig sind; wir

wissen ferner, dass diese Transformation eine Berührungstransformation

ist, sobald infolge von (1) eine Bedingung von der Form

(2) dY— PdX=Q-(dy — pdx)

besteht. Die Function q darf nicht identisch verschwinden, weil sonst

die Functionen X, Y, P nicht von einander unabhängig sind. (Vgl.

Satz 3, § 3 des vorigen Kapitels, S. 45.)

Die Bedingung (2) liefert die drei einzelnen:

Y,— X.P-J-PQ = 0,

(3) \Y,-XyP— Q =0,
Y^ — Xj.P =0.
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Dies sind drei in q, — P und 1 lineare homogene Gleichungen, deren

Determinante also NuU sein muss. Diese Determinante lautet:

r. X,
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Wir haben hiermit eine Bedingung, die zwei von einander unab-

hängige Functionen X, Y von x, y, p erfüllen müssen, damit zwei

Functionen P und q von x, y, p vorhanden sein können, für die

Bod^^ identisch die Gleichung (2) erfüllt ist. Wir werden nun sehen, dass

ist hin- diese Bedingung auch hinreichend für die Existenz dieser Functionen
reichend. _

° "
P und Q ist.

Wenn nämlich X, Y von einander unabhängig sind, so sind nicht

alle zweireihigen Unterdeterminanten der Determinante (4), die den

Wert [X F] ^ hat, ebenfalls identisch Null. Mithin reducieren sich

die drei Gleichungen (3), die ja (2) ersetzen, auf gerade zwei von ein-

ander unabhängige, die P und q eindeutig bestimmen. Sie geben für

P die beiden infolge von [XY^^O übereinstimmenden Werte:

T Y^ + p Y

p X ' -^ y

von denen sicher einer einen nicht identisch verschwindenden Nenner

hat, denn sonst wäre X entgegen der Voraussetzung eine Constante.

*Für Q ergeben sich die beiden ebenfalls infolge von [X Y] ^ über-

einstimmenden Werte:

/Q\ ^ 3^ y y X p y y p

Q ist von Null verschieden, denn wären beide Zähler Null, so wären

X, Y nicht unabhängig von einander.

Hiermit ist bewiesen:

Satz 1: Sind X, Y zwei von einander unabhängige Functionen von

^i V) P) ^ö *^^ ^*ö notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass

es zwei Functionen P und q von x, y, p giebt, die identisch die Relation

dY— PdX = Q • {dy — pdx)

erfüllen, gegeben durch die Gleichung:

X,{Y, +pYy)- Y,{X, + i>X.) = 0,

die mit Benutzung des Klammersymbols auch so geschrieben werden kann:

[XY] = 0.

Ist diese Bedingimg identisch erfüllt, so ergeben sich für P und q ein-

deutige Werte und zwar ist der Wert von q nicht identisch Null.

Beiationzw. Zwischeu den drei Functionen X, Y, P bestehen noch einige
X und p.

^,j(j]^^jgg Beziehungen. Um sie abzuleiten, differenzieren wir die erste

Gleichung (3) partiell nach p, die letzte Gleichung (3) partiell nach

X und subtrahieren sie von einander. Dann kommt:

(9) PpX;o — PxXp = Q -{-PQp'



§ 1. Relationen zwischen den Functionen X, Y, P. 71

Differenzieren wir die zweite Gleichung (3) partiell nach p, die dritte

partiell nach y^ so giebt ihre Subtraction von einander:

(10) PpX,-P,X, = -Q,.

Also ist nach (9) und (10):

(11) (PpX, - P^Xp) + P(P,X, - PyX,) = Q.

Diese Gleichung lässt sich mit Benutzung des oben eingeführten

Klammersymbols auch so schreiben:

(11') [PX] = Q.

Um eine dritte Relation aufzustellen, schreiben wir die Bedingung ^y*"°°^^-

(2), indem wir die Identität

dY— PdX= d{Y— PX)'+ XdP

verwerten, in der Form:

(12) d{Y—PX)-^XdP=Q{dy—pdx).

Diese Relation hat wieder die Form der Relation:

dY — PdX = q {dy — p dx).

Nur steht statt X, Y, P jetzt P, Y— PX, — X. Wie wir oben

fanden, dass [XY] = sein muss, so folgt daher auch hier:

[p, r— PX] = o.

Dies lässt sich so schreiben:

[P Y] - P[PX] — XIPP] = 0,

oder, da [PP] ^ ist, so:

(13) [PFJ — P[PX] = 0,

Hieraus folgt nach (11') die Relation:

(14) [pr]-Pp = o,

oder:

(14') [PY] = qP

Es hat sich also ergeben:

Satz 2: Sind X, Y von einander unabhängige Functionen von

x,y,p und sind P, q solche Functionen von x,y,p, für die

dY— PdX^ Q(dy — pdx)
ist, so ist

[XT\ = 0, [PX] = Qä=0, [PY] = qP
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Die drei erhaltenen Relationen

(15) [Xri = 0, [PX] = Qi=0, [PY] = qP

wird man nun naturgemäss zerlegen in die beiden:

(16) [Xr] = 0, [PT] — P[PX] =
und in diese:

(17) [PX] = QE\=0.

Denn die beiden Gleichungen (16) stellen Relationen zwischen den in

der Berührungstransformation

(18) X, = X(x, y,p), y^ = Y{x, y,p), p^ = P{x, y,p)

auftretenden Functionen dar, während die Formel (17) nur q be-

stimmt.

Die Wenn nun die Voraussetzungen des letzten Satzes erfüllt sind, so

fürp. ist zunächst Eines auffallend: Wir wissen, dass eine Berührungstrans-

formation (18) völlig eindeutig bestimmt ist, sobald man nur ihre

beiden ersten Grleichungen, also die Functionen X, Y gegeben hat (vgl.

§ 4 des 2, Kap., S. 48—52), dass also dann auch P völlig ein-

deutig bestimmt ist, während doch auf der anderen Seite die zweite

Gleichung (16) eine Differentialgleichung für P ist.

Aber diese zweite Gleichung (16) ist nur scheinbar eine Differential-

gleichung für P. Sie lässt sich ja so schreiben:

p _ [pr] _ P,(r. + P^y)- (P. + pP,) Yp
^ - [PX] - p^(x, -H px^) - (P, + pp^) x^

Infolge der ersten Gleichung (16) ist nun aber

sodass factisch rechts die Differentialquotienten von P nur scheinbar

auftreten. Die zweite Gleichung (16) reduciert sich daher infolge der

ersten Gleichung (16) auf die schon früher aufgestellte Relation:

(19) p^^^^^y.
Also können wir unserem früheren Satz 1 die folgende Gestalt geben:

Satz 3: Sind X, Y von einander imahhängige Fwictionen von

X, y, p, für welche die Relation [X Y] ^ besteht, und erfüllt die

Function P von x, y, p die Bedingung

[PY] — P[PX]izzO,



§ 1. Relationen zwischen den Functionen X, Y, P. 73

SO hesteht auch eine Gleichung von der Form:

dY— PdX^ Q(dy— pdx),
in der

Q = [PX] eIe

ist, und X, T, P sind alsdann von einander unabhängig.

Setzen wir nun voraus, es seien X, Y, P solche Functionen von umkehrung.

x,y,Py die den Gleichungen (15) identisch genügen, so sind X und Y
von einander unabhängig. Denn es ist dann zunächst X keine Con-

stante, weil sonst [PX] ^ und also die zweite Formel (15) nicht

erfüllt wäre. Es ist aber auch Y keine Function von X allein, denn

wenn

:

Y=q^{X)
wäre, so käme nach (15)

QP=iPY] = <p'{X) [PX] = q>'(X) Q,
also

P=<p\X),

mithin [PX]^0, was wieder der zweiten Gleichung (15) widerspricht.

Folglich hat sich, da nun die Voraussetzungen des Satzes 3 erfüllt

sind, ergeben:

Satz 4: Sind X, Y, P solche Functionen von x, y, p, die den

Gleichungen genügen:

[xr] = o, [PX] = 9, \_py^ = qP,

in denen q eine von Null verschiedene Function von x, y, p bedeute, so

sind X, Y, P von einander unabhängige Functionen und erfüllen die

Gleichung:

dY— PdX=Q(dy—pdx),

mit anderen Worten: dann stellen die Gleichungen:

X, = X(x, y, p), tj, = Y{x, y, p), p^ = P(x, y, p)

eine Berührungstransformation vor.

Zusammengefasst hat sich also das folgende Theorem ergeben:

Theorem 2: Die Gleichungen Notw.u.
hinreich,
ßßdin CTArn

X, = X{x, y, y'), y, = Y(x, y, y'), t// = P(x, y, y') f-^ej-

stellen dann und nur dann eine Berührungstransformation
dar, wenn

IXY] = 0, [PX] = 9, [PY]^qP
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ist, ivolyei q irgend eine von Null verschiedene Function von

X, y, y' sein darf. Insbesondere ist dann:

dY'—PdX= Q(dy — y'dx).*)

Auch wollen wir noch besonders notieren:

Satz 5: Die beiden ersten Functionen X, Y in den Gleichungen

einer Berührungstransformation

X, = X{x, y, p), y, = Y{x, y, p), p, = P{x, y, p)

sind nur den beiden folgenden Bedingungen unterworfen: Erstens inüssen

sie von einander unabhängig sein und zweitens müssen sie die Relation

[XY]eeeO

erfüllen. Es giebt alsdann stets eine und nur. eine zugehörige Berührungs-

transformation.

Dieser Satz ist nur eine andere Ausdrucksweise des Satzes 1.

§ 2. Deutung der Involutionsbeziehung.

Wenn zwei Functionen X, Y von x, y, x^ in der Beziehung zu

einander stehen, dass ihr Klammerausdruck

\XY] =
lavoiution. ist, SO sRgeu wir: die beiden Functionen X, Y liegen in Involution.

Nun haljen wir im vorigen Paragraphen erkannt (vgl. Satz 5, oben),

dass man zu zwei von einander unabhängigen Functionen X und Y
von X, y, p dann und nur dann eine dritte Function P von x, y, p so

hinzufinden kann, dass die Gleichungen:

(20) x^ = X{x, y, p), y^ = Y(x, y, p), p, = P{x, y, p)

eine Berührungstransformation darstellen, wenn die Functionen X, Y
in Involution liegen.

Diese Bemerkung führt zu einer einfachen begrifflichen Auffassung

der Involutionsbeziehung.

Sollen nämlich die Gleichungen

x^ = X(x, y, p), yt = Y(x, y, p)

zusammen mit einer passenden Gleichung

p^ = P(x,y,p)

eine Berührungstransformation, also eine Zuordnung der {xy)- und

(x^ ^i)-Ebene bestimmen, bei der jedem Elementverein ein Element-

*) SophusLie, Verhandlungen der Gesellschaft der Wissensch. zu Christiania

1872— 73, sowie Mathem. Annalen Bd. 8, 1874.
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verein zugeordnet ist, so müssen sich bei dieser Berührimgstransfor-

mation die oo^ Linienelemente der (a;^«/^)-Ebene, die durch den Punkt

^1 = «; ^1 = ^

gehen, in der (j;i/)- Ebene als oo^ Linienelemente eines Vereines ab-

bilden. Es müssen also die Gleichungen

(21) X{x, y, p) = a, Y(x, y, p) = b,

welche Werte auch die Constanten a, b haben mögen, stets einen

Verein von oo^ Linienelementen (a:, y, jj) darstellen. Dass dies nur für

[XY^^O der Fall ist, beweisen wir so: Infolge von (21) bestehen

zwischen dx, dy, dp für diese oo^ Linienelemente (x, y, p) die beiden

Relationen

Xxdx + -Xj/ dy -\- Xp dp = 0,
^^^^

l Y^dx + Y,dy + Ypdp == 0.

Sie sollen, verlangen wir, zusammen mit (21) die Gleichimg

dy —pdx =
nach sich ziehen. Oder also, da die Constanten a, b in (21) beliebig

sind, es soll die letzte Gleichung infolge von (22) allein identisch

bestehen, d. h. es soll

oder also

X.
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dass es kein Integralgebilde giebt, das beiden Gleichungen gemeinsam

ist. Ausnahmsweise kann dies aber eintreten.

Liegt nun eine Differentialgleichung erster Ordnung mit einer

willkürlichen Constanten a vor:

(23) X{x;y, y') = a,

so besitzt sie für jeden Wert der Constanten a oo^ Integralgebilde. Alle

durch vorliegende Gleichung dargestellten cx)^ Differentialgleichungen

erster Ordnung bestimmen mithin od^ Integralgebilde, die in Scharen

von je oo^ angeordnet sind, indem jede Schar zu einem bestimmten

Wert von a gehört.

Sehen wir von dem Fall ab, dass die vorgelegte Gleichung frei

von y' ist, d. h. nehmen wir nach § 2 des 2. Kap. (S. 41) an, dass

die betrachteten oo^ Integralgebilde oo^ IntQgrslcurven sind, so giebt

es natürlich eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung in

X, y, deren Integralcurven gerade diese oo^ Curven sind. Es ist dies

die durch Differentiation von (23) hervorgehende Gleichung:

(24) X,-j-X,y'-^X,'y" = 0,

die, weil sie frei von a ist, von den Integralcurven aller oo^ Gleichungen

inter- (23) erfüllt wird. Man sagt, dass X= ein intermediäres Integral
mediäres \. ^

. 7 .rv
Integral, dieser Differentialgleichung zweiter Ordnung ist.

Liegt umgekehrt eine beliebige gewöhnliche Differentialgleichung

zweiter Ordnung in x, y vor, so lassen sich ihre oo^ Integralcurven in

beliebig vielen Weisen in oo^ Scharen von je oo^ Curven anordnen.

Jede Anordnung liefert ein intermediäres Integral X = a. Eine

Differentialgleichung zweiter Ordnung in x, y hat also unendlich viele

intermediäre Integrale.

Fordern wir nun, dass die beiden von einander unabhängigen

Functionen X(x, y, y') und Y(x, y, y') intermediäre Integrale ein und

derselben Differentialgleichung zweiter Ordnung sein sollen, so haben

wir zu verlangen, dass die beiden Gleichungen

X,-\-Xyy'-\-Xy'y"^0,

dieselbe Differentialgleichung zweiter Ordnung darstellen, d. h., dass

sei.

X,-\-Xyy'



§ 2. Deutung der Involutionsbeziehung.
*

77

Satz 7: Die beiden von einander unabhängigen Gleichungen zweite
Deutung d.

X(x, y, y') = Const, Y(x, y, y') == Const

stellen dann und nur dann intermediäre Integrale derselben Differential-

gleichung zweiter Ordnung in x, y vor, wenn die Functionen X, Y in

Involution liegen.

Wie schon gesagt, ist dieser Satz im Grunde genommen nur eine

andere Form des Satzes 6.

Wir wollen noch darauf aufmerksam machen, dass die Gleichung

(25) [X/-] =
bei gegebenem X eine homogene lineare partielle Differentialgleichung

erster Ordnung für die Function f von x, y, y' ist. Sie besitzt

bekanntlich zwei von einander unabhängige Lösungen. Eine Lösung ist

offenbar f=X selbst. Daraus folgt : Ist Y eine von X unabhängige

Lösung dieser Differentialgleichung, so ist eine beliebige Function von

X und Y die allgemeinste.

Wir können daher aus Satz 7 den Satz ableiten:

Satz 8: Sind X(x, y, y') und Y(x, y, y') zwei von einander unab-

hängige intermediäre Integrale einer Differentialgleichung zweiter Ord-

nung in X, y, so ist das allgemeinste intermediäre Integral dieser Diffe-

rentialgleichung eine beliebige Function von X und Y.

Nehmen wir nunmehr an, es liege eine Differentialgleichung erster

Ordnung in x, y mit einer willkürlichen Constanten a vor:

(23) X(x, y, y') = a,

also factisch eine Schar von oo^ Differentialgleichungen erster Ordnung.

Kennt man alsdann eine von X unabhängige Function Y, die mit

X in Involution liegt, so lassen sich nach dem Satze 7 alle Inte-

gralcurven einer jeden unter diesen oo^ Differentialgleichungen ohne

Mühe bestimmen. Denn da alsdann X und Y intermediäre Integrale

ein und derselben Differentialgleichung zweiter Ordnung sind, so be-

sitzen die oo^ Differentialgleichungen X = Const. dieselben oo^ Integral-

curven wie die oo^ Differentialgleichungen Y= Const., d. h. jede Diffe-

rentialgleichung X= «0 hat mit jeder Differentialgleichung Y= &o eine

Integralcurve gemein. Eliminieren wir zwischen

^(^, y> y') = »o; Y{^, y, y') = \
die Grösse y\ so liefert die hervorgehende Gleichung

aoiXj y, «0, 6o) = ^
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diejenige Curve, welche die beiden vorliegenden ganz bestimmt ge-

gebenen Differentialgleichungen X = üq, Y =hQ erfüllt.

Um nun alle Integralcurven der bestimmt ausgewählten Gleichung

Xix, y, y') = «0

zu bestimmen, fügt man hierzu die Grleichung

Y{^, y, y') = &

mit willkürlicher Constanten h. Beide zusammen stellen alsdann oo^

Elementvereine dar, die Integralgebilde von X. = üq sind. Die endliche

Gleichung dieser oo^ Curven ist offenbar

(o{x,y,aQ,'b) = 0.

Integration Satz 9: Dis Integration einer vorgelegten Differentialgleichung erster
d. Diffgl.

j:==const. Ordnung m x, y:

X(x, y, y') = Const.

ist durch Elimination zu leisten, sobald man eine von X unabhängige

Function Y von x, y,
y' hennt, die mit X in Involution liegt.

integr. einer Sind, wic bishcr, X und Y zwei von einander unabhängige Func-
Scliar von '

' o o
Diffgiu. i.o.^ionen von x, y, y\ die in Involution liegen, so können wir sogar un-

endlich viele Differentialgleichungen erster Ordnung angeben, die durch

Elimination integrierbar sind. Bilden wir nämlich eine beliebige Diffe-

rentialgleichung von der Form:

(26) Y-^>{X) = 0,

so ist infolge von [X Z] ^ auch

[r-g,(x), x]-o,

sodass aus Satz 9 unmittelbar die Integrierbarkeit von (26) folgt. Be-

grifflich klar ist dies deshalb, weil Y— ^(X) nach Satz 8 mit X
und Y intermediäres Integral ein und derselben Differentialgleichung

zweiter Ordnung ist. Diese Differentialgleichung zweiter Ordnung ist

unter den gemachten Voraussetzungen integi'iert, denn ihre oo'' Integral-

curven sind die durch

X = a, Y=b
dargestellten oo^ Elementvereine. Wenn wir aber alle c»^ Integral-

curven einer Differentialgleichung zweiter Ordnung kennen, so kennen

wir natürlich auch die darunter enthaltenen oo^ Integralcurven jeder

Differentialgleichung erster Ordnung, die durch ein intermediäres

Integral dargestellt wird.
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Das Letztere soll durch Fig. 31 veranschaulicht werden. Dabei

ist angenommen, dass die oo^ Integralcurven der Differentialgleichung

zweiter Ordnung Kreise sind. Die Integralcurven von X = a werden

durch eine Schar von oo^ dieser Kreise dargestellt werden, die von

Fig. 31.

Y=h durch eine andere Schar von oo^ Kreisen. Ist insbesondere

h = (fy(a), so schneiden sich beide Scharen gerade in dem Kreise, der

eine gemeinsame Integralcurve von

X = a, Y=tp{a),

also auch eine Integralcurve von (26) ist.

Satz 10: Kennt man zwei von einander unabhmigige Functimien integr.

X, Y von X, y, y', die in Involution liegen, so ist jede Differentialglei- mination.

cliung erster Ordnung in x, y von der Form

Y—q){X) =
durch Elimination integrierhar.

Zu jedem Wertepaare der Constanten a, h gehöi-t eine bestimmte

unter den cx-^ Integralcurven der Differentialgleichung zweiter Ord-

nung (24), nämlich die, deren Gleichung durch Elimination von y' aus

X = a, Y=h

Integral-
curven.

hervorgeht. Es sind daher a, b oder also X, Y als Coordinaten der coord. der

oü^ Integralcurven aufzufassen.

Zur Vermeidung von Irrtümern sei hervorgehoben, dass zwar die

allgemeinen Integralcurven von (26) zu den Integralcurven der Diffe-

rentialgleichung zweiter Ordnung (24) gehören, dass aber eine singu-



80 Kap. 3. Definition d, Berührungstransformationen durch Differentialgleichungen.

Singulare läre Integrolcurve von (26) im Allgemeinen nicht m den Integralcurren

curve.
q;(yyi (24) geJiÖrt Denn man kann ja aus den oc^ Integralcurven von

(24) solche oo^ auswählen, die eine beliebig gegebene Curve c um-

hüllen, Sie werden alsdann die Integralcurven einer Differentialglei-

chung (26) sein, und diese letztere Differentialgleichung besitzt die

beliebig gewählte Curve c als singulare Integralcurve. Da man die

singulären Integralcurven durch ein Eliminationsverfahren aus den nicht-

singulären ableiten kann, so leuchtet ein, dass der Satz 10 dennoch auch

für die singulären Integralcurven gilt.

Dritte Schliesslich sei noch auf eine Deutung der Involutionsbeziehung
Deutung d. '='

_

O
Involution, aufmerksam gemacht, die allerdings schon früher, wenn auch nicht in

expliciter Form, hervorgetreten ist:

Sind X und Y zwei von einander unabhängige Functionen von

X, y, y'f so wird der Bruch

dX— X^dx + X^jdy + X^y dy'

oder also:

Y,-{-Y^y'+Yyy"

X+Xyy'+Xyy"
im Allgemeinen nicht frei von y" sein. Dies ist er vielmehr dann

und nur dann, wenn

ist. Aber diese Gleichung ist nur eine andere Form der Involutions-

beziehung
[XY] = 0.

Man vergleiche hierzu die Formel (7) des vorigen Paragraphen

(S. 70). Weil X, Y in Involution liegen, kann also der damalige

Ausdruck für P auch so geschrieben werden:

(27) P^||.

Satz 11: Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass

der Bruch
dY
dX

aus den Differentialen zweier von einander unabhängiger Functionen

X, Y von Xy y,
y' frei von dy' oder also der Bruch

dY
dx
~dX
dx

frei von y" ist, ist die, dass X und Y in Involution liegen.
'
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Nach Satz 1 des vorigen Paragraphen (S. 70) können wir ausser-

dem wegen (27) noch den Satz formulieren:

Satz 12: Liegen zwei von einander unabhängige Functionen X und

Y von x,y,y' in Involution, so giebt es eine und nur eine Berührungs-

transformation von der Form:

x^ = X{x, y, y'), y^ = Y{x, y, y'), y^ = P{x, y, y).

In ihr hat F die Form

— dX'

§ 3. Transformation der gewöhnlichen Differentialgleichungen

zweiter Ordnung.

Nunmehr zeigen wir, dass Differentialgleichungen zweiter Ordnung

in X, y keine individuellen Eigenschaften haben, die bei Berührungs-

transformation bewahrt werden; anders ausgedrückt: wir werden zeigen,

dass jede Differentialgleichung zweiter Ordnung in x, y durch eine

passende Berührungstransformation in jede andere derartige Gleichung

übergefiihrt werden kann.

Zunächst ist zu erläutern, was es heisst, auf eine Differential-

gleichung zweiter Ordnung

(28) y"-co(x,y,y') =
eine Berührungstransformation

(29) x^ = X{x, y, y'), y, = Y{x, y, y'), y,' = P(x, y, ij')

ausüben.

Bei dieser Berührungstransformation (29) wird

y^ — dx^~~ dX— X^dx -\-Xydy-\- Xy, dy' '

oder, wenn y" für -y- gesetzt wird:

P J^ P y' ^ P,y"

Diese Gleichung (30) ist auch nach y" auflösbar, denn ihre rechte

Seite Q wäre nur dann frei von y", wenn die Functionen P und X
in Involution lägen (vgl. Satz 11 des vorigen Paragraphen). Es ist

jedoch [PX] ZE 0, wie z. B. in der Formel (17) des vorigen Para-

graphen (S. 72) ausdrücklich notiert wurde.

Mithin sind die vier Gleichungen (29) und (30) nach x,y,y\y"
auflösbar und stellen daher eine Transformation von x, y, y\ y" in

Lie, Geometrie der Berührungatrausformationen I. 6 [16. IIL 1895.]
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TiT^ffeiterg.
^^^ y^^ y^'^ y^" (j^r, die Wir die (einmalige) Erweiterung der Berührungs-

Berührtrf. transformation (29) oder aucli die erweiterte Berührungstransformation

nennen.

Berührtrf Wollen wir nun die Berührunffstransformation (29) auf die
ausgeführt o \ /

"^^2^0*^^^' Bi/ferentialgleichmig zweiter Ordnung

(28) y"-a>{x,y,y') =
ausführen, so führen wir einfach die erweiterte Transformation

(31) x, = X, y,= Y, y,' = P, y," = Q

auf die Gleichung (28) aus. •

Nebenbei sei bemerkt: Die Aufeinanderfolge zweier Berührungs-

transformationen ist nach Satz 5 des § 3 des 2. Kap. (S. 46) einer

einzigen äquivalent, und man könnte beweisen, dass der entsprechende

Satz auch für die Erweiterungen gilt. Doch wollen wir darauf nicht

näher eingehen; begrifflich ist es einleuchtend.

Es mögen nun irgend zwei gewöhnliche Differentialgleichungen

zweiter Ordnung, die eine in x, y, die andere in x^, y^, vorgelegt sein:

(28) y" - co{x, y, y') = 0,

(32) y;'-Sl(x„y„y;) = 0.

Ferner seien u(x, y, y') und vix, y, y') zwei von einander unabhängige

intermediäre Integrale der ersteren und U{x^,yy,y-^) sowie y{pCi,yi,yi)

zwei von einander unabhängige intermediäre Integrale der letzteren.

Nach Satz 7 des vorigen Paragraphen (S. 77) liegen u, v in In-

volution und ebenso U, V. Nach Satz 12 des § 2 (S. 81) giebt es

folglich eine Berührungstransformation von x,y,y' in neue Veränderliche

l, t), ^', bei der 1 = u, \) = v ist, und eine Berührungstransformation

von a^j, y^, yy in neue Veränderliche j, ^, t)', bei der '^== JJ, t) = V
ist, und zwar haben diese Berührungstransformationen die Gleichungen:

t:= u(x,y,y'), ^=v{x,y,y'), ^' = ^5
(33)

£ = U{x„ y„ y,'), t) = V{x„ y„ y,'), t)' = jj^-

Elimination von g, t), ^' aus den Grleichungen (33) liefert nun nach

Satz 5, § 3 des 2. Kap. (S. 46) eine Berührungstransformation von

Xf y, y' in x^^y^j y^^ die analytisch durch die Gleichungen

(34) V=u, r^v, %=%
definiert wird, die man nach x^^y^^y^ auflösen könnte. Diese Transformation
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führt II in U, v in V über. Es geht also bei ihr du in dU über. Aber

du = ist die Differentialgleichung (28) und dU= die Differential-

gleichung (32), da u und ü intermediäre Integrale von (28) bez. (32)

sind. Mithin führt die Berührungstransformation (34) die Differential-

gleichung (28) in die Differentialgleichung (32) über.

Über-
fl

X, y lässt sich durch Berührungstransformation in jede andere derartige

Satz 13: Jede gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung mführunge.
Diffgl. 2.0.

in eine

Gleichung überführen.

Unsere Betrachtung zeigt noch mehr, sie lehrt, dass es unendlich ^^^^^^j^^^*

viele Berührungstransformationen giebt, welche die Differentialgleichung rungen-

(28) in (32) überführen, und dass ferner die allgemeinste von willkür-

lichen Functionen abhängt, und schliesslich liefert sie zugleich alle

Berührungstransformationen, die (28) in (32) verwandeln.

Denn es seien u, v zwei bestimnite von einander unabhängige

intermediäre Integrale der Differentialgleichung (28) und entsprechend

U, V zwei bestimmte intermediäre Integrale von (32). Eine jede

Berührungstransformation, die (28) in (32) überführt, also die Integral-

curven von (28) in die von (32) transformiert, muss offenbar jedes

intermediäre Integral von (28) in ein intermediäres Integral von (32)

verwandeln. Aber das allgemeinste intermediäre Integral von (28) ist

eine beliebige Function von m, v (Satz 8 des § 2, S. 77). Es muss

daher jede derartige Berührungstransformation zwei Gleichungen von

der Form

(35) U=(p(u, v), V=t(u, v)

umfassen.

Fassen wir nun — wie im vorigen Paragraphen angegeben wurde

(S. 79) — u, V als Coordinaten der oo^ Integralcurven von (28) und

U, V als Coordinaten der oo^ Integralcurven von (32) auf, so ordnen

die Gleichungen (35) nach einem willkürlichen Gesetz jeder Integral-

curve von (28) eine von (32) zu. Es leuchtet nun ein, dass bei dieser

Zuordnung jeder Curve — als Umhüllender von oo^ Integralcurven

von (28) — eine ganz bestimmte Curve — als Umhüllende der oo^

zugeordneten Integralcurven von (32) — entspricht, d. h. dass die Be-

rührungstransformation durch (35) vollkommen definiert ist. (Vgl. S. 48.)

Wir können also den Satz aussprechen:

Satz 14: Es giebt stets eine und nur eine Berührungstransformation,

die oo^ gegebene Ourven in oo^ andere gegebene Curven derart überführt,

dass die Zuordnmig der Ourven nach einem willkürlich vorgelegten Gesetz

geschieht.
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Unsere Berührungstransformation hat mm nach den Formeln (34),

da jetzt nur ^, z^ an stelle von ti, v getreten sind, die Gleichungen:

U=q)(u,v), V=i^{u,v), -Tj-T=i^^—j—i 5--

Sie führt jede Integralcurve von (28) in eine von (32) über, also auch

die Differentialgleichung (28) in die Differentialgleichung (32).

Insbesondere können wir als die eine Differentialgleichung die

aller Geraden der Ebene wählen:

y" = 0.

Also folgt:

Satz 15: Es giebt unendlich viele Berührungstransformationen der

(xy)-Ebene, die eine vorgelegte gewöhnliche Differentialgleichung zweiter

Ordnung in x, y in eine andere gegebene Differentialgleichung zweiter

Ordnung in x,y, z. B. in die Differentialgleichung

y" =
überführen.

Trf. einer Treten wir insbesondere noch der Frage nach der allqemeinsten

in sich.
' Berührungstransformation näher, die eine vorgelegte Differentialgleichung

zweiter Ordnung in sich überführt.

Sind u, V von einander unabhängige intermediäre Integrale der

vorgelegten Differentialgleichung:

(28) y" — co(x, y, y') = 0,

so wird die allgemeinste Berührungstransformation, welche diese

Differentialgleichung invariant lässt, nach dem Vorhergehenden ge-

geben durch die Gleichungen:

K^i,yi,yx) = ^{^,'^),

'"{^i,yi,yi) = t(u,v),

dvjxy, yi, y/) ^ ^ _

<^w(ai, 2/i, 2/1') dcp'

Hierin sind rechts unter u, v die intermediären Integrale, geschrieben

in x,y,y', zu verstehen. 9),^ bedeuten von einander unabhängige, im

Übrigen aber ganz willkürliche Functionen von u,v.

SoU z, B. die Differentialgleichung aller Geraden

y" =
in sich transformiert werden, so kann

u = y', v^iy — xy'
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gewählt werden, sodass ^ = — ^ wird. Die allgemeinste Berührungs-

transfonnation der Differentialgleichung y" = lautet somit:

yi=^{y', y — ^y'),

yt — *'i2/i' = tiy', y — ^y'),

oder in aufgelöster Form:

d'tpiy', y—xy')

(36)

dffiy'-, y - xy')^

y. == Hy, y - ^y) - 9>(y', y -
^y) Zp/yZll],

\yi=<p(y', y — ^y')-

eicJmngen (36) stellen

matimi dar, die jede Gerade in eine Gerade verwandelt.

Die Gleichungen (36) stellen also die allgemeinste Berührungstransfor- Geraden.

Wenn man nach Satz 13 jede Differentialgleichung zweiter Ordnung

in X, y in jede andere durch Berührungstransformation überführen kann,

0SO liegt darin, dass eine Differentialgleichung 2. 0. in x, y keine gegen-

über allen Berührungstransformationen invariante Eigenschaft besitzen

kann. Ganz anders liegt natürlich die Sache, sobald man sich auf Andeutung
. , .

anderer

solche Berührunffstransformationen beschränkt, die einer ffesrebenen Probleme
'^

. \ ° ° überDiffgl.

Kategorie von Berührungstransformationen angehören, z. B. auf solche 2.0.

Berührungstransformationen, die erweiterte Punkttransformationen sind.

Hier ist die Aufstellung von kanonischen Formen, auf die sich ge-

gebene Differentialgleichungen zweiter Ordnung durch die in betracht

gezogenen Berührungstransformationen reducieren lassen, ein neues und

unter Umständen wichtiges Problem*).

Sind zwei gewöhnliche Differentialgleichungen dritter Ordnung in x,y vor- Diffgin.3.0.

gelegt, so ist es im allgemeinen unmöglich, die eine durch eine Berührungstrans-

formation in die andere überzuführen. Um dies zu zeigen, genügt ein Beispiel:

Fragen wir nach den Differentialgleichungen, die in

2//" =
transformierbar sind.

Bei der Berührungstransformation

x^ = X{x,y^y'), y^ = Y{x,y,y'), y^' = P{x, y, y')

wird

Vi dx, X^+ X^y'+X.y"

*) In den Vorlesungen über Differentialgleichungen mit bek. Inf. Transf.
werden hierhergehörige Probleme im 16.— 20., sowie im 24. Kapitel behandelt.
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und also

4. ^(^» y^ y \ y")

'^{^.^Xyy'^^yV'y
oder:

,,
"• _ [P^] ^"' ,

ui^.j.y;. y")
'''

(^.+ ^. ^' + ^y y'y^ ^ (x.+ ^. y" +"^^ 2/")
3 '

WO U eine von y'" freie, aber noch a?, y, y' enthaltende ganze Function dritten

Grades von y" bedeutet. Also folgt, dass die Differentialgleichung y^'" ==

durch Berührungstransformation nur aus einer solchen von der Form

y'" + Äy" ^ + By"' + Cy" -^-^ =
wird hervorgehen können, in der Ä, B, C, D gewisse Functionen von x, y, y'

allein sind. Sie ist daher nicht aus jeder beliebigen Differentialgleichung dritter

Ordnung durch Anwendung einer passenden Berührungstransformation zu erhalten.

Mit diesem negativen Ergebnis steht die Thatsache in Einklang, dass es

Differentialgleichungen dritter Ordnung giebt, die keine Berührungstransformation

gestatten. Es ist daher eine interessante Frage, ob eine vorgelegte Differential-

gleichung dritter Ordnung Berührungstransformationen in sich gestattet oder

nicht. Man kann z. B. alle Differentialgleichungen dritter Ordnung, die eine con-

tinuierliche Schar von Berührungstransformationen gestatten , auf gewisse typische

Formen bringen. Es liegt uns aber fem, diese Dinge hier auszuführen. Ebenso

wollen wir ein anderes wichtiges Problem nur erwähnen: Wenn eine bekannte

Differentialgleichung eine bekannte Schar von Berührungstransformationen ge-Ä
stattet, so kann man sich die Frage vorlegen, ob und welche Vorteile man daraus

für die Integration der Differentialgleichungen ziehen kann *).

§ 4. Über einige Untersucliungen von Lagrange und Plücker.

Wie wir schon öfters bemerkten, ist die allgemeine Theorie der

Berühningstransformationen durch viele specielle Untersuchungen vor-

bereitet worden. Einige unter diesen Untersuchungen von specieller

Beschaffenheit, die einfach in der Aufstellung und Verwertung gewisser

einzelner Berührungstransformationen bestehen, haben wir im ersten

Kapitel besprochen. Indem wir uns vorbehalten, bei einer späteren

Gelegenheit, im zweiten Teile, ausführlicher über alle wichtigen Vor-

läufer in dieser Theorie zu referieren, gehen wir hier kurz auf einige

Betrachtungen von Lagrange und Plücker ein, die an dieser Stelle

besondere Beachtung verdienen**).

*) Kann eine Differentialgleichung dritter Ordnung auf die Form y'" = Q

zurückgeführt werden, so lässt sich ihr Integrationsproblem auf die Erledigung

einer gewöhnlichen linearen Differentialgleichung vierter Ordnung reducieren, die

überdies einen speciellen Charakter hat. (Lie, Verhandlimgen der Gesellsch. d.

Wiss. zu Christiania 1883.)
**) Ausser den Genannten, deren hierher gehörige Untersuchungen sich nur

auf die Ebene beziehen, kommen noch Euler, Monge, Legen dre und ganz
besonders Ampere, Poisson und Jacobi in Betracht, deren Arbeiten sich aber

auf den drei- bez. w-dimensionalen Raum beziehen.
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Lagränge*) führt für gewöhnliche Differentialgleichungen in Xj y Lagrang

den Begriff: intermediäres Integral ein. Liegt insbesondere eine

Differentialgleichung zweiter Ordnung vor:

(37) y" -^{x,y,y') = ^,

so zeigt Lagrange, dass es unendlich viele Differentialgleichungen

erster Ordnung mit je einer willkürlichen Constanten a giebt:

w(^, y, y) = «;

durch deren Integration die allgemeine Integralgleichung

(38) ^{x, y, a,h) =
der vorgelegten Differentialgleichung zweiter Ordnung y" = a hervor-

geht. Er zeigt, wie man aus == durch Differentiation:

(39) ^,-^0^i/ = O

und Elimination einmal von a und einmal von h und nachherige Auf-

lösung nach der verbleibenden Constanten aus (38) und (39) zwei

intermediäre Integrale

^i^, y, y) = «> ^{^y y, y') = ^

der Differentialgleichung (37) findet. Er fügt hinzu, dass eine be-

liebige Function von X, Y das allgemeine intermediäre Integral liefert.

Er zeigt ferner, dass zwei intermediäre Integrale X, Y stets in

der Beziehung
\XY\=0

stehen, und beweist, dass zwei Functionen u(x,y,y') und v(x,y,y'),

sobald sie in der Beziehung
[uv] EE

stehen, intermediäre Integrale einer gewissen Differentialgleichung

zweiter Ordnung sind.

Überdies hebt Lagrange hervor, dass der Ausdruck

dXix, y;y') — X^+ X^y' + X,y y"

dann und nur dann von y" frei ist, wenn die Gleichung

[XY] =
besteht.

Diese Entwickelungen Lagrange's stehen, wie man sieht, in

engem Zusammenhang mit der Theorie der Berührungstransformationen.

*) Legotis sur le calcul des fonctions (1806), Oeuvres Bd. 10. Letztere Vor-
lesungen wurden zum gi-össten Teil, insbesondere die hier in Frage kommende,
1799 zum ersten Mal gehalten. Man vgl. namentlich die 16. Le9on. Auch in

Lagrange's Theorie des fonctions analytiques (1813), seconde partie, Oeuvres Bd. 9

finden sich hierhergehörige Stellen, insbes. im 2. u. 3. Kapitel.
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Lagrange betrachtet jedoch nicht die Gleichungen

^1 = ^(«, y, y'), yi = Y(x, y, y'), y; = j^
als eine Transformation in den drei Veränderlichen x, y,

y' . Der Begriff

Berührungstransformation kommt daher jedenfalls an den citierten Stellen

bei Lagrange nicht vor.

piücker. Bei Plücker*) finden sich mehrere Stellen, die zeigen, dass ihm der

allgemeine Begriff Berührungstransformation in der Ebene vorschwebt.

Eine wirkliche Entwickelung dieses Begriffes bei ihm zu finden, ist

uns aber nicht gelungen.

Plücker betrachtet die Gleichung:

Sl{x,y,x^,y;)=0

und zeigt, wie sie — falls sie hilinear ist — auf die allgemeine

Dualität führt. Er legt sodann die allgemeine Gleichung iß = zu-

grunde und sagt, dass sie jedem Punkt x-^== a^, yi = \ ^^^^ Curve c:

Sl{x,y,a^,h^ =
und ebenfalls jedem Punkte x = a, y = h eine Curve q:

Sl{a,b,x^,yi) =
zuordnet. Er fügt hinzu, dass wenn der Punkt (x, y) eine Curve c

durchläuft, die zugeordneten Curven q sämtlich durch einen Punkt

gehen.

Dass aber durch die Gleichung iß = jeder allgemein gewählten

Curve der {xy)~^hene eine Curve der (^r^i/^)-Ebene zugeordnet wird

und umgekehrt, das findet sich bei Plücker nicht explicite ausgesprochen,

noch weniger, dass Curven, die einander berühren, in ebensolche über-

gehen, auch nicht, dass Sl = eine Transformation der Grössen x, y,
y'

in die Grössen x^, y^, y^ bestimmt.

Nichtsdestoweniger dürfte der Begriff Berührungstransformation

der Ebene sowie ihre allgemeine Anwendung als Ubertragungsprincipe

Plücker vorgeschwebt haben, und es ist wohl denkbar, dass Plücker

infolge der äusseren Umstände, die ihn zum Übergang zur Physik

veranlassten, seine Ideen in dieser Richtung nicht weiter hat entwickeln

können.

*) Namentlich in den Analytisch -geometrischen Entwickelungen (1828— 31),

insbes. S. 25 1 u. f., sowie im System der analytischen Geometrie, auf neue Be-
trachtungen gegründet, und insbesondere eine ausführliche Theorie der Cu/rven dritter

Ordnung enthaltend (1835), S. 48 u. f.
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Kapitel 4.

Die infinitesimalen Beriihrnngstransformationen der Ebene.

Nunmehr kommen wir zur Betrachtung und insbesondere zur

Bestimmung der infinitesimalen Berührungstransformationen, derjenigen

also, bei denen die Linienelemente nur unendlich kleine Änderungen

erfahren. Wir werden zu dem Ergebnis geführt, dass es möglich

ist, die allgemeine Form der infinitesimalen Berührungsfransformationen

explicite anzugeben. Diese allgemeine Form enthält eine willkürliche

Function der drei Coordinaten x, y, p der Linieitelemente, sowie die Ab-

leitungen erster Ordnung dieser Function nach x, y, p. Dies Ergebnis

ist überraschend, denn es ist ja keineswegs möglich, eine allgemeine

explicite Form für die endlichen Berührungstransformationen anzugeben,

sondern nur möglich, Methoden zur Bestimmung aller zu entwickeln.

Mit dem Begriff: infinitesimale Berührungstransformation steht

in engstem Zusammenhang der Begriff: eingliedrige Gruppe vmi Be-

rührungstransformationen. Wir bestimmen femer die allgemeinen Formen
der gewöhnlichen Differentialgleichungen in x, y, die eine vorgelegte

infinitesimale Berühruugstransformation gestatten, und zeigen sodann,

wie man zum Zwecke der Integration einer gewöhnlichen Differential-

gleichung eine bekannte infinitesimale Berührungstransformation der-

selben verwerten kann.

Rechnungen mit infinitesimalen Berührungstransformationen ge-

stalten sich äusserst einfach. Die infinitesimalen Berührungstransfor-

mationen sind überhaupt ein mächtiges Werkzeug in der Theorie der

Berührungstransformationen und ihren Anwendungen. In diesem Kapitel

beschränken wir uns auf einige besonders wichtige und gleichzeitig

sehr einfache Anwendungen*).

§ 1. Eingliedrige Gruppen von Berührangstransformationen.

Es liege eine continuierKche Schar von oo^ Transformationen in sohar von

drei Veränderlichen x, y, z vor:

(1) x^ = X{x, y, z, a), y^= Y{x, y, z, a), z^ = Z{x, y, z, a),

*) Den fundamentalen Begriff: infinitesimale Berührungstransformation führte
Lie in den Verhandlgn. d. Gesellsch. d. Wiss. zu Christiania 1872, S. 25, ein.

Vgl. auch Math. Annalen Bd. 8, S. 239, und Bd. 11, S. 534, sowie Archiv for
Math. og. Naturv., Christiania, Bd. 1 (1876), S. 181 ff. Verschiedenartige An-
wendungen dieses Begriffes auf die Geometrie, auf die Differentialgleichungen und
auf die Gruppentheorie finden sich in Lie's Arbeiten aus den Jahren 1876— 1884
in den beiden genannten norwegischen Pubücationen.
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sodass also X, Y, Z Functionen von x, y, z und einer willkürlicheir

Constanten a sind, und diese Schar enthalte insbesondere die identische

Transformation, d. h. es gebe einen Wert von a, etwa a = 0, für den

sich (1) auf

reduciert. Alsdann werden die Gleichungen (1) für einen unendlich

wenig von Null verschiedenen Wert 8 t von a eine unendlich kleine

Transformation ergeben. Unter der Voraussetzung, dass die Functionen

X, Y, Z nach ganzen positiven Potenzen von a entwickelbar sind, hat

die Transformation (1) nämlich für a = dt die Form:

(Xj^ = x+ ^(x,y,0)dt-\ ,

(2) \yi=y -\-vi^,y,^)^H—

,

wobei die Glieder höheren Grades in dt nur durch Punkte angedeutet

sind. Bei dieser unendlich kleinen Transformation (2) erhalten x, y, z

unendlich kleine Incremente:

(3) 8x = m^ , by=:^ri8t-\ , 8z = W^ .

Infinit. Trf. Eiuc solchc Transformatiou heisse eine infinitesimale.

Gehen wir von einer specielleren Voraussetzung aus: Eine vor-

Grupp^e V. gelegte Schar von Transformationen (1) kann eine Gruppe sein, d. h.

es kann vorkommen, dass die Aufeinanderfolge zweier beliebiger unter

diesen Transformationen stets einer solchen Transformation äquivalent ist,

die derselben Schar (1) angehört. Wir nennen alsdann die Schar (1)

eine continuierliche Gruppe von oo^ Transformationen*).

Es liege eine continuierliche Gruppe (1) vor. Dabei können wir,

wie wir hier nicht weiter ausführen wollen, ohne wesentliche Be-

schränkung der Betrachtung überdies annehmen, dass sie zu jeder ihrer

Transformationen auch die inverse enthält, d. h. also, dass die Auf-

lösung von (1) nach x, y, z wieder die Form hat:

X = X(x^, y^, Zy, h), y = Y(x^, y^, z^, b), z = Z{x^, y^, z^, b),

in der b eine Constante ist, die nur von a abhängt. Wenn Ta die

zum Parameterwerte a gehörige Transformation der Gruppe (1) be-

deutet, so ist also ihre inverse TcT^ ebenfalls in (1) enthalten. Femer

wird Ta-^da die zum Parameterwerte a -\- 8a gehörige, also die von

Ta nur unendlich wenig verschiedene Transformation der Gruppe (1)

*) Ausführlicheres hierüber findet man in den Vorlesungen über Differential-

gleichungen mit bekannten infinitesimalen Transformationen, Kap. 2 und 11.
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sein. Die Aufeinanderfolge Ta-\^Sa Ta~^, die wegen der vorausgesetzten

Eigenschaften der Gruppe angehört^ wird mithin nur unendlich wenig

von Ta Ta~^, d. h. von der identischen Transformation verschieden sein

und demnach eine infinitesimale Transformation sein, die der Schar (1)

angehört. Die Gruppe enthält also eine infinitesimale Transformation.

Liegt andererseits eine beliebige infinitesimale Transformation vor,

so giebt es immer eine gewisse ganz bestimmte Gruppe von Transfor-

mationen, in der sie enthalten ist. Wir wollen eine allgemeine Be-

trachtung anstellen, die verbunden mit einem Grenmhergang die Richtig-

keit dieser Behauptung zeigt.

Sei S eine ganz beliebiffe Transformation in x,y, 2. Betrachten wiederhol.

. . . . .
einer Trf.

wir alsdann ausser S auch die Transformationen, die der ein-, zwei- . .
.,

allgemein der w-maligen Wiederholung von S äquivalent sind, ebenso

die zu S inverse S~^ und die ihrer ein-, zwei- . , ., allgemein w-maligen

Wiederholung äquivalenten, so liegt eine im allgemeinen unendliche

Schar von Transformationen vor:

. . . 5-v . . S-^, S-\ ;S«, S, S^...S^ ...,

in der S^ natürlich die identische Transformation sein soll, während n

jede beliebige ganze positive Zahl darstelle. Diese unendliche Schar

ist eine discontinuierliche Gruppe. Denn sind p, g- zwei ganze positive

oder negative Zahlen, so ist die Aufeinanderfolge von S^ und S'^ der

Transformation /S^+s äquivalent.

In dieser Weise kann man sich, ausgehend von beliebigen Trans-

formationen S, beliebig viele discontinuierliche und unendliche Gruppen

von Transformationen in x, y, s bilden. Ist nun insbesondere S eine orenzüber-

infinitesimale Transformation, so sind 5" und S"+^ nur unendlich wenig

von einander verschieden, und man erhält also eine continuierliche Gruppe, Gruppe er-

die die betreffende infinitesimale Transformation S enthält. einer inf.

Trf.

Rechnerisch gestaltet sich dieser Grenzübergang so: Sind

(4) dx= ^(x,y,0)dt+ -, 8y= ri(x,y,z)8t-{--, dz= ^{x,y,z)8t-^-

die Incremente, die den Veränderlichen x, y, z durch eine infinitesimale

Transformation 8 erteilt werden, so fassen wir t als die Zeit auf, 8t

als einen Zeitzuwachs und 8x, dy, dz als die Zuwüchse von x, y, z

im Zeitelement dt. Alsdann bestimmen die Gleichungen (4), wenn man
will, eine stationäre Strömung im Räume mit drei Dimensionen, dessen

Punkte die Coordinaten x, y, z haben. Nach Verlauf der Zeit t hat

der Punkt (x, y, z) die neue Lage (x-^, y^^, z^ erhalten. Sie wird durch

Integration des simultanen Systems
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(5) ,,
^^^ ,= ,

^y^
,
=

,,
^'^

,
= dt^^ ^{xi,yx,Zi) n{xi,yi,^i) ^(a?i, 2/1, ^i)

mit den Werten x, y, B von x-^^, y^, z^ für ^=0 gefunden. Die drei

Integralgleichungen können offenbar in der Form angenommen werden:

U{x„y„2,)= U{x,y,2),

(6) • V{x„y^,B;)= V{x,y,z),

^(^1, Vi, ^1) = 'W{x, y, z) H- t

Die Form dieser Gleichungen zeigt unmittelbar, dass diese Gleichungen,

nach x^, y^, z^ aufgelöst, eine Gruppe von Transformationen mit dem

Parameter i vorstellen.

Gra"^e V ^^ erzeugt jede infinitesimale Transformation in x, y, z eine con-

^''^- tinuierliche Gruppe von 00^ Transformationen, die wir eine eingliedrige

Gruppe nennen.

Special!- ^jg uuscrc Betrachtungen gelten nun insbesondere, wenn wir
Bieriing auf O O 7

Bertrf.
^^ y^ ^ statt X, y, z Schreiben und überdies annehmen, dass die be-

treffenden Transformationen Berührungstransformationen sind. Enthält

eine continuierliche Gruppe von oo^ Berührungstransformationen eine

infinitesimale Transformation, so ist dies ebenfalls eine Berührungs-

Be'^hrtrf
transformatiou, die wir also eine infinitesimale Berührungstransformation

nennen. Umgekehrt, jede infinitesimale Berührungstransformation, bei

der X, y, p gewisse Incremente

(7) dx = i{x,y,p)dt-\ , dy= r]{x,y,p)dt-{ ,

dp = nix, y, z) dt -\- • •

erhalten, erzeugt wie oben die infinitesimale Transformation S eine

eingliedrige Gruppe von Transformationen in x, y, p. Dass sie wieder

Berührungstransformationen sind, lässt sich voraussehen und kann

analytisch dadurch bestätigt werden, dass man zeigt, dass sie eine

Gleichung von der Form

dy^ — Px dx^ = Q(dy — p dx)

nach sich ziehen*).

Wir begnügen uns mit dieser Formulierung des Thatbestands:

Jede continuierliche Gruppe von Berührungstransformationen enthält

auch eine infinitesimale Berührungstransformation, und umgekehrt erzeugt

jede infinitesimale Berührungstransformation eine ganz bestimmte ein-

gliedrige Gruppe von Berührungstransformationen.

*) Ausführlicher hierüber in dem Werke: Sophus Lie, Theorie der Trans-

formationsgruppen, bearbeitet unter Mitwirkung von Engel, Bd. II (1890), S. 255,

Satz 2 daselbst.
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Im nächsten Paragraphen werden diese Bemerkungen, nachdem

wir die allgemeine Form einer infinitesimalen Berührungstransformation

aufgestellt haben, durch Beispiele erläutert werden.

§ 2. Bestimmung aller infinitesimaler Berührungstransformationen.

Die Gleichungen

(7) x^==x-{- i{x, y,p)dt-\ , ^1 = 2/ + ri(x, y,p)dt-{ ,

p^ = p-\r7c{x,y,z)8t-\
,

durch die den Coordinaten x, y, z die Incremente

8x = l8t^ , 8y = yi8tA, , 8p = %8t-\

erteilt werden, stellen dann und nur dann eine infinitesimale Berührungs-

transformation dar, wenn vermöge derselben eine Relation von der Form

dy^ — P\ dx^ = Q (dy — p dx)

besteht, in der q eine von Null verschiedene Function von x, y, p
ist. Diese Bedingung liefert durch Einsetzen der Werte (7): Bedingg. f.

inf. Be-

dy^dri8t-{ (^p^n8t-\ ) {dx + di,dt -\ ) = '«•^««»'•f-

= Q (dy — p dx).

Hier ist die linke Seite eine unendliche Reihe nach ganzen positiven

Potenzen von dt. Entsprechend muss also auch rechts die Grösse q
eine Reihe nach ganzen positiven Potenzen von St vorstellen. Es

müssen alsdann in beiden Reihen die gleichhohen Potenzen von öt

dieselben Factoren haben. Da nun links die von dt freien Glieder

diese sind: dy — pdx, so muss folglich q die Form haben:

Q==l -{- 6dt-\ .

Setzen wir die Glieder erster Ordnung in dt rechts und links einander

gleich, so kommt nun:

(8) dr] — pd^ — Tcdx = 0(dy — pdx),

oder, wie wir schreiben können:

d{ri — p^ -\- i,dp — Tcdx == 6(dy — pdx).

Diese Bedingung muss für alle Werte von dx, dy, dp bestehen, in

denen sie linear und homogen ist. Sie zerfällt demnach in drei einzelne.

Diese lassen sich, wenn man

(9) ri — pi = — W{x, y, p)

setzt, o£fenbar so schreiben:

Wx-\-n= 6p,

Wy =-(?,
TT^ _ I = 0.
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Elimination der für uns unwesentliclien Grösse 6 = — Wy liefert:

sodass (9) noch giebt:

rj = p Wp — W.

Die so gefundenen Werte:

(10) ^=Wp, n=pWp~W, n = -W,-pWy
erfüllen die Grleicliung (8) stets, wie auch die Function W von x,y,p

gewählt sein mag. Sie stellen also, wenn man sie mit dt multipliciert,

die Incremente von x, y, p bei einer infinitesimalen Berührungstrans-

formation dar, sobald man, wie wir im Allgemeinen thun, die Glieder

Incremente höherer Ordnung in dt unberücksichtigt lässt. Die Incremente sind
von X, y, p.

also:

(11) dx = Wpdt, dy= {pWp—W)dt, dp= — (W,-\- pW,) dt.

Eine beliebige Function f von x, y, p erfährt bei dieser infini-

tesimalen Berührungstransformation ebenfalls einen unendlich kleinen

Zuwachs, nämlich diesen:

oder:

Dieser lässt sich mit Hülfe des im § 1 des vorigen Kapitels (S. 69)

eingeführten Klammersymbols [] bequemer schreiben. Es ist ja nach

der damaligen Formel (6):

[Wn = Wp{f. +pQ - f^{W.JrpWy)
und daher:

(12) df={iWn-Wfy] dt

Kennt man das Increment df einer beliebigen Function f von

X, y, p bei einer infinitesimalen Berührungstransformation, so kennt

man insbesondere auch die Incremente, die x,y,p bei der infini-

tesimalen Transformation erfahren. Denn sie ergeben sich aus df,

wenn man darin f durch x, y, p ersetzt. Diese Bemerkung legt es

nahe, den Ausdruck

Symbol als Symbol der infinitesimalen Berührungstransformation (11) zu benutzen,

Beriihrgstrf.Hin uud wicder werden wir dies Symbol einer infinitesimalen Berührungs-

transformation auch mit Bf bezeichnen.
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Unsere Ergebnisse sind diese:

Theorem 3: Jede infinitesimale Berührungstransformation

der Ebene ist durch eine einzige Function W(x,y,p) vollständig

bestimmt, die keinerlei Beschränhung unterworfen ist. Bei

dieser infinitesimalen Berührungstransformation erhalten x,y,p

die Incremente:

dx= Wpdt, dy = (pWp—W)dt, dp = — (W.-\-pWy)dt,

und das Symbol der Transformation ist:

Die Function W nennen wir die charakteristische Function der ^^i"-. ^*'*-

d. IUI.

infinitesimalen Berührungstransformation. Berührtrf.

Sie besitzt eine beachtenswerte geometrische Bedeutung. Betrachten Oeom.

wir nämlich irgend ein Linienelement l(x,y, p), das bei der infini- char.

• 1 -r. 1 c ,-
V

'
^'^/'

Function.
tesimalen Berührungstransformation m
das unendlich benachbarte Element ^^

übergeht (Fig. 32). Die Gerade des

Elementes l hat in den laufenden Punkt-

coordinaten i, t) die Gleichung: ^«^{

pQc — x) — (t) — y) = 0,

sodass ein beliebiger Punkt (je, t)) von

dieser Geraden den Abstand hat:

i>(£ — x) —i^ — y)
.

Fig. 32.

yiTF
Insbesondere hat der Punkt des neuen Elementes l^ die Coordinaten

:

l = x-\-dx, t) = y-\- dy.

Er hat also von jener Geraden den Abstand

p Sx — 8y

oder nach (11) den Abstand
W

V^ + p'

Bildet die Gerade des Elementes l mit der ar-Axe den Winkel a,

so ist

2) = tg a,

sodass der besprochene Abstand gleich

TT cos a • öt

ist. Dieses Lot bildet wieder mit der y-Axe den Winkel «. Also ist

Wöt
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gleich der Strecke, die auf der y-Axe von der Geraden des Elementes l

und von der Parallelen dazu durch den Punkt des Elementes l^^ ab-

geschnitten wird.

Gruppe von 1. Beispiel: Setzt man die charakteristische Function
Dilata-
tionen. , —

so lehrt die soeben angegebene Construction, dass der Punkt des neuen

Elementes l^ einen constanten Abstand dt vom ursprünglichen Element

hat. Femer giebt Theorem 3:

oder also

y 1 + p yi + iJ*

Xi = oc+ ,~j~-, 8t, y,=y—~===8t, p^ = p.
yi + p* yi + p

Diese Gleichungen zeigen, dass wir es hier mit der infinitesimalen

Dilatation um die Strecke dt zu thun haben. (Vgl. § 5 des 2. Kap.,

S. 58.) Geht man von einer endlichen Dilatation D aus, so erhält man

in bekannter Weise unendlich viele Dilatationen:

. . . D-™ . . . D-\ D", D\ D^ . . D»» . .
.,

die eine unendliche, aber nicht-continuierliche Gruppe bilden. Wird

die Dilatation D infinitesimal gewählt, so kommt man entsprechend

zu einer nunmehr continuierlichen eingliedrigen Gruppe, die aus lauter

Dilatationen und zwar aus allen Dilatationen besteht.

Analytisch ergiebt sich diese eingliedrige Gruppe durch Integration

des simultanen Systems, das wir im vorigen Paragraphen unter (5)

anführten (S. 92), und das hier so lautet:

yi -\-pi^ dx^ _ yi -\-Pi^ dy^ _dp^ dt

p, — - 1 — "0 — 1
•

^ij Viy Pi sollen sich dabei für ^ = auf x,y,p reducieren. Die

Integration liefert Pi= p und also:

Dies aber ist die Dilatation um die Strecke t.

Wellen- Mit der eingliedrigen Gruppe von Dilatationen steht in genauestem

itotrope'" Zusammenhange das, was man in der Physik unter Wellenbewegung
*
dlüm.

^
in einem isotropen elastischen Medium versteht. Bei der von einem
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einzigen Erregungscentrum
_^o

ausgehenden Wellenbewegung (vgl, Fig. 33)

wird die Bewegung innerhalb eines Zeitabschnittes bis zu allen Punkten p
eines Kreises um den Mittelpunkt Pq etwa

mit dem Radius f fortgepflanzt, genau so

also, wie bei der Dilatation (13) der

Punkt Pq in diesen Kreis übergeht. Man
kann nun einen jeden Punkt p dieses

Kreises als Mittelpunkt einer neuen Ele-

mentarwelle auffassen, die sich nach einem

zweiten Zeitabschnitt bis zu Kreisen mit

gleichen Radien t^ um diese Punkte p>

fortpflanzen. Alle diese Elementarwellen

haben eine Umhüllende, und diese ist nach

dem Huygens'schen Principe die Welle,

die nach der Gesamtzeit aus dem Er-

regungscentrum Pq fortgepflanzt worden

ist. (Es kommt hierbei nur der äussere umhüllende Kreis in betracht,

da die Wellen in einem bestimmten Sinne fortschreiten.) Genau ebenso

aber geht bei der Dilatation

Fig. 33.

(14) OO-i ÜC
j yi = y

— Pi=p

jeder Punkt p des Kreises um Pq in einen Kreis um p mit dem Radius t^

über, sodass der Kreis um p bei der Dilatation (14) in den Kreis um p
mit den Radius t -\- t^ verwandelt wird, also in den Kreis, in den der

Punkt p bei successiver Ausführung der Dilatationen (13) und (14)

übergeht.

Das Huygens'sche Princip deckt sich also damit, dass alle Dilor Huygeng-

tationen eine eingliedrige Gruppe bilden. cip.

2. Beispiel: Es liege eine infinitesimale PwwMransformation vor, Erweiterte

bei der x, y die Zuwüchse erhalten:

8x = %{x,y)8t, 8y = ri{x,y)dt,

die also nur von x, y, nicht von p abhängen. Wir fragen, ob es eine

infinitesimale Berührungstransformation giebt, bei der x, y gerade diese

Incremente erfahren. Ist W die charakteristische Function der frag-

lichen Berührungstransformation, so muss nach Theorem 3

sein. Dies würde also liefern:

rj(x,y).W=^(x,ij)p-
Lie, Geometrie der Berührangstransformationen I. 7 [1. rV. 1895.]
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W wäre also Unea/r in p. Setzen wir andererseits W EE:i,p — iq, so

ergiebt das Theorem 3 für x, y, p die Incremente:

dx== Wpdt = ^dt,

8y = (^pWp—W)öt = ri dt,

(15) 8p = — (W.-\-pWy)dt=::

Die charakteristische Function pi, — iy liefert also wirklich eine in-

finitesimale Berührungstransformation, die x und y gerade die vor-

geschriebenen Incremente ^8t, rjdt erteilt.

In § 1 des 1. Kap. (S. 13) haben wir aber gefunden, dass das

Erweitem der Punkttransformation

^1 = ^(^; y), Vi = ^{^, y)
liefert:

Wenn nun hier

X = x-\-l{x,y)8t, Y=y -\-r}(x,y)dt

ist, so liegt eine infinitesimale Punkttransformation vor, und es kommt
nach (16):

^' ~
1 + (^x + ^yP) ** '

oder, da statt der Division mit 1 -j- (Ix + ^yP) 8 t die Multiplication

mit 1 — (Ix + lj/i>) 8 t vorgenommen werden darf, bei Nichtberück-

sichtigung der höheren Potenzen von 8t:

Pi=P-\- {Vx + {Vy — ^^)p — ^yP^} 8t.

Vergleichen wir diese Formel mit (15), so gelangen wir zu dem

folgenden wichtigen Resultat:

Es ergiebt sich die Erweiterung der infinitesimalen Punkttrans-

formation 8x = ^(x,y) 8t, 8y = rj(x,y) 8t, wenn man der charakte-

ristischen Function einer infinitesimalen Serührungstransformation den

in p linearen Wert i,p — ri erteilt

Anderes 3, Belsplel: Wir haben zum Schluss des § 4 des zweiten Kapitels
Coordina- ^

, , . . .

tensyStern. (S. 55) darauf hingewiesen, dass die analytische Form unserer Theorie

der Berührungstransformationen vom Coordinatensystem unabhängig

ist. Wenn wir z. B. Polarcoordinaten r, <p benutzen, so wird jedes

Linienelement durch seine Coordinaten

r, 9 und g) = ^
gegeben. Alle Bertihrungstransformationen lassen sich bei dieser Wahl
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der Veränderlichen als Transformationen in r, (p und (p' definieren, die

eine Bedingungsgleichung von der Form

d(p^ — ^{ dr^ = Qißtp — (p' dr)

erfüllen. Daher werden die Incremente, die r, 9p, tp' bei einer in-

finitesimalen Berührungstransformation erfahren, genau so durch eine

charakteristische Function W{r, fp, <p') und ihre ersten Ableitungen

nach r, 9, cp' ausgedrückt, wie es in Theorem 3 bei Benutzung ge-

wöhnlicher Coordinaten x,y,y' der Fall war. Nach Theorem 3 haben

wir also zu setzen:

(17) dr^W^dt, dfp= {(p'W^' — W)dt, d(p' =— {Wr+^'W^)8t

Setzen wir z. B. für W die Function Inf. fuss-

, punkt-Trf.

(18) TTee rtp' lg 'L^ - arc tg ry' -f ^,
yi + » 9

so ergiebt sich

8r = r lg
^^

dt,

(19) { dcp == (arctg ry' — 1) dt,

8(p' = — (p'lg
^'^

St.

)/l-f r«93'2

Um die geometrische Bedeutung dieser infinitesimalen Berührungstransformation

zu finden, wollen wir, wie früher einmal gelegentlich, in Beispiel 7 des § 6,

2. Kap. (S. 63), anstelle von qp' als dritte Coordinate des Linienelementes (r, qp, 9')

den Winkel t einführen, den das Element mit dem Radiusvector r bildet, sodass

9> =
r

ist. (Vgl. die dortige Fig. 28.) Es ist nach (19):

dr = 0;

wir können daher die infinitesimale Berührungstransformation auch so schreiben:

(20) 8r = rlg&mf8t, 8(p = (^t — -^ ät, *t == 0,

oder

(20') r, = r(l -f lg sin t-St), qp, = qp + (t - |) 3t, r, =

Wir erinnern nun daran, dass wir in dem oben erwähnten Beispiele die-

jenige Berührungstransformation F^, die durch w- malige successive Ausübung
der Fusspunkt- Transformation mit dem Anfangspunkt O als Pol hervorgeht, in

der Form dargestellt haben (vgl. die dortige Formel (46), S. 64):

(21) ' »•„=»• sin" T, qp„ = qp + WT — - TT , *„ = T.

Man sieht, dass diese insbesondere die Form (20') annimmt, sobald für n die

unendlich kleine Grösse dt gesetzt wird. Wir bemerkten schon damals, dass die

Grösse n nicht notwendig eine ganze positive Zahl ist, sondern vielmehr eine

beliebige Constante sein kann. Lässt man n in (21) variieren, so liegt eine con-

7*
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tinuierliche Gruppe von Berührungstransfojmationen vor, die insbesondere die in-

finitesimale Transformation (20) oder (20') enthält. Dass sie umgekehrt von dieser

erzeugt wird, verificieren wir durch Integration des zu (20) gehörigen Systems von
simultanen Diff'erentialgleichungen

:

r^ lg sin T, 7t

^' ~~
2

dt

mit den Anfangswerten r,cp,t von r^
,

qPj , t^ für t = 0. Es kommt zunächst

Tj = r, darauf

und schliesslich noch

d. h.

= lg sin T,

Also ergeben sich die Werte (21), nur steht statt n die Grösse t. Wir haben
also die eingliedrige Gruppe von Berührungstransformationen vor uns, die ins-

besondere die Fusspunkt- Transformation mit dem Pol und alle ihre Wieder-

holungen sowie die dazu inversen Transformationen enthält.

VeraUge- 4. Beispiel: Wir sahen (im 1. Beispiel), dass die Wellenbewegung im iso-

Diiatation. tropen elastischen Medium in der eingliedrigen Gruppe aller Dilatationen ihren

analytischen Ausdruck findet. Es giebt eine umfassendere Kategorie von ein-

gliedrigen Gruppen von Berührungstransformationen, die in einer ähnlichen Be-

ziehung zur allgemeinsten Wellenbewegung im nicht isotropen Medium stehen:

laf. Be- Wir wählen eine infinitesimale Berührungstransformation, deren charakte-

^^^Q^^^^^' ristische Function W von p allein abhängt, aber sonst beliebig ist:

W = n{p).

Dann ergiebt sich nach Theorem 3:

Sx == n' 8t, Srj = ipn' — n) dt, Sp = o.

Die letzte Formel sagt aus, dass jedes Linienelement parallel mit sich selbst ver-

schoben wird. Durch Integration des Systems:

dxi ^ dyi ^ dpi ^
n'ip,) p,n'{p,)-n{p,) o

ergiebt sich die zugehörige eingliedrige Gruppe von Berührungstransformationen:

(x^=x-\- n'{p)t,

(22) U =y-\-{pn' -n)t,

\pl = p-

Betrachten wir einen beliebigen Punkt {x, y). Er geht bei der durch (22) für

ein bestimmt gewähltes t dargestellten Berührungstransformation in eine Curve
über, deren Gleichung, geschrieben in den laufenden Coordinaten a;, , i/j , durch

Elimination von p aus den beiden ersten Gleichungen (22) hervorgeht. Man findet

dadurch eine Gleichung von der Form:

(23) si{^^^, ^LZl2^) = o.

Die eingliedrige Gruppe (22) besteht somit aus Berührungstransformationen, die

mit allen Translationen vertauschbar sind (vgl. das 3. Beispiel des § 5, 2. Kap., S. 59).
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Bei jeder einzelnen Berührungstransformation dieser Gruppe gehen alle Punkte in

congruente und gleichgestellte Curven über. Variieren wir t, so sehen wir aus
der Form der Gleichung (23), dass die Curven, in welche ein beliebiger Punkt
(x, y) nach und nach bei allen Transformationen der vorliegenden eingliedrigen

Gruppe übergeht, einander ähnlich und ähnlich gelegen sind, indem ihr Äbnlichkeits-

massstab direct durch die verschiedenen Werte von t gegeben wii-d.

Wenn wir z. B. die charakteristische Function W oder TI{p) in der be-

sonderen Form

(24) TFeee n EE |/^V+^'
wählen, in der a, 6 Constanten bedeuten, so ergiebt sich, dass der Punkt {x^ y)
bei der Berührungstransformation (22) in die Ellipse:

{x^—xf iy^ — yY
{aty (bty

= 1

übergeht, geschrieben in den laufenden Coordinaten x^, y^. Diese besondere An-
nahme erläutert die Fig. 34. Der Punkt jj^ geht bei der zum Werte t gehörigen

Fig. 34.

Transformation der eingliedrigen Gruppe in eine Ellipse Tc über. Führt man nach-
her auf alle Punkte p dieser Ellipse die zum Werte ^, gehörige Transformation
der Gruppe aus, so gehen diese Punkte p in Ellipsen über, die einander congruent
und mit Ic ähnlich und ähnlich gelegen sind. Sie besitzen als äussere Umhüllende
eine gewisse Cui-ve \ , in welche die Ellipse k bei der zweiten Transformation
übergeht. Der Aufeinanderfolge beider Transformationen ist die Transformation
der eingliedrigen Gruppe äquivalent, die zum Parameterwert t -\- t^ gehört. Sie

führt den Punkt p direct in die neue Curve \ über, und diese muss daher eine

zu 1i ähnliche, ähnlich gelegene und concentrische Ellipse sein.

Hätten wir der Function W, die nur von p abhängen soll, irgend eine

andere Form erteilt, so wären anstelle aller dieser Ellipsen andere einander
ähnliche und ähnlich gelegene Curven getreten.

Bei der successiven Ausführung der Transformationen unserer eingliedrigen Allgemeine

Gruppe geht also jeder Punkt «„ in eine Reihe einander ähnlicher und ähnlich ,'*^'"="e'^-

T ni 1 T-v • beweg, im
gelegener Curven über. Dies erinnert an die m der Theorie der elastischen elastischen

Medien auftretende Erscheinung: Ist die ganze Ebene von einem elastischen Medium.

Medium erfüllt, in dem sich Bewegungen, die von einem Punkte ausgehen, mit
verschiedenen Geschwindigkeiten nach den verschiedenen Richtungen hin fort-

pflanzen, doch so, dass die Geschwindigkeit nur von der Richtung abhängt, so
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verursacht ein Erregungscentrum p^ nach und nach eine Reihe von Wellen, die

einander ähnlich und ähnlich gelegen sind mit dem gemeinsamen Ähnlichkeits-

punkt Pq. Unsere obige Betrachtung ist eben nichts anderes, als die rein mathe-
Huygens- matische Auffassung des Huygens'sehen Princips, angewandt auf elastische Medien

^"^
^^ip'"*'der genannten Art. Sie zeigt, dass dieses Princip sich damit deckt, dass die be-

trachteten oo^ Berührungstransformationen eine eingliedrige Gruppe bilden. Der
durch die Annahme (24) bewirkte Specialfall tritt in der Optik bei den doppelt

brechenden Krystallen auf.

Wellen bei Liegt irgend eine infinitesimale Berühnmgstransformation mit der charak-

''Qj®p""|'teristischen Function W{x, y, p) vor, sowie die von ihr erzeugte eingliedrige

Bertrf. Gruppe, so führen alle oo^ Berührungstransformationen dieser Gruppe eine be-

liebige Curve successive in eine Schar von oo' Curven über, deren jede folgende

aus der unmittelbar vorhergehenden durch Ausübung der infinitesimalen Be-

rührungstransformation

8x = W^St, Sy = {pW^- W) St, 8p ^- (W^ + i> TT^ dt

hervorgeht. Deutet man t als die Zeit, also St als Zeitelement, so kann man
dies Phänomen als eine Wellenbewegung auffassen. Man kann alsdann von der

Geschwindigkeit sprechen, mit der sich der Punkt p eines Linienelementes l einer

der Wellen bewegt. Geht l in der Zeit St va.\ über, so wird diese Geschwindig-

keit gemessen durch den Abstand der Punkte der beiden Elemente l und Zj

,

dividiert durch St. Projiciert man den Abstand auf die Normale des Elementes l,

d. h. auf die Wellennormale, und dividiert die Protection durch St, so erhält

Normaige- man* können wir sagen, die Normalgeschwindigkeit der Welle an der betrefi'enden

'"d^eff Stelle. Infolge der oben (S. 95) gegebenen geometrischen Deutung (vgl. Fig. 32)

ist diese Normalgeschwindigkeit gleich

W
yr+y^

^''trf^der'
^* Beispiel: Wir suchen jetzt die allgemeinste infinitesimale Be-

Mechanik. rührungstransformation der Ebene, bei der jedes Linienelement {x,y,p)

eine solche neue Lage (x -\- öx, y -\- dy, p -\- dp) erhält, dass die

Verschiebungsrichtung dy : 8x des Punktes des Elementes (x, y, p)

und die Gerade dieses Elementes auf einander senkrecht stehen. Da

die soeben erwähnte Gerade in den laufenden Coordinaten g, Q die

Gleichung hat:

p{l — x) — {\)
— y) = 0,

so soll also sein:

8x-\-p8y = (d.

Wir suchen mithin alle infinitesimalen Berührungstransformationen , hei

de)wn

(25) dx-\-pöy =
ist. Nach Theorem 3 müssen ihre charakteristischen Functionen W
der Relation genügen:

(26) W,+p(pWp~W) = 0,
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oder

dp 2 dp ^

woraus sich ihye allgemeine Form ergiebt:

(27) W=^(x,y)yr^fJ\
Hierin bedeutet £l(Xj y) eine willkürliche Function von x, y. Nach

Theorem 3 kommt

{2r)8x= ^^^^H, dy=:^f^^8t, dp=-{Sl,-\-p^,;)yi^pHt

Zu denselben infinitesimalen Berührungstransformationen der Ebene

wird man geführt, wenn man alle die sucht, hei denen jeder PunM in

einen unendlich Meinen Kreis übergeht, der den Punkt zum Mittelpunkt

hat'^ hierbei sind die erweiterten Punkttransformationen von vornherein

ausgeschlossen. Diese Forderung drücken wir nämlich so aus, dass

wir verlangen, dass dx^ + ^2/^ von p unabhängig sei, obgleich da; und

8y nicht beide frei von p sein sollen. Wir fordern also, dass der

Ausdruck
Wp'-^(pw,— wy

frei von p sei. Dies giebt die Bedingung:

w,Aa-{-p')w,-pW\ = o.

Da dx und dy nicht beide frei von p sein sollen, so ist Wpp sicher ver-

schieden von Null. Es bleibt also gerade die Bedingung (26).

Üben wir eine der gefundenen infinitesimalen Berührungstransfor-

mationen (27') fortwährend aus, so ergiebt sich eine eingliedrige Gruppe.

Eine beliebige Curve c geht bei dieser Gruppe in eine Schar von

oo^ Curven c^ über. Dabei liegen die Punkte der Linienelemente, in

welche irgend ein Linienelement l von c nach und nach übergeht, auf

einer Orthogonahurve dieser Schar. Es wird also von den Curven Cj

und den Punktorten der aus den Linienelementen von c hervorgehenden

Linienelemente ein Orthogonalsystem erzeugt.

Die eingliedrige Gruppe von Dilatationen gehört als SpecialfaU

hierher. In diesem speciellen Falle bestehen die zugehörigen Orthogonal-

systeme aus oo^ parallelen Curven zusammen mit ihren gemeinsamen

Normalen.

Die in diesem Beispiele betrachteten Berührungstransformationen

spielen in der Mechanik eine wichtige Rolle, worauf wir später zurück-

kommen*).

*) Siehe Lie, Die infinitesimalen Berührungstranaformationen der Mechanik.
Leipziger Berichte 1889, S. 145— 153. Daselbst ist die Betrachtung für den Fall
eines Raumes von n Dimensionen angestellt.
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^ielini'B^e-
Jetzt gehen wir dazu über, die gewöhnlichen Differentialgleichimgen

'"^[*J[g
86- e^5^e^ Ordnung in x,y zu hetrachten, die eine Berührmigstransformaticm

und insbesondere eine infinitesimale Beriihrungstransformation gestatten.

Indem wir auf Satz 6 des § 3 des 2. Kap. (S. 47) verweisen,

erinnern wir an Folgendes: Die vorgelegte Differentialgleichung

(28) y'-co(x,y)==Q

gestattet die gegebene Berübrungstransformation

(29) x^ = X(x, y, y'), y^ = Y{x, y, y'), y,' = P(x, y, y'),

oder — wie wir auch sagen — sie bleibt bei ihr invariant, wenn die

aus (28) vermöge (29) hervorgehende Gleichung genau die Form (28)

hat, nur geschrieben in x^,y^,y^y also die Form:

2/i'
— ö(^l;^l)==0•

Alsdann führt unsere Berührungstransformation (29) jede Integral-

curve der Differentialgleichung (28) wieder in eine Integralcurve

derselben Differentialgleichung über. Die Berührungstransformation

(29) ordnet dabei jedem Linienelement {x, y,
y' = co) einer Integral-

curve von (28) ein Linienelement der neuen Integralcurve zu, also

auch jedem Punkt einer Integralcurve einen Punkt einer anderen Integral-

curve derart, dass allen Punkten einer Integralcurve alle Punkte einer

anderen Integralcurve entsprechen. Hierdurch erhalten wir also eine

^Pkttrf^'
-Pw^^J^^ransformation, die jede Integralcurve in eine Integralcurve ver-

wandelt. Ihre Gleichungen erhalten wir, indem wir ^' = « in (29)

einsetzen, in der Form:

x^ = X(x, y, a), y^= Y{x, y, co).

Satz 1 : Gestattet die gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung

in X, y:
y' — (a(x,y) =

die Berührungstransformation

x^ = X(x, y, y'), y^ = Y{x, y, y'), y/= Pix, y, y'),

so gestattet sie auch die Punhttransformation:

x^ = X{x, y, a){x, y)), y^ = Y(x, y, g){x, y)).

Beide Transformationen vertauschen die Integralcurven der Differential-

gleichungen in derselben Weise unter einander.

Tririaie Trf. Unter ciucr trividlcfn Berührungs- bez. Punkttransformation einer

Differentialgleichung (28) soll künftig eine solche verstanden werden, die

jede Integralcurve nicht in eine andere Integralcurve, sondern in sich

selbst überführt. Man sieht, dass die vorgelegte Berührungstrans-
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formation und die aus ilir abgeleitete Punkttransformation der Diffe-

rentialgleichung (28) immer gleichzeitig nicht -trivial oder trivial sind.

Unsere Betrachtungen gelten nun insbesondere für infinitesimale P^^f^^^l,

Transformationen:
*'"^'

Liegt die Differentialgleichung

(28) y —Gi{x,y)==0

vor und gestattet sie eine bekannte infinitesimale Berührungstransfor-

mation:

(29) 8x=^i,(x,y,y;)8t, dy = r}{x,y,y') dt, 8y' = 7t{x,y,y') öt,

deren Symbol also die Form hat:

so gestattet sie also auch die infinitesimale PM«Ä;rtransformation:

(30) dx = l{x,y,Gi)dt, dy = r](x,y, (o) St.

Bei dieser erfährt eine beliebige Function f von x und y den Zuwachs,

der gleich

Uf^ %{x, y, fo) 1^ + r}(x, y, o)
^^ ,

multipliciert mit 8t^ ist.

Ist nun die vorgelegte infinitesimale Berührungstransformation Bf
nicht -trivial, so ist es auch nicht die infinitesimale Punkttransformation

(30) oder Uf. Es besteht nun der Satz, dass die Differentialgleichung

(28) durch Quadratur integrierbar ist, sobald sie eine bekannte nicht-

triviale infinitesimale Punkttransformation gestattet.

Denn wenn ^{x, y) Integral von (28) ist, also

^(x, y) = Const.

die unbekannten oo^ Integralcurven darstellt, so muss einerseits wegen

(28) identisch

(31) ^, + c^^ =
sein und andererseits der Zuwachs d^ von O bei der infinitesimalen

Punkttransformation (30) eine Function von O werden*):

d0 = 0^Sx-\- 0ySy = Sl(0)dt,

anders geschrieben

(32) UO = Sl[(0).

Diese Function £1(0) ist nicht identisch Null, denn sonst würden die

einzelnen Integralcurven = a vermöge der Transformation (30) in

*) Ausführlicher hierüber in den Vorlesungen über Differentialgleichungen

mit bekannten infinitesimalen Transformationen, Kap. 6.
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sich übergehen, also die Transformation (30) trivial sein. Aus (31)

und aus der Gleichung (32) oder:

^(x, y, «) ^^ -{- ri(x, y, (o) 0,j = Sl{0)

lassen sich nun ^x und 0,j berechnen, sodass sich für d^^E03idx-\-^ydy
ergiebt;

fZ<& dy — (o dx
Sl(^) rj(x, y, a>) — (o^{x, y, w)'

Da jede Function von ^ wieder ein Integral ist, so ergiebt sich folglich

ein Integral durch Quadratur des vollständigen Differentials:

™ /• dy — codx

J vix, y, ß>)— «^(a;, y,
»)*

Für dies Integral 'J*" ist U^^l. Hiermit haben wir gefunden:

^"'durch"** ^^^^ ^- Gestattet eine vorgelegte gewöhnliche Differentialgleichung

Quadratur, g^^,^^ Qy^fm^ig {fi X,y:

tf — mix, y) =
eine hehannte nicht- triviale infinitesimale Berührungstransformation, so

ist sie durch eine Quadratur integrierhar.

Unter einer trivialen Berührungstransformation einer Differential-

gleichung y' = co(x, y) verstanden wir eine solche, die jedes Linien-

element hinführt längs der Integralcurve, dem es angehört, sodass also

jedes dieser Linienelemente mit dem durch die Transformation hervor-

gehenden vereinigt liegt. (Vgl. § 1 des 2. Kap., S. 38.)

Wir können nun umgekehrt, wenn eine infinitesimale Berührungs-

transformation mit der charakteristischen Function W vorliegt, die

Frage nach allen den gewöhnlichen Differentialgleichungen erster

Ordnung stellen, die sie in trivialer Weise invariant lässt.

Linieneiem., Um dies ZU erledigen, wollen wir zuerst nach allen den Linien-
dia in vpr-

einte trf. dementen der Ebene fragen, die vermöge der Transformation in solche

übergehen, die mit den ursprünglichen jedesmal vereint liegen: Das

Element (x, y,p) geht vermöge der vorgelegten infinitesimalen Be-

rührungstransformation in ein neues Element {x-\- 8x, y-\-Sy,p-]r 8p)

über. Letzteres liegt mit ersterem vereint, wenn

dy — pdx =
ist. Nach Theorem 3 giebt dies einfach:

W{x, y, p) = 0.

Die Gleichung W(x, y, p) = definiert mithin alle die cx>^ Linien-

elemente (x, y, p) der Ebene, deren jedes mit dem durch die infini-

tesimale Berührungstransformation hervorgehenden Elemente vereint ist.
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Es liegt nahe zu vermuten, dass die Schar aller dieser oo^ Linien-

elemente bei der vorgelegten infinitesimalen Berührungstransformation

in sich transformiert wird. In der That ist die Änderung, die W
vermöge der infinitesimalen Transformation erfährt:

öWe^ W^dx + W,jdy + Wpdp,

infolge des Theorems 3 gleich:

dW=—WW,dt,
d. h. für die Linienelemente, für die W= ist, ist auch dW= 0.

Es wird also die Schar der betrachteten oo^ Linienelemente in sich

transformiert. Da ferner jedes dieser JElemente in ein mit ihm vereintes

übergeht, da sich andererseits diese oo^ Elemente in cx;^ Element-

vereine anordnen, so wird jeder dieser Elementvereine von der vor-

gelegten infinitesimalen Berührungstransformation in sich übergeführt.

Diese oo* Elementvereine sind die Integralgebilde der gewöhnlichen

Differentialgleichung erster Ordnung W(x, y,y')= 0. Diese Differential- ^if/gT^ "a
gleichung bleibt also in trivialer Weise invariant und ist andererseits

die einzige, die in trivialer Weise invariant bleibt.

Satz 3: Es gieht oo^ lAnienelemente, die durch die infinitesimale

Berührungstransformation mit der charakteristischen Function W(x,'y,p)

so transformiert werden, dass das transformierte Element mit dem ursprüng-

lichen vereint liegt. Es sind dies die durch die Gleichung

W(x, y,p) =
defnierfen Elemente. Die Schar dieser Elemente ist bei der infinitesimalen

Berührungstransformation invariant. Die Integralgebilde der Bifferential-

gleichung erster Ordnung W= sind die einzigen Elementvereine, die

bei der infinitesimalen Berührungstransformation einzeln invariant bleiben.

Es ist ferner W= die einzige Differentialgleichung erster Ordnung in

X, y, die bei der infinitesimalen Berührungstransformation in trivialer

Weise invariant bleibt.

§ 3. Differentialinvarianten einer infinitesimalen Berührungs-

transformation.

Es liege eine infinitesimale Berührungstransformation vor:

(.33) dx = Wp dt, 8y = {pWp — W) 8t, 8p = — {W^ + pW,;) 8t.

Sie erteilt x, y, p unendlich kleine Incremente. Wir verstanden unter

X, y, p die Coordinaten eines Linienelementes. Wir können aber, wenn
es uns beliebt, x, y, p auch als gewöhnliche Punktcoordinaten im

Baume auffassen.
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Abbild g. d.

Linienel. als
Bei dieser Deutung von x, y, p wird, können wir sagen, jedes

Räumet Linieueleuient l der {xy)-Woene in einen Punkt des Raumes {x, y, p)
abgebildet, und zwar in den Punkt,

der vor bez. hinter der (o;«/) -Ebene

im Abstände p vom Punkte (x, y) des

Linienelemente^ l gelegen ist. (Vgl.

Fig. 35.) Umgekehrt wird jeder Punkt

im Räume (x, y, p) ein ganz be-

stimmtes Linienelement der Ebene dar-

stellen.

Die Gleichungen (33) definieren bei

dieser Auffassung eine infinitesimale Punlcf-

transfortnation des Baumes (x, y, p). Führt

man eine solche fortwährend aus, so beschreibt jeder Punkt allgemeiner

Baiincurve. Lage (x, y, p) in diesem Räume eine Curve, seine JBahncurve. Wird

dt als Zeitelement gedeutet, so definieren also die Gleichungen (33)

eine stationäre Strömung im Räume (x, y, p). Der Punkt (x, y, p)
wird in der Zeit t in eine neue Lage {Xi,y^,p^) übergeführt. Diese

ergiebt sich durch Integration der simultanen Differentialgleichungen:

Fig. 35.

(34) W7
Pi

dy^ _ dp^ ^j.

wenn man noch die Bedingung stellt, dass sich oc^,y^,p^ für ^ =
auf X, y, p reducieren sollen. In den Gleichungen (34) soll W^ die

Function W, geschrieben in x^, y^, x\ statt x,y,p vorstellen; der

Kürze wegen bezeichnen wir die Ableitungen von W^ nach x^,y^,p^

einfach mit Wx^, Wy^ und Wp^.

Da eine stationäre Strömung im Räume vorliegt, erhalten wir

nur oo^ Bahncurven. Jede Bahncurve wird bei Ausführung der in-

finitesimalen Punkttransformation (33) des Raumes {x, y, p) in sich

verschoben, indem ihre Punkte längs der Curve hinwandern. Sie bleibt

^"curvJ!** also invariant. Es giebt somit gerade oo^ in den ganzen Raum (x, y, p)
verteilte invariante Curven. Denn es erhellt sofort umgekehrt, dass

eine invariante Curve entweder Bahncurve ist oder aber aus lauter in-

varianten Punkten bestehen muss. Letzteres kann aber nicht für oo^

in den ganzen Raum verteilte Curven eintreten, da sonst alle Punkte

des Raumes fest wären.

Soll eine Fläche des Raumes (rr, y, p) invariant bleiben, so kann

sie zunächst aus lauter einzeln invarianten Punkten bestehen. Für

diese ist dx = dy = dp = 0, d. h. nach (33)

Invariante
Fläche.
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Unter Uraständen giebt es oo^ Wertsysteme (x,y,p), welche diese

drei Gleichungen erfüllen. Sie werden dann oo^ einzeln invariante

Punkte darstellen, die eine isolierte invariante Fläche bilden. Im all-

gemeinen aber wird es keine solche Fläche geben. Eine invariante

Fläche kann nun andererseits aus nicht-invarianten Punkten bestehen,

aus Punkten also, die Bahncurven beschreiben. Diese Curven müssen

dann vollständig in der invarianten Fläche verlaufen. Die Fläche wird

mithin von oo^ Bahncurven erzeucht. Umgekehrt leuchtet ein, dass

jede von oo^ Bahncurven erzeugte Fläche invariant ist.

Die oo^ Bahncurven im Räume (x, y, p) werden sich durch zwei

Gleichungen

'u(x, y, p) = Const., v(x, y, p) = €onst.

darstellen lassen, in denen w, v von einander unabhängig sind. Dabei

sind u, V Integrale des Systems von simultanen Differentialgleichungen:

dx dy dp
(34')

W, PW^-W -W-pW„

Invar.
Functionen.

Eine von oo^ Bahncurven erzeugte invariante Fläche wird weiterhin

allgemein durch eine beliebige Relation zwischen u und v.

(35) Sl{u, v) =
dargestellt, denn diese Fläche enthält ja oo^ Curven u = a, v = h.

Diese Betrachtungen zeigen überdies, dass die Functionen u und v bei

der infinitesimalen Transformation (33) — ebenso bei jeder endlichen

Transformation der zugehörigen eingliedrigen Gruppe — invariant

bleiben, und femer, dass eine jede Function von x, y, p, die diese

Eigenschaft besitzt, die Form £l(u,v) hat.

Im vorigen Paragraphen (S. 107) haben wir schon erkannt, dass W=0
eine invariante Gleichung ist. Entweder enthält die Fläche W=
also oo^ Bahncurven oder sie besteht aus lauter einzeln invarianten

Punkten. Im ersteren FaU hat TT = auch die Form Sl(u, v) = 0,

und der letztere FaU tritt ein, wenn, wie oben bemerkt wurde, infolge

von W=0 auch Wp=0 und "PT^-j- jpTFy= ist.

Gehen wir nun von der Deutung im Räume (x, y, pi) zur (xy)-

Ebene der Linienelemente (x, y, p) zurück, so erhalten wir zunächst

unmittelbar den

Satz 4: Jede infinitesimale Berührungstransformation der (xy)-Ebene ^'^^^<^^^-

lüsst zwei von einander unabhängige Functionen u, v von x, y, p invariant, Bertrf.

und die allgemeinste invariante Function von x, y, p ist eine heliebige

Function il(u,v) von diesen beiden. Diese invarianten Functionen sind

die Integrale des Systems von simultanen Differentialgleichungen:
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dx dy dp

wenn W{x, y, p) die charakteristische Function der infinitesimalen Be-

rührungstransformation ist,

ferner:

Gie^hy^bei ^^^^ ^' ^^^ allgemeinste Schar von oo^ Linienelem^nten, die hei einer

inf. Kertrf. ^-^y^^^YesmaZm Berührungstransformation der (xy)-Ebene invariant hleiht,

wird dargestellt durch eine heliehige Gleichung zwischen den beiden im

vorigen Satze erwähnten invarianten Functionen u, v:

Sl(u, v) = 0.

Zu diesen Gleichungen tritt, wenn sie nicht schon unter ihnen enthalten

ist, nur noch die eine:

W{x,y,p) =
hinzu, wenn W die charakteristische Function der vorgelegten infinitesi-

malen Berührungstransformation ist.

Wir nennen jede bei einer infinitesimalen Berührungstransformation

Differential-invariant bleibende Function von x, y, p eine Differentialinva/riante
invarianten

_ _

j x/ j j-
^

i.ordn. erster Ordnung. Die Functionen u,v sowie allgemein die beliebige

Function SL{u,v) von u, v stellen demnach die Differentialinvarianten

erster Ordnung im vorliegenden Falle dar. Ist Bf das Symbol der in-

finitesimalen Berührungstransformation, so können wir diese Differential-

invarianten fix, y, p) statt als Integrale des obigen Systems von simul-

tanen Differentialgleichungen natürlich auch definieren als die Lösungen

der linearen partiellen Differentialgleichung

Bf=0.
Sicher sind nicht alle Differentialinvarianten erster Ordnung frei \onp.

Denn sonst müssten x, y selbst Differentialinvarianten sein, d. h. es

wäre Wp^O und pWp — W^O, d. h. W müsste identisch ver-

schwinden.

Wir können also auch den Satz aussprechen:

Satz 6: Jede infinitesimale Berührungstransformation der (xy)-Ebene

besitzt unendlich viele Differentialinvarianten erster Ordnung. Die all-

gemeinste ist eine beliebige Function Sl(u,v) von zwei von einander un-

abhängigen u und V. Es sind niemals beide Differentialinvarianten u, v

frei von p.

Geom. Wir erhielten diese Ergebnisse durch anschauliche Betrachtungen

er Ebene, im Raumc (x
, y, p). Wir wollen aber andeuten, wie man zu ihnen

auch durch Betrachtungen in der Ebene kommt: Bei beständiger
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Ausübung der infinitesimalen Berührungstransformation (33) wird ein

allgemeines Linienelement (x, y, p) der (xy)-Waeii& nach und nach

unendlich viele Lagen annehmen, die continuierlich auf einander folgen,

aber im allgemeinen keinen Elementverein bilden. Jede derartige Schar

von oü^ Linienelementen bleibt bei der infinitesimalen Berührungs-

transformation (33) invariant. Insgesamt erhalten wir in dieser Weise

oo^ Scharen von je oo^ Linienelementen der (ici/)- Ebene derart, dass

sie erstens zusammen alle oc^ Linienelemente der Ebene umfassen,

und dass zweitens jede dieser Scharen einzeln bei der infinitesimalen

Berührungstransformation (33) invariant bleibt. (Vgl. Fig. 36, nächste

Seite, die zu einem Beispiel gehört.)

,

Fassen wir nunmehr oo^ solche invariante Scharen von je oo^

Linienelementen nach einem beliebigen Gesetze zusammen, so erhalten

wir jedesmal eine invariante Schar von oo^ Linienelementen, die durch

eine Gleichung

dargestellt wird.

Es ist jedoch nicht nötig, diese Betrachtungen, die genau zu den

früheren Ergebnissen führen würden, in ihren Einzelheiten weiter zu

verfolgen. Wir empfehlen aber ihre Durchführung dem Leser zur

Übung und bemerken nur noch, dass sich die besprochenen Scharen

von oo^ Linienelementen im Räume als die oben betrachteten Bahn-

curven darstellen.

Dagegen müssen wir dem Satze 5 eine zwar naheliegende, aber

doch wichtige neue Form geben: Die oben betrachteten Gleichungen

Sl(u^ v) = sind Z)*/f<srewifiaZgleichungen in x, y. Deshalb fonnulieren

wir den Satz 5 jetzt so:

Satz 7: Die allgemeinste gewöhnliche Differentialgleichung erster invar.

Ordnung in x, y, die bei einer vorgelegten infinitesimalen Berührungs-

transformation mit der charakteristischen Function W{x, y, p) invariant

hleiht, imrd erhalten durch NuMsetzen einer beliebigen Differentialinvariante

erster Ordnung. Zu diesen Differentialgleichungen tritt, wenn nicht schon

unter ihnen enthalten^ nur noch die eitle

W(x,y,p) =
hinzu. Letztere ist die einzige, die in trivialer Weise invariant bleibt

1. Beispiel: Liegt eine infinitesimale Dilatation vor, so kann man Beispiele,

ohne Mühe geometrisch die invarianten Differentialgleichungen erster

Ordnung construieren. Da nämlich die Dilatation jede Curve in eine

Parallelcurve verwandelt, so hat eine solche Differentialgleichung zu
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Fig. 36.

Es muss

Integralen™ eine Schar von Parallelcnrven, d. h. alle Evolventen

einer hdiebig m wählenden Curve. Die oc^ Linienelemente smd also

hier alle Linienelemente, welche die ian-

genten dieser Curve senkrecht schneiden.

(Vgl. Fig. 36.) Die invarianten Scharen

von oo^ Elementen bestehen aus den Ele-

menten, die eine dieser Tangenten senk-

recht schneiden.

2. Beispiel: Hängt die charakte-

ristische Function W der vorgelegten

infinitesimalen Berührungstransforma-

tion nur von p ab, so liegt eine

Transformation vor, die wir in dem

4. Beispiel des § 2 dieses Kapitels

(S. 100) betrachteten. Die invarianten

Differentialgleichungen erster Ordnung

schreiben wir hieram vorteilhaftesten so

:

^-n^,i)) = o.

sein infolge von , = Fix, p). Ist nun W= U^P), so ist nach

Theorem
3:^^^^,^^^ ^, = (pH' - 17) d^, ^1^ = 0.

Es soll also

(36)
pn' — n—F.n' =

sein infolge ™n y = F{x,p), d. h. aber identisch Null da die Gleiehnng

r36).ar°nicM /enthält. F. muss somit eine Function von j,
allem

S fndem 12' nicht Null ist, da sonst il nach (36) Null wa,-e, was

natürlich ausgeschlossen ist. Ist aber

so kommt
f.= y(^)* + f(p).

Die gesuchten Differentialgleichungen haben also die Form:

(37)
t,-<,p(p)a;-fO) = 0,

ve„«g...,i,„ die der verdkemei«^tm Gakaurschen DiffermtMgleuimw,, die

.S'.'Äi.^ir in 8 4 des I.Kap. (S. 32) besprochen haben.

Wir können sie natürlich auch durch directe Anwendung des

Satzes 7 bestimmen. Zu dem Zweck ist das System

IT

dy __ dp

pn' — n
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zu integrieren. Ein Integral ist p, ein anderes (pll' — TT) x — TT'?/.

Wenn also

pU' — n
TL'

= <p(p)

in Bertrf.

gesetzt wird, so haben wir die Integrale p und y — ^{p) x, sodass die

gesuchte Differentialgleichung als allgemeine Relation zwischen diesen

beiden Grössen wieder die obige Form (37) hat.

Im nächsten Paragraphen werden wir beweisen, dass man, sobald

eine Differentialinvariante erster Ordnung bekannt ist, eine zweite

durch Quadratur zu finden vermag. Wir bedürfen dazu jedoch einiger

Vorbereitungen, die hier ihren Platz finden mögen.

Es liege eine endliche Berührungstransformation vor: Neue ver-® ^ änderliche

(38) X, = X(x, y, p), y, = Y(x, y, p), p^ = P{x, y, p).

Führen wir statt x^ y, p neue Veräjiderliche i, t), p vermöge einer

Berührungstransformation ein:

(39), ic = ?ß{x,y,p), t) = '§{x,y,p), p = ^(x,y,p)

und gleichzeitig statt x^, y^^, p^ neue Veränderliche Ji, t)i, ^i durch die

mit (39) ganz gleichgebaute oder, wie wir sagen, cogrediente Berührungs-

transformation:

(40) Ji = 3e(a;i,2/i,i>i); 9i = D(^i, ^i, ä), ^i = ?(^i, 2/i, ä)?

so ergeben sich drei Gleichungen in J, t), p und £i, ^i, pi, die sowohl

hinsichtlich der drei ersten als hinsichtlich der drei letzten Veränder-

lichen auflösbar sind. Es gehen also die Gleichungen einer Trans-

formation hervor:

(41) i, = ^(j, t), p), \), = W{^, t), p), Vi = X(i, t), p).

Wir können leicht nachweisen, dass dies eine Berührangstransformation

ist. Infolge der Berührungstransformationen (38), (39), (40) bestehen

ja Relationen von der Gestalt:

dy^ — i>i dx^ = q(x, y, p) (dy — p dx),

dt) —p di^ = 6{x, y, p) {dy — p dx),

^9i — Pi <^£i = ^i^vVvPi) (ßy^—PidXy),
woraus folgt:

Vermöge (38), (39), (40) lässt sich hierin der Factor rechts durch J, t), p

allein ausdrücken. Die dadurch hervorgehende Relation

d\), — Vi <^?i
= t(£, t), V) {d\) — pdi)

Lie, Geometrie der Berührongstransfonnationen I. 8 [1. IV. 1895.]



114 Kap. 4. Die infinitesimalen Berührungstransformationen der Ebene.

miiss dann infolge von (41) bestehen. Sie sagt aus, dass die neue

Transformation (41) eine Berührungstransformation ist.

Wir haben in die Berührungstransformation (38) dadurch neue

Veränderliche eingeführt, dass wir durch cogrediente Gleichungen (39)

und (40), die ebenfalls Berührungstransformationen darstellen, sowohl

für die ursprünglichen als auch für die transformierten Veränderlichen

neue Veränderliche einbrachten. Wir sagen kurz, dass wir in die

Berührungstransformation (38) vermöge der Berülirungstransformation

(39) neue Veränderliche eingeführt haben, oder auch: Wir haben die

Berührungstransformation (39) auf die Berührungstransformation (38)

ausgeübt.

Die Einführung der neuen Veränderlichen kann, wenn man will,

aufgefasst werden als die Zugrundelegung eines neuen Systems von

Coordinaten j, ^, p der Linienelemente anstelle der alten Coordinaten

ic, 2/, i>; dann ist es naturgemäss, dass man auch die transformierten

Linienelemente {x^, Vi, Pi) a-uf dasselbe neue Coordinatensystem bezieht,

d. h. sie durch £i, ^i, pi bestimmt.

Satz 8: Jede Berührungstransformation geht durch Einführung neuer

Veränderlicher vermöge einer Berührungstransformation wieder in eine

Berührungstransformation über.

Neue Ver- Liegt uun eine eingliedrige Gruppe von Berührungstransformationen

eingi. Gr. vor, SO wird sie durch Einführung neuer Veränderlicher vermöge einer

Berührungstransformation wieder in eine eingliedrige Gruppe von

Berührungstransformationen übergeführt werden. Denn die Gruppen-

eigenschaft derjenigen Operationen, die in der vorgelegten eingliedrigen

Gruppe ihren analytischen Ausdruck finden, kann selbstverständlich

durch Einführung eines neuen Coordinatensystems nicht gestört werden.

Insbesondere muss die infinitesimale Transformation der ursprünglichen

eingliedrigen Gruppe in die der neuen übergehen. So folgt denn, dass

jede infinitesimale Berührungstransformation durch Einführung neuer

Veränderlicher vermöge einer Berührungstransformation wieder in eine

infinitesimale Berührungstransformation übergeht *).

Ist

(42) l = ^{x,y,p), t) = ^{x,y,p), )? = ^(,x,y,p)

eine vorgelegte Transformation, vermöge derer neue Veränderliche

j, l), p in die infinitesimale Transformation

*) Ausführlicher hierüber in §1,2 des 3. Kap. der Vorlesungen über DiffC'
rentialgleichungen mit hek. infin. Transformationen, sowie in der Theorie der

Transformationsgruppen, 2. Abschn., 15. Kap.
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(43) B^^||Z + ,|/ + „|£

eingeführt werden sollen, so bemerkt man, dass wegen

sofort folgt:

d^ = Bi'dt, dt) = B\)-dt, dp = Bpdt
und daher

Es ist daher

(44) ^f^B,-l^ + B^.I^+Sp-ll
Symbol der

das Symbol der infinitesimalen Transformation in den neuen Veränder- neuen int.

liehen. Natürlicli sind jBj, Bt), Bp vermöge (42) von x, y,p zu befreien

und durch J, ^, p allein auszudrücken.

Insbesondere gilt dies, wenn die Transformationen (42) und (43)

Berührungstransformationen sind.

Beispiel : Führen wir in die infinitesimale Dilatation mit der charakteristischen BeispieL

Function

TT— l/l + p^

neue Veränderliche j, ^, p vermöge der Transformation durch reciproke Polaren

(vgl. S. 24) ein:

(45) E = — i?, \) = xp — y, ^ = — ic,

so haben wir zu setzen:

Bf- ^ ^- ^ ^-

Es kommt also nach (45):

Bi = o, B^ = yi + p' = yi + i\ Bp p
y\ + p^ yi + 1^

und das Symbol der hervorgehenden infinitesimalen Berührungstransformation
lautet daher:

Es ist dies die infinitesimale Berührungstransformation mit der charakteristischen

Function

SB - - -J/I + E^

Wir fügen hinzu: Ist W die charakteristische Function der in-Ciiar rct.d.
c> neuen int.

finitesimalen Berührungstransformation Bf, so ist, wie Theorem 3 ^e'*»^-

zeigt:

(4C) WE^p^ — ri.

Es ist aber | ^ Bx, rj ^ By, also

W= pBx — By.
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Analog wird daher die transformierte infinitesimale Berührungstrans-

formation 33/" die charakteristische Function haben:

oder da:

' ^ dx'' ^ dy
~*' dp

ist, diese

Nun besteht vermöge der Berührungstransformation (42) eine Relation

von der Form
d\) — pdi = Q (dy — p dx).

Daher ist:
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hekannt ist, eine zweite davon unabhängige Differentialinvariante erster

Ordnung v {x, y, p) durch Quadratur m finden ist.

Es sei

' ^ ex ^ ' cy ^ dp

das Symbol der infinitesimalen Berührungstransformation. Alsdann

sind, wie wir wissen (vgl. S. HO), die Differentialinvarianten erster

Ordnung die Lösungen der linearen homogenen Differentialgleichung

Bf=0.
Wir nehmen an, eine Differentialinvariante erster Ordnung u{x,y,li)^^l^]B^^:

sei bekannt. Alsdann ist mithin ^*°''*-

Bu = 0.

Jede der oo^ Differentialgleichungen erster Ordnung:

(48) u{x, y, p) = a,

die zu den verschiedenen Werten von a gehören, ist nun bei jB/" invariant

oder gestattet Bf. Nach Satz 2 des § 2 (S. 106) lässt sie sich daher

durch eine Quadratur integrieren. Wenn wir das damals angewandte

Verfahren hier benutzen wollen, so lösen wir zunächst die Differential-

gleichung (48) nach p auf:

(49) p = co{x, y, a)

und bilden

Uf= ^(x, y, (o) 5^ -f ri{x, y,(o)^'

Alsdann existiert ein solches Integral ^, das der Relation genügt:

(50) UW^h
Wie an der bezeichneten Stelle ausgeführt wurde, lässt es sich durch

Quadratur finden, und wir nehmen an, dass wir es so bestimmt haben.

Die Function W enthält ausser x, y noch die Constante a. Wenn wir

nun in ^{x, y, a) für diese sicher auftretende Constante a die Function

u{x,y,p) setzen, so geht aus W eine neue Function

W{x, y, u)

hervor, die x, y, p enthält. Diese Function hat nun eine besondere

Eigenschaft.

Setzen wir sie in das Symbol Bf für f ein, so kommt der Aus-

druck BW. Nun aber enthält die neue Function W die Grössen x

und y an zwei Stellen, einmal explicite und dann in u. Daher wird:

^ ^
' \cx ' du oxf ' ' \cy ' du oyl ' cu cp

i,cW . dW , dW l^. du ,
eil , cu\

ex ' ' dy ' cu V ex ' cy ' dp/
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Der in der letzten Klammer stellende Ausdruck aber ist Bu und daher

identisch Null. Der Ausdruck

IK y^p)''^^ + vi^, y,p) j^
geht ferner aus

U^EE^i,{x,y,(o) ^^-\-yt{x,y,(o)~

^LSiAviYQh hervor, dass man rückwärts für to den Wert p oder, was

dasselbe ist, für a den Wert u wieder einsetzt. Infolge von (50) aber

ist ?7*P'e^ 1, bleibt also auch gleich 1, wenn a = u gesetzt wird.

Der Ausdruck (51) für JBW reduciert sich mithin auch auf 1:

BW{x,y,u) = \.

Wir wollen diese Function W{x, y, m), die x, y, p, aber nicht a,

enthält, mit v(Xjy,p) bezeichnen. Alsdann ist unser Ergebnis:

Jie*'/»=i
^**' ^^^^''^^^ ^'^^^ Functionen u{x,y,p) und v{x,y,p), für die

Bu -: 0, Bv = \

ist.

Nunmehr bemerken wir: Die Function ii(x, y, p) ist ein inter-

mediäres Integral der gewöhnlichen Differentialgleichung zweiter Ord-

nung in X, y:

(52) M^ + u,jy' -{- u,/ y" = 0,

wo wir es vorgezogen haben, statt p das Zeichen y' zu benutzen. Die

Integralcurven dieser Difierentialgeichung sind die oo^ Curven, die

von allen Integralcurven aller oo^ Differentialgleichungen erster Ordnung:

u{x, y, y') = a,

bei willkürlicher Constanten a, gebildet werden. Aber es ist W(x,y,a)

das Integral von u = a, d. h. diese oo^ Curven werden durch

W{x, y,a) = h

dargestellt, wenn a und b als willkürliche Constanten aufgefasst werden.

Diese Gleichung ist also die allgemeine Integralgleichung von (52).

Setzen wir hierin für a das intermediäre Integral u(x, y, y') ein, so

geht hervor:

^(^, y, y') = &•

Mithin ist v{x, y, y') ebenfalls ein intermediäres Integral von (52).

Dieses intermediäre Integral v ist von u unabhängig, denn wäre

es eine Function A(w), so wäre

Bv = r(u)Bu = 0,

was mit Bv ^ 1 in Widerspruch steht.
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Nach Satz 7 des § 2, 3. Kap. (S. 77) liegen mithin die beiden

Functionen m, v von x, y, p in Involution

(53) [w«;]eeeO.

Nach Satz 12 des §2, 3. Kap. (S.81) bilden folglich die Gleichungen r^f^^-gührf^;^

/Kix / X / N <Z« mit M und».
(o4) Xi = ui^,y,p), yi = 'o{x,y,p), Ä = ^
eine Berührungsirausformation. Wir wollen nun durch diese Berührungs-

transformation neue Veränderliche in die infinitesimale Berührungs-

transformation Bf einführen.

Nach den Auseinandersetzungen am Schlüsse des vorigen Para-

graphen (S. 115) geht sie dadurch über in

oder
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Zugleich haben wir einen anderen Satz gewonnen: Es gelang uns

ja, Bf vermöge der Berührungstransformation (54) in die Erweiterung

der infinitesimalen Punkttransformation >,^, d. h. in eine Translation,

zu verwandeln. Daher:

cMn'f'Btrtrf ^^^^ ^^'' '^^^^ infinitesimale Berührungstransformation lässt sich

'^'^^J^'^^^' durch Einführung neuer Veränderlicher vermöge einer passenden Be-

rührungstransformation in eine infinitesimale Translation verwandeln.

Hinzuzufügen ist hierbei, dass diese Überführung durch eine

Quadratur geleistet werden kann, sobald man eine Differentialinvariante

erster Ordnung der vorgelegten infinitesimalen Berührungstransformation

kennt.

B^tr^a'c'ht'
Diese durch analytische Betrachtungen erhaltenen Ergebnisse lassen

sich sämtlich auch rein begrifflich ableiten. Wir begnügen uns damit,

durch synthetische Betrachtungen nur das Eine nachzuweisen, dass

jede infinitesimale Berührungstransformation Bf vermöge einer passenden

endlichen Berührungstransformation in eine infinitesimale Translation

überführbar ist.

Es bedeute u(x,y,y') wie vorher eine Lösung der Gleichung

Bf= 0. Jede der oo^ Differentialgleichungen erster Ordnung

**(^; 2/j 2/') = ^ (« = Const.)

gestattet alsdann die infinitesimale Berührungstransformation Bf. Daraus

folgt, dass auch die Schar aller oo^ Integralcurven der Differential-

gleichung zweiter Ordnung

Ux +«*»/«/' + Uy' y" =
vermöge Bf in sich transformiert wird. Es giebt nun bekanntlich

eine Berührungstransformation, ja sogar unendlich viele, welche diese

oo^ Curven in Punkte verwandeln. (Vgl. § 4 des 2. Kap., S. 49.)

Durch Ausführung einer derartigen Berährungstransformation wird

mithin Bf in eine solche infinitesimale Berührungstransformation über-

geführt, die jeden Punkt in einen Punkt verwandelt, d. h. in die Er-

weiterung einer infinitesimalen Punkttransioruiation. Wir können hier

als bekannt voraussetzen*), dass eine infinitesimale Ptm/f^ra nsformation

durch Wahl eines passenden Coordinatensystems j, l) in eine infini-

tesimale Translation

K
überführt werden kann.

*) Vgl. hierüber die Vorlesungen über Differentialgleichungen mit bekannten
infinitesimalen Transformationen, §§1,2 des 3. Kap.
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Wir knüpfen hieran noch einige Bemerkungen über weitergehende Theorien an

:

Bisher sprachen wir von Differentialinvarianten erster Ordnung. Man kann Diffinv.

auch solche höherer Ordnung definieren: Ist eine infinitesimale Berührungstrans-
o^rdne'^

formation Bf in x, y, y' vorgelegt, so kann man sie — wie jede endliche (vgl.

§ 3 des 3. Kap., S. 81) — durch Hinzunahme der Transformationen, welche die

höheren Differentialquotienten

„ dy' ,„ dy"

erfahren , erweitern. Differentialirwariante n*^'' Ordnung heisst eine solche Function

von 35, y, y', y", . . . 2/^"\ die bei der bis zu y^"^ erweiterten infinitesimalen Be-

rühiningstransformation invariant bleibt. Es ist nicht schwer, zunächst Differential-

invarianten zweiter Ordnung anzugeben:

Sind nämlich u{x, y, p) und w{x, y, x>) zwei von einander unabhängige

Differentialinvarianten erster Ordnung, so bleibt offenbar w — au für jeden con-

stanten Wert von a invariant. Daher definiert die Differentialgleichung erster

Ordnung
IC — au — & ^

für jedes Wertsystem der beiden Constanten a und h eine invariante Schar von

CO* Curven.

Folglich definiert die Differentialgleichung zweiter Ordnung

dw du
dx dx

für jeden Wert der Constanten a eine invariante Schar von oo^ Curven, kurz sie

stellt oo* einzeln invariante Differentialgleichungen zweiter Ordnung dar. Lösen
wir nach a auf, so finden wir mithin, dass die Gleichung

dw
dx
du
dx

oder

dw
du

für jedes a invariant ist. Die linke Seite oder also -^— ist somit eine invariante
du

Function. Nun aber ist diese Function:

djw _ ^<^x-\-'^'^yy' + ''^y'y"

du~ u^ -f u^y' -\- u,yy'~'

sicher nicht frei von y". Denn dies würde nur dann eintreten, wenn u und lo

in Involution lägen. (Vgl. Satz 11 des 2. §, 3. Kap., S. 80.) Dies ist jedoch nicht

der Fall, weil sonst auch u und die obige Function - , von denen w abhängt,

in Involution lägen, während doch, da (54) eine Berührungstransfonnation ist,

nach Theorem 2 (S. 73), der Klammerausdruck

[-•i-:]^--
j *

ist. Mithin ist -i— eine Differentialinvariante zweiter Ordnu/nq. Difßnv.
du "^

2. Ordng,
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In derselben Weise folgt, dass -5— ^ eine DifFerentialinvariante dritter Ord-

nung u. s. w. ist. Hieraus lässt sich alsdann schliessen, dass die allgemeinste

Differentialinvariante n'^'' Ordnung die Form hat:

„/ dw d'w d"-^i^\

Gleich Null gesetzt stellt sie (für w > 1) die allgemeinste invariante Differential-

gleichvmg n*^*" Ordnung dar:

(56) ''V^''^du''d^^^--J^r)-'-

Hieraus kann man weiter folgern:

integr. Gestattet eine Differentialgleichung n'*" Ordnung in x, y:
einer Diffgl.

„tero die (57) ^{x, y ,
y' • 2/<")) =

Bf gestattet.

eine bekannte infinitesimale Berührungstransformation Bf, so lässt sich das

Problem der Integration von $ = in dieser Weise zerlegen: Man sucht zu-

nächst durch Integration einer linearen partiellen Differentialgleichung in x, y, y'

eine Differentialinvariante erster Ordnung u{x, y, y'). Eine Quadratur liefert eine

zweite w(x,y ,y'). Alsdann lässt sich die vorgelegte Gleichung (57) auf die Form
(56) bringen, d. h. auf die einer Differentialgleichung (n — 1)^^^ Ordnung zwischen

u und w. Hat man diese integriert, so liegt schliesslich eine Differentialgleichung

erster Ordnung in x, y vor:

W(u,w,ai,a^,--- a^_i) = 0,

die Bf gestattet und deren Integration daher nach Satz 2 des § 2, 4. Kap. (S. 106)

durch eine Quadratur geleistet werden kann.

In dieser Weise erkennt man, dass eine gewöhnliche Differentialgleichung
^ter Ordnung, die eine bekannte infinitesimale Berührungstransformation gestattet,

in zwei Differentialgleichungen zerlegt werden kann, deren eine von (n— 1)*«' Ord-

nung ist, deren andere die Differentialinvarianten erster Ordnung bestimmt. Setzen

wir die allgemeine Theorie der linearen partiellen Differentialgleichungen als

bekannt voraus, so können wir, wie beiläufig erwähnt werde, das ganze Inte-

grationsproblem zurückführen auf das Problem der Integration einer gewöhnlichen

Differentialgleichung (n— l)ter Ordnung, die eine willkürliche Constante enthält.

§ 5. Vertausehbare infinitesimale Berührungstransformationen.

In diesem Paragraphen zeigen wir, dass man zwei vertausehbare

infinitesimale Berührungstransformationen B^f und B^f d\irch Zugrunde-

legen ein und desselben geeigneten Coordinatensystems stets auf die

Form zweier infinitesimaler Translationen

df df
dx' dy

bringen kann. Zunächst einige Definitionen:

T'nabh. Liegen mehrere infinitesimale Transformationen B,f, Bof, . . . Brf
infin. Trf.

°
, . . \

vor, so sagen wtr, dass sie von einander unabhängig sind, wenn

zwischen ihnen keine lineare Relation mit constanten Coefficienten
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c,BJ+ c,B,f+- . + CrBrf=
bestellt, wobei natürlich vorausgesetzt wird, dass nicht alle Con-

stanten c Null sind. Ist anaererseits etwa Brf gleich einer Summe

CiB^f-\-'-^Cr—\Br—if mit Constanten Coefficienten, so ist, sagen Linear

wir, Brf linear ahleithar aus den übrigen. inf/irf.

Hiemach sind zwei infinitesimale Transformationen B^f, B^f von

einander unabhängig, wenn sie sich nicht nur um einen constanten

Factor unterscheiden. Es leuchtet daher ein, dass zwei infinitesimale

Transformationen, die von einander abhängig sind, dieselbe eingliedrige

Gruppe erzeugen, dagegen zwei unabhängige auch zwei verschiedene

eingliedrige Gruppen definieren.

Es seien nun B^f, B^f zwei von einander unabhängige infini-

tesimale Transformationen in den drei Veränderlichen x,y, p:

1' ^^ ex ^ '^ cy ' ^ cp ^

ii ''^ dx ' '^ cy ' ^ cp

Bei Untersuchungen über infinitesimale Transformationen spielt nun

der Ausdruck

(58) B,{B,f) ~ B,(BJ)

fast immer eine grosse Rolle. Wir nennen ihn den KlamtnerausdrucJc
aus^ruck"

der beiden infinitesimalen Transformationen.

Bi f und jBg f stellen, analytisch betrachtet, Differentiationsprocesse

dar, die auf eine beliebige Function /' ausgeübt werden. In dem

Klammerausdruck stellt demnach das erste Glied B^{B^f) den Aus-

druck dar, der hervorgeht, wenn man auf /" zuerst den Differentiations-

process B^f, alsdann auf das Resultat den Differentiationsprocess B^f
zur Anwendung bringt. Dies liefert offenbar einen Ausdruck, der die

ersten und zweiten partiellen Differentialquotienten von f linear und

homogen enthält. Ahnliches gilt von B^{B^f). Aber man erkennt

unschwer, dass die zweiten partiellen Differentialquotienten von f in

B^iß^f) mit denselben Coefficienten wie in B^(B^f) auftreten, dass

sie daher im Klammerausdruck (58) fehlen. Man erkennt so, dass

der Klammerausdruck die Form hat:

(59) B,{B,f) - B,(B, f) = {B,l, - B,l,) |^ -f

4- {B,ri, - B,rj,)
II -f (B,7t, - B,7C,) g-

Der Klammerausdruck ist daher ebenfalls eine infinitesimale Transfor-

mation in den VeränderlicJien x, y, p.
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Gehen ferner By f und B^ f durch Einführung neuer Veränderlicher

etwa in S3i/' und Sd^f über, so ist

also auch:

(59') B,{BJ) - B,(BJ) = 33,(33,/-) - 33,(33,/-).

Sind B^f und B^f insbesondere Berührungstransformationen und

Wi, TFg ihre charakteristischen Functionen, so ist nach Theorem 3

(60)

Da der Klammerausdruck die Form (59) hat, so stellt er eine infini-

tesimale Transformation dar, die x, y, p die Incremente erteilt:

dx = (B,^,-B,^,)dt,

öy = {B,r], — B^r],)dt,

dp = (B^TC.^ -22^1) ^^•

Rechnet man diese mit Rücksicht auf die Werte (60) aus, so verificiert

man durch Rechnungen, die keine principiellen Schwierigkeiten bieten,

dass diese Incremente die Formen haben:

wenn nämlich Sl die Function ist:

(61) si==iw,W,-]-W,^-^+W,^-^-

Die Incremente also, die x,y, p bei der infinitesimalen Transformation

erfahren, die durch den Klammerausdruck dargestellt wird, drücken

sich genau so durch eine Function ü aus, wie die Incremente der

Veränderlichen bei einer vorgelegten Berührungstransformation durch

die charakteristische Function der letzteren. Also folgt:

Klammer- Satz 12: DcT KlammerüusdrucJc
ausdruck

Te.JS B,{B,f)-B,{BJ)

zweier infinitesimaler Berührungstransformationen in x, y, p ist ebenfalls

eine infinitesimale Berührungstransformation. Sie hat die charakteristische

Function

vorausgesetzt, dass W^ und W^ die charakteristischen Functionen von

B^f und B^f sind.
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Nach diesen Vorbemerkungen wollen wir uns jetzt einem be-

sonderen Vorkommnis zuwenden: Sind B^f und JB^f zwei von ein-

ander unabhängige infinitesimale Transformationen in den Veränder-

lichen X, y, p, so kann der Fall eintreten, dass der Klammerausdruck

identisch verschwindet:

Alsdann ist:

B,iBJ) = B,(BJ),

in Worten: Fühi-t man ^2/^ auf JB^/" aus, so erhält man dasselbe, als

ob man B^^f auf ^g/^ ausübt. Die Reihenfolge der beiden durch B^^f

und B.^f dargestellten Differentiationsprocesse ist also dann bei ihrer

Aufeinanderfolge, ausgeübt auf eine beliebige Function /", durchaus

gleichgültig. Daher nennen wir in diesem Falle B^^f und B^f zwei

vertaitscJibare infinitesimale Transformationen. ^tof*Trf'

Zwei infinitesimale Transformationen heissen also vertauschbar,

wenn ihr Klammerausdruck identisch verschwindet.

Nunmehr wollen wir in der Folge annehmen , es seien B, f und vertausohb.° ' ^

'

inf Bertrf.

B^f zivei von einander unabhängige und vertauschbare infinitesimale

Berührungstransfoi'tnationen, und es seien TF^, W^ ihre charakteristischen

Functionen.

Ihr Klammerausdruck soll identisch Null sein. Er ist aber nach

Satz 12 eine infinitesimale Berührungstransformation, deren charakte-

ristische Function Sl den Wert (61) hat. Eine infinitesimale Be-

rührungstransformation hat nur dann das Symbol Null, wenn ihre

charakteristische Function Null ist. Unsere Annahme drückt sich daher

durch das Bestehen der Identität aus:

(62) [W,W,] - W, ^-^ + TF2^= 0.

Nach Theorem 3 lassen sich B^f und B^f durch W^ und TFg so

ausdrücken:

Sxf=iWJ]-W,l^,

S2f=[W,f]-W,l^-

Andererseits lässt sich die Identität (62) in einer der beiden Formen

schreiben:

[w ^1 w ]?j_= o
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Daraus folgt, dass wir sie in einer der beiden Formen schreiben

können:

(63) Ai^)=-^0' MW'^"-
w

Man könnte zunäcbst denken, dass ^^- eine Constante wäre. Aber
' Wj

dies widerspricht der Unabhängigkeit von B^f und B^f- D^nn wäre

W2 = Const. Wi, so wären nach Theorem 3 die Incremente, die

x,y,p bei B^^f erfahren, von den Incrementen, die sie bei B^f er-

fahren, nur um denselben constanten Factor verschieden, d. h. es wäre

BJ == Const. BJ.
W

Es ist also bei den gemachten Voraussetzungen sicher -~ keine

Constante, sondern eine Function u(x, y, p). Nach (63) ist

Bj^u^^O, B^u^O,

d. h. u(x,y,p) ist eine Differentialinvariante erster Ordnung von B^f
und auch voti B^f.

Wie wir im vorigen Paragraphen (S. 117, 118) sahen, giebt es eine

von u unabhängige Function v(x,y,p), die erstens mit u in Involution

liegt

:

[uv] =0
und überdies die Bedingung erfüllt:

B,v = l,

und zwar findet man, wie dort gezeigt wurde, v durch Quadratur.

Die drei Gleichungen

(64) x, = u, y, = v, 1\ = -^

stellen wie damals eine Berührungstransformation vor, und in den

neuen Veränderlichen x^, y^, p^ erhält die infinitesimale Berührungs-

transformation B^f die Form (vgl. S. 120):

K.

In den neuen Veränderlichen x^,y^, p^ erhält B^f zunächst diese Form:

B^u S^J^B^v^-^r APi ;f
"'

Es ist aber B^u^O, wie wir oben fanden; also erfährt Xi bei B,^f

das Increment Null. Ist nun etwa ^(x^,yi, Pi) die charakteristische

Function von B^f in den neuen Veränderlichen, so ist mithin nach

Theorem 3
Sxi __ d^ __ p>



§ 5. Vertauschbare infinitesimale Berührungstransformationen. 127

d. h. enthält nur x^^y^. Also ist bei JB^f femer nach Theorem 3:

und somit auch frei von p^. Also ist B^f i° ^^^ neuen Veränderlichen

x^, y^, 2>i eine erweiterte infinitesimale PwwMransformation, etwa die

Erweiterung der folgenden:

während B^f, wie wir sahen, zur infinitesimalen Translation

wird, die ihre eigene Erweiterung ist. Wir haben somit J5^/'und B.^f

auf die Form gebracht:

W= a{x,, y,)^ + (g- - 2h ^) g^-

Nun besteht (vgl. Formel (59'), S. 124) für jede Wahl der unab-

hängigen Veränderlichen die vorausgesetzte Relation:

B,(B,f)-B,{BJ) = 0.

Bilden wir aber diese Relation nach (65), so finden wir eine Relation,

in der ^ den Coefficienten hat:

BM-B,{1) = ^^.
Also ist

^« ^

sodass B^f nach (65) die Form hat:

Die Function a enthält sicher x^. Denn wenn sie eine Constante wäre,

so wäre B^f= Const. B^ /, was ausgeschlossen wurde.

Die Gleichungen:

(66) ? = «(^0, ^-Vu ^ =^
stellen nun eine Berührungstransformation von x^, y^, p^ in f, t), |)

dar, nämlich eine erweiterte Punkttransformation. In den neuen Ver-

änderlichen TC,\),^ haben B^f und B^f einfachere Formen. Wir finden

sie am bequemsten, wenn wir zuerst j, t) in U^f nnd ü^/* einführen:



128 Kap. 4. Die infinitesimalen Berührungstransformationen der Ebene.

cf jj ,. df_

(67) ^i/'=a^' ^^i—^d\)

aufScLund diese erweitern. Dies liefert:

Formen. ^ ^r g^

(68) ^i/"=|i^' ^2/'=Sg^ + -g^-

Es ist uns also gelungen, durch successive Ausführung der beiden

Berührungstransformationen (64) und (66) die beiden gegebenen ver-

tauschbaren infinitesimalen Berührungstransformationen I?,/ und Ji.t

auf die einfachen Formen (68) zu bringen, in denen sie die Er-

weiterungen der infinitesimalen Punkttransformationen (67) sind

Schliesslich führen wir abermals neue Veränderliche x,y P durch

eine Berührungstransformation ein, indem wir die Dualität benutzen,

die durch die Gleichung:

ß = j5 + ^ — ^ = Ö

definiert wird, also diese (vgl. § 5 des 2. Kap., S. 56):

(69) ^ = p, ^ = 9 — £Pj -i*'
"" "~ ^'

Eeductioni,, ^ ^ ^ geschrieben haben BJnnd BJ die Formen von Trans-

auf Trans- } J 7 -f O
lationen. lationen.' ^^ ^r

-r, r ^f 7? / ^.

Wir haben nacheinander die drei Berührungstransformationen (64),

(66) und (69) ausgeübt. Ihre Aufeinanderfolge ist aber einer einzigen

Berührungstransformation äquivalent, nach Satz 5, § 3 des 2. Kap.

(S 46) Auch sahen wir, dass die Aufstellung der Beruhrungstrans-

fo;mation (64) eine Quadratur erforderte, während die Berührungs-

transformationen (66) und (69) ohne weiteres gebildet werden Wen^

Die Zurückführung von 5,f und BJ auf die soeben erhaltenen Formen

verlangt also nur eine Quadratur. Wir haben mithin gefunden:

Satz 13: Zwei von einander unabhängige und vertauscMare znfim-

tesimale Berührungstransformationen lassen sich dureh Einführung neuer

Veränderlieher vermöge einer und derselben passenden Beruhrungstrans-

formation auf die Form meier infinitesimaler Translationen

dl dl
dx^ dy

Irinnen. Biese Zurückführung ist durch eine Quadratur m leisten.

Sind umgekehrt BJnn^ BJz^ei infinitesimale Berührungstrans-

formationen, die sich auf Translationen

dt dl
dx^ dy
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reducieren lassen, so ist ihr Klammerausdruck Null, da der Klammer-

ausdruck für diese beiden Translationen Null ist. Folglich sind dann

B^f und B^f vertausehbar. Daher können wir den Satz 13 ergänzen

zu dem

Theorem 4; Zwei infinitesimale Berührungstransformationen oesamt-
ergebnis.

B^f und B^f der Ebene lassen sich dann und nur dann durch

Einführung neuer Veränderlicher vermöge ein und derselben

Berührungstransformation auf die Form der infinitesimalen

Translationen

dx' dy

bringen, wenn sie von einander unabhängig sind und ihr

Klammerausdruck
B,{B,f)-B,{BJ) =

ist.

Wir bemerken femer, dass die beiden infinitesimalen Translationen

cf cf
ex' dy

eingliedrige Gruppen erzeugen, deren eine aus allen Translationen S
längs der x-Axe, deren andere aus allen Translationen T längs der

i/-Axe besteht, wenn wir uns x, y als Cartesische Punktcoordinaten

vorstellen. Führt man zuerst eine Verschiebung S, dann eine Ver-

schiebung T aus, so erhält man dasselbe Ergebnis wie bei Vertauschung

der Reihenfolge. Es ist also

ST=TS.
Die endlichen Transformationen der beiden eingliedrigen Gruppen sind

folglich mit einander vertauschbar. (Vgl. § 5 des 2. Kap., S. 59.) Diese

Beziehung muss natürlich auch dann bestehen, wenn wir der ana-

lytischen Darstellung irgend ein anderes Coordinatensystem zugrunde

legen, also auch für die eingliedrigen Gruppen, die von den beiden ur-

sprünglichen infinitesimalen Berührungstransformationen erzeugt werden.

Wir haben also den

Satz 14: Stehen zwei infinitesimale Berührungstransformationen 5^/", venausch-

B.2f in der Beziehung, dass zweier eingi.

B,{B,f)-B,{BJ) = ^™''^°-

ist, so ist jede endliche Transformation der von Bi f erzeugten eingliedrigen

Gruppe mit jeder endlichen Transformation der von B^f erzeugten ein-

gliedrigen Gruppe vertauschbar.

In diesem Satze haben wir die Beschränkung, dass B^f und B.^f

von einander unabhängig seien, mit gutem Grunde fortgelassen. Denn
Lie, Geometrie der Berührungstransformationen I. 9 [10. IV. 1895.]
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wenn B^ f^ Const. B^f ist, so ist der Klammerausdruck, wie man

sofort sieht, identisch Null. Dann ist aber auch der Satz erfüllt.

Denn in diesem Falle erzeugen B^f und B^f dieselbe eingliedrige

Gruppe, da sie factisch dieselbe infinitesimale Berührungstransfor-

mation darstellen. Aber die endlichen Transformationen einer ein-

gliedrigen Gruppe sind stets mit einander vertauschbar. Dies folgt

einerseits begrifflich aus der Erzeugung der eingliedrigen Gruppe

(vgl. § 1 des 4. Kap., S. 91), andererseits aber auch analytisch: Durch

passende Wahl der Veränderlichen lässt sich ja jede infinitesimale

Berührungstransformation Bf auf die Form einer Translation

d X

bringen (vgl. Satz 11 des § 4, S. 120), und für die von ihr erzeugte

eingliedrige Gruppe von Verschiebungen längs der iC-Axe gilt die

behauptete Eigenschaft.

Die Entwickelungen dieses Paragraphen spielen eine wichtige Rolle

in der Theorie der infinitesimalen Berührungstransformationen. Für die

einfachen Anwendungen, die in diesem Werke gemacht werden, ge-

nügen die gegebenen Betrachtungen.

An- Wir wollen schon jetzt versuchen, durch Ableitung einiger Sätze
Wendungen.

die grosse Tragweite der hier entwickelten Theorie wenigstens an-

zudeuten.

Wir können ohne Mühe den Satz beweisen:

Satz 15: Liegen zwei von einander unabhängige infinitesimale Be-

rührungstransformationen B^f und B.2f in x, y,
y' vor, die in der Be-

ziehung stehen:

B,iBJ)-B,(BJ)^0, ^

so giebt es unendlich viele Functionen von x,y,y',y",..., die sich sowohl

gegenüber B^f als auch gegenüber B^f als Bifferentialinvarianten ver-

halten.

In der That, wir können nach Satz 13 vermöge einer Berührungs-

transformation solche neue Veränderliche j, X), \)' einführen, dass

wird. Erweitert man diese infinitesimalen Punkttransformationen (vgl.

§ 2, S. 98), so findet man, dass bei beiden 8\)', 8)i)" , . . . sämtlich

Null sind. Also sind

^', t)", t,'", ^^\ . . .

Differentialinvarianten sowohl von B^f als auch von B.2f Mithin ist
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auch jede Function von \)' , \)", \)"' , t)^^', . . . eine gemeinsame Differential-

invariante von B^f und B^f. Man erkennt leicht, dass wir dieses

System von gemeinsamen Differentialinvarianten auch durch das folgende

ersetzen können:

Umgekehrt ist auch klar, dass B^f und B^f keine anderen ge-

meinsamen Differentialinvarianten haben. Denn wenn eine Function

/(j, ^, ^', ^", . . .) bei B^f invariant sein soll, so muss sie frei von j,

und wenn sie bei B^f invariant sein soll, so muss sie frei von t) sein.

Indem wir auf die Bemerkungen im vorigen Paragraphen, S. 122,

verweisen, fügen wir hier noch an, dass man aus diesen Ergebnissen

den Satz ableiten kann, dass jede bei B^f und B^f invariante ge-

wöhnliche Differentialgleichung w*''' Ordnung in j, t) die Form hat:

Diese Differentialgleichung kann als eine gewöhnliche Differential-

gleichung (n — 2)^"^ Ordnung zwischen t)' und t)" aufgefasst und

integriert werden. Die c»" Integralcurven der Differentialgleichung

bilden eine bei B^^ f und B.^ f invariante Schar, Aus jeder krummen

Integralcurve gehen also durch Ausübung aller Translationen

£i
= E -{- Const., l)i = t) + Const.

oo^ Integralcurven hervor. Die Schar der oo" Integralcurven zerfällt

somit in oo"""^ Scharen von je oo''* congruenten und gleichgestellten

Curven.

Nehmen wir andererseits an, dass drei infinitesimale paarweis Mit auen

vertauschbare von einander unabhängige Berührungstransformationen vertauschb.'

vorliegen: B^f, B^f unA Bf. Durch passende Wahl der Veränder-

lichen lassen sich B^f und B^f nach Theorem 4 auf die Form bringen:

7? /•__ f/ T> f—- ^

sodass ihre charakteristischen Functionen lauten:

Hat die dritte infinitesimale Berührungstransformation Bf in diesen

Veränderlichen die charakteristische Function W, so müssen nach

(62) die beiden Relationen bestehen:

[pW]—2iWy = 0,

[ITT]— Wy =
9*
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oder:

d. h. W ist eine Function von p allein:

W^ (o(p),

sodass Bf die Form hat:

Die Gleichungen der endlichen Transformationen der von Bf erzeugten

eingliedrigen Gruppe ergeben sich bekanntlich (vgl. § 1, S. 92) durch

Integration des Systems:

dxi ^ d y^ ^ dp^ ^ ^^

mit der Bedingung, dass sich x-^^y Vu Pi für ^ = auf x, y,p redu-

eieren sollen. Die Integration ist sofort ausführbar und liefert:

Xi = x-\r a'(p)t, yi = y — c}{p)t-\rPG}\p)t, p^=p.
Dies also sind Berührungstransformationen, die nach Satz 14 mit allen

Translationen der Ebene vertauschbar sind. Es sind dies genau die-

selben, die wir in Satz 11, § 5 des 2. Kap. (S. 60), erhielten, als wir

nach allen mit den endlichen Translationen vertauschbaren Berührungs-

transformationen fragten. Aus unseren jetzigen Formeln gehen die

damaligen hervor, wenn wir (o(^) t mit o(j9) bezeichnen.

ümkehrung Es sei noch in aller Kürze angedeutet, dass sich der Satz 14 umkehren

Satzes* 14- lässt : Sind nämlich B^ f und B^ f infinitesimale Berührungstransformationen und

sind alle Transformationen der von B^f erzeugten eingliedrigen Gruppe mit allen

Transformationen der von B^f erzeugten eingliedrigen Gruppe vertauschbar, so

ist der Klammerausdruck von B^ f und J5, f Null. Zum Beweise bemerken wir,

dass Bj^f einer beliebigen Function f den Zuwachs B^fSt erteilt. Durch fort-

währende Ausführung von B^ f, also durch Ausführung einer endlichen Trans-

• formation der von B^ f erzeugten eingliedrigen Gruppe , wird daher f in eine

Function f^ übergehen, die nach ganzen positiven Potenzen des Parameters t

entwickelt mit den Gliedern beginnt:

(70) f, ^f-\-tB,f+... .

Entsprechend wird eine endliche Transfonnation der von B^f erzeugten ein-

gliedrigen Gruppe die Function f in eine Function /"g verwandeln, die sich als

Potenzreihe nach einem Parameter r entwickeln lässt in der Form:

(71) f,-f-]-rB,f+... .

Für jeden bestimmten Wert des Parameters t bez. t stellt also (70) bez. (71) eine

endliche Transformation der einen oder anderen eingliedrigen Gruppe dar, aus-

geführt auf die beliebig gewählte Function f.

Führen wir nun auf f zuerst die erste Transformation aus, wodurch /' in f^

übergeht, alsdann auf das Ergebnis /i
die zweite, so kommt die Function:

f^^= f^tBJ-\-...-\-rB,if +tBJ-{- )-{-•
= f -^ t B,f -\- r B,f + Tt B,{B,f) +
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Entsprechend kommt bei ümkehrung die Reihenfolge:

U, = f + rB,f + tBJ + ttB,{B,f) -\ .

Sollen beide Werte /"u und f^^ für jede Parameterwahl t, t übereinstimmen, so

muss also insbesondere bei beiden der Coefficient von tv denselben Wert haben, d. h.

B,{BJ)L B,iB,f)

sein. Es muss also der Klammerausdruck identisch verschwinden. Also folgt:

Satz 16: Ist jede Transformation der von der infinuesimalen Berührungs-

transformation B^f erzeugten eingliedrigen Gruppe mit jeder Transformation der

von der infinitesimalen Berührungstransformation B^ f erzeugten eingliedrigen Gruppe
vertauschbar, so ist der Klammerausdruck:

B,(B,f)-B,iBJ):ElO.

Zusammen mit Satz 14 liefert dieser Satz noch den folgenden:

Satz 17: Die endliehen Transformationen der von zwei infinitesimalen Be-

rührungstransformationen B^ f und B^ f erzeugten eingliedrigen Gruppen sind dann
und nur dann vertauschbar , wenn der Klammerausdruck

B,{B,f)-B,iB,f) =
ist.

Kapitel 5.

Infinitesimale Berührungsfransformationen der Schar der

geodätischen Kreise.

In diesem Kapitel prüfen wir die Tragweite unserer Theorie der

inj&nitesimalen Berührungstransformationen, indem wir sie der Be-

handlung eines schwierigen und wichtigen Problems*) zugrunde legen.

Wie in der Ebene, so können wir auch auf einer Fläche, deren Punkte

durch Gaussische Coordinaten x, y bestimmt werden, den Begriff:

Berührungstransformation einführen. Wir stellen uns nun die Auf-

gabe, zu bestimmen, welche Form das Quadrat des Bogenelemenfes auf

allen den Flächen haben muss, auf denen die Schar aTier oo^ geodä-

tischer Kreise unendlich viele Berührungstransformationen gestattet. Dies

Problem reduciert sich unmittelbar auf die Frage nach dem Bogen-

element aller der Flächen, für die eine gewisse Differentialgleichung

dritter Ordnung in x, y eine oder mehrere infinitesitnale Berührungs-

transformationen zulässt. Diese Fragestellung findet ihren analytischen

Ausdruck in einem complicierten System von Differentialgleichungen.

Es ist merkwürdig, dass es gelingt, nicht allein diese Differential-

gleichung vollständig zu integrieren, sondern auch genau festzustellen.

*) Die Entwickelungen dieses Kapitels veröffentlichte Lie 1884 im Archiv
for Math, og Naturv., 9. Bd., S. 40.
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welche verschiedene Fälle überhaupt eintreten können. Das Ergebnis

wenden wir schliesslich insbesondere auf die Ebene an und gelangen

dadurch zu einem Satze, der im zweiten Abschnitt auf anderem

Wege hervorgehen wird. Der letzte Paragraph behandelt ein hiermit

in Zusammenhang stehendes Problem.

Wir bemerken noch, dass wir in diesem Kapitel die Hauptlehren

der Flächentheorie als bekannt voraussetzen und verweisen bezüglich

derselben auf die Originalwerke*) und Lehrbücher**),

§ 1. Analytische Formulierung des Problems.

Sind die Cartesischen Coordinaten der Punkte einer Fläche als

Functionen zweier Gaussischer oder krummliniger Coordinaten x, y

dargestellt, so bestimmt jedes Wertsystem x, y, y' ^ ^— ein Linien-

element der Fläche, nämlich dasjenige durch den Punkt {x, y) gehende

Linienelement, dessen Richtung durch y' bestimmt wird. Wie in der

Berührgstrf. Ebene Verstehen wir auch auf der Fläche unter einer Berührungs-
auf einer

_

«^

Fläche, transformation eine solche Transformation von x, y, y', bei der die

Gleichung

dy — y' dx =
invariant bleibt, oder also bei der eine Bedingung von der Form

dy^ — Vi dx^ = Q{dy — y' dx)

erfüllt ist, sobald x^, y^, y^ die neuen Veränderlichen bezeichnen.

Wie in der Ebene — im zweiten Kapitel — lässt sich der Begriff

des Elementvereins auf einer beliebigen Fläche definieren. Unsere Ent-

wickelungen gelten ja für beliebige zweidimensionale Gebiete (vgl. S. 55).

Als die krummlinigen Coordinaten wählen wir nun zwei solche Ver-

änderliche X, y, bei denen die Gleichungen x = Const., y = Const. die

Minimalcurven der Fläche darstellen, oder, anders ausgedrückt, bei

denen das Quadrat des Bogenelementes ds der Fläche die Form hat

(1) ds^ = 0(x, y) dxdy.

Wir merken hierbei an, dass alle unsere folgenden Entwickelungen

auch noch dann gelten, wenn man anstelle von x eine Function von x

und anstelle von y eine Function von y einführt, denn dabei behält

das Quadrat des Bogenelementes seine Form (1). Hiervon machen

wir später (in § 3) Gebrauch.

*) Insbesondere: Gauss, Dtsquisüiones generales circa superficies curvas,

1827, Ges. Werke Bd. 4, sowie Minding, Crelle's Journal Bd. 6, 1830, S. 159.

**) Wir verweisen beispielsweise auf das Werk: Stahl und Kommereil,
Grundformeln der Flächentheorie, 1893, insbes. S. 85 u. f.
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Unter der geodätischen Krümmung einer Curve auf der Fläche Krümmung,

versteht man bekanntlich das Verhältnis ans dem Winkel consecutiver

geodätischer Tangenten der Curve, dividiert durch das zugehörige Bogen-

element. Eine solche Curve auf der Fläche nun, deren geodätische

Krümmung constant ist, soll ein geodätischer Kreis heissen*). oeod. Kreis.

Wir wollen nunmehr zunächst die Differentialgleichung dieser oo^

geodätischen Kreise aufstellen. Die geodätische Krümmung einer durch

eine Relation zvrischen x, y gegebenen Curve der Fläche hat den Wert**)

N

wenn

yeg^-rN=

und

edx-{- fdy m dx^ -\-2m' dxdy-\- m"dy^ -\- ed'^x -f- fd'^y

fdx-\-gdy ndx^-\-2n' dxdy-\- n" dy^-\-f'd^x-\-gd^y

1 de

2cy
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Zur Vereinfachung der späteren Formeln führen wir ein

1

yz

sodass das Quadrat des Bogenelementes ds die Form annimmt:

(1')

Es sei ausserdem

(2)

gesetzt, sodass

(2')

ds' =

I
Z^ = P,

l ^xx = -t^x '= ">

dxdy

Q,

1 a^
Z dx

-2 p 1 a^

ö.

- 2

d^geod. ist. Nunmehr stellt sich die geodätische Krümmung so dar:
Krümmung

.

\{Zy' ^y" + 2y' '^ F - 2y'^
q)

Daher ist

[Zy' ^y" + 2y' ^ P-2i/'^g) = Const.

die Differentialgleichung zweiter Ordnung in x, y für die Curven, die

in jedem Punkte dieselbe constante geodätische Krümmung haben.

Differenzieren wir nun nach x, so ergiebt sich die Differentialgleichung

der^geod!' dritter Ordnung aller oo^ geodätischer Kreise der Fläche:
Kreise.

(3) F~y'"-ly'-^y'' + 2§y'-2§y'^ = 0.

Sie lässt sich auf eine bemerkenswerte Form bringen. Setzen wir

nämlich:

^ ^-y ^
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Wenn nun eine gewöhnliche Differentialffleichunsf in x, ii bei oo^ Invarianz
o o o 7 i/ einer gew.

Transformationen Ta invariant bleibt, oder, anders ausgedrückt, wenn '^^^s^-

sie diese cx^ Transformationen Ta gestattet, so gestattet sie offenbar

auch die zu ihnen inversen Transformationen Ta~^. Bilden jene c»^

Transformationen Ta eine continuierliche Schar, so enthält sie eine voji

Ta unendlich wenig verschiedene Transformation Ta+t- Da TaTa~^= 1,

der identischen Transformation, ist, so wird also die Aufeinanderfolge

Ta+t Ta~^ einer infinitesimalen Transformation äquivalent sein. Da
sowohl Ta+t als auch Ta~^ die Differentialgleichung invariant lässt,

so gilt dasselbe von der Aufeinanderfolge Ta+s Ta~^. Mithin gestattet

die Differentialgleichung eine infinitesimale Transformation. Anderer-

seits leuchtet ein, dass eine Differentialgleichung, die eine infinitesimale

Transformation gestattet, auch oo^ endliche Transformationen zulässt,

nämlich die Transformationen der zugehörigen eingliedrigen Gruppe.

Die Frage, wann die obige Differentialgleichung dritter Ordnung

in X, y eine continuierliche Schar von Berührungstransformationen

gestattet, kommt also zurück auf die Frage, wann sie eine infinitesimale

Berührungstransformation gestattet. Wie wir schon früher bemerkten

(in § 3 des 3. Kap., S. 85), gestattet durchaus nicht jede gewöhnliche

Differentialgleichung dritter Ordnung in x, y eine infinitesimale Be-

rührungstransformation. Es ist daher ein Problem, zu untersuchen, ^nutennug

wie die Form des Bogenelementes oder also wie die Function Z(x, y) Problems.

beschaffen sein muss, damit die Differentialgleichung (3) der geodätischen

Kreise eine hez. mehrere infinitesimale Berührungstransformationen ge-

stattet. Gestattet sie solche, so fragen wir insbesondere, wie viele der-

artige Berührungstransformationen vorhanden sind und welche Form
sie haben.

Um das Problem analytisch vollständig zu formulieren, wollen incremente

wir unter W{x, y, y') die charakteristische Function einer infinitesi- Diffquot.

malen Berührungstransformation verstehen. Nach Theorem 3 (S. 95)

sind dann die Incremente von x, y,
y' diese:

(6) 8x= Wy'dt, dy = {y'Wy~W)dt, dy' == - {W, + y' W,;)dt.

Wir bestimmen nun, wie y" und y'" hierbei transformiert werden, incremente

Da y" durch die Formel y" und y'^'.

dy' — y" dx^^O
definiert ist, so berechnen wir das Increment, das y" erfährt, aus

der Bedingung:
d(dy' — y" dx) = 0,

die ausführlich geschrieben so lautet:

döy' — y"ddx — dy" dx = 0.
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Hierbei inaclien wir davon Gebrauch, dass das Differentiationszeichen d

und das Variationszeichen d mit einander vertauschbar sind. Hieraus

folgt nach (6):

dt dx "^ dx

Daher hat dy" die Form:

(7) öij" = (— y"^ j^^ — ij"(p, — (p) dt,

in der (p^^ und qp Functionen von x, y, y' allein sind, die wir leicht

berechnen könnten.

Die Grösse y'" ferner wird definiert durch die Formel:

dy" — y'" dx ^ 0,

also dy'" bestimmt durch die Formel

d(dy" — y"' dx) =
oder:

d8y" — y"'d8x — 8y"'dx = 0.

Nach (6) und (7) kommt":

(8)
8y''' = [~^y''y''''^,-y'''f,-y''^-^,-y'''f,-y''f,-t)8t

Hierin bedeuten /"^j f^, f^, f Functionen von x, y,
y' allein, die wir

zwar ausrechnen könnten, deren Werte aber vorläufig keine Rolle

spielen werden.

Anal. Soll nun die Differentialgleichung (3) oder F==0 der geodätischen

d Problems. Kreise die betrachtete infinitesimale Berührungstransformation (6) ge-

statten, so muss die Relation 8F=0 oder

/^^ dF ^ \
^F ^ . c F ^ , . cF ^ „ . oF ^ ,„ ^

(9) j^^^ + -f^^y + 3V'^y +w'^^ ^w^^^ ^^

vermöge F= bestehen, sobald man die Werte (6), (7) und (8)

einsetzt.

Unser Problem besteht also darin, zu erkennen, unter welchen

Bedingungen dies eintritt. Zunächst werden wir dies Problem im

nächsten Paragraphen auf eine einfachere Form bringen.

§ 2. Beduction des Problems.

Wenn wir in die Gleichung (9) des vorigen Paragraphen die

Werte (6), (7), (8) der Incremente von x, y, y', y", y'", sowie für die

Ableitungen von F die aus (3) folgenden Werte einsetzen, so ergiebt

sich eine solche Relation
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(- 3^ -^^T -/s) ^ + (3!/
-^

aF^
-

äT^j
!/

^ + ^ = 0,

in der u eine von ?/'" freie Function ist, deren Wert wir zwar hin-

schreiben könnten, der aber zunächst nicht in Betracht kommt. Zu

beachten ist nur, dass u eine in y" quadratische ganze Function ist.

Wir haben nun in diese Relation den Wert von i/'" einzusetzen, der

aus (3) folgt. Wie man sieht, ist dieser Wert auch eine quadratische

Function von y". Also wird schliesslich die linke Seite unserer Relation

eine cubische Function von y", und zwar hat y"^ darin den Coefficienten:

Da die Relation jetzt identisch bestehen soll, so müssen die Coeffi-

cienten von y"^, y"^, y" und das von y" freie Glied einzeln Null sein.

Vorderhand wollen wir nur die Schlüsse ziehen, die durch Nullsetzen

des Coefficienten (10) von y"^ hervorgehen. Es ergiebt sich:

3 ,_j d^W ,
c^W

oder:

dlog'

2^ dy'^ ' dy'

Also hat ..—n- die Form:

cy

cy

d'w 1 -^
ä7T=-2'^(^'^)^'

T

worin fl eine noch unbekannte Function von x, y bedeutet. Zwei-

malige Integration ergiebt, dass W selbst die Form hat:

y- Vorlänflga

(11) W= 2Sl(x, y) Yy' + ^(x, y) y' — ^(rr, y), char™ i.
in der |, rj zwei noch zu bestimmende Functionen von x, y sind.

Diese Form (11) der charakteristischen Function unserer infini-
jj^®°"ng

tesimalen Berührungstransformation ist einer interessanten geometrischen^^^^^^^°^^-

Beutung fähig. Wir erinnern dabei an das 5. Beispiel des 2. §, 4. Kap.

(S. 102) und bemerken ausserdem, dass wir den Fall ü ^ aus-

schliessen können, da sich in ihm die infinitesimale Berührungstrans-

formation nur auf die allgemeine infinitesimale P^Wifeftransformation

reduciert. (Vgl. § 2 des 4. Kap., S. 98.)

Bei unserer infinitesimalen Berührungstransformation wird ein be-

liebiger Pmikt (x, y) der Fläche in eine unendlich kleine Curve über-

gehen, deren Punktcoordinaten x -\- dx, y -}- öy sich von x, y um die

Grössen 6x, öy unterscheiden, die nach (6) und (11) die Werte haben:
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Es ist nun leicht zu beweisen , dass alle Punkte dieser unendlicli

kleinen Curve von einem festen Punkte constante geodätische Ent-

fernung haben, nämlich von dem Punkte, dessen Coordinaten sind:

Denn es unterscheiden sich die Coordinaten der Punkte der genannten

Curve um die Differentiale

dx — ^dt, öy — rjdt

von denen dieses Punktes. Wegen der Form (1') (S. 136) des Quadrates

des Bogenelementes ist also das Quadrat des Abstandes:

(12) ds^ = ^(dx~^dt)(dy- rjdt),

oder nach (11'):

d. h. es hängt nur von x, y, nicht aber von y' ab.

Bei einer eigentlichen infinitesimalen Berührungstransformation

also, deren charakteristische Function die Form (11) hat, geht ein

beliebiger Punkt (x, y) in eine Curve über, deren Punkte gleichen

Abstand von einem gewissen Punkte haben, nämlich von dem Punkte

mit den Coordinaten

x-\- ^(x,y)dt, y-\-7](x,y)dl

Verlangt man umgekehrt, dass eine eigentliche infinitesimale Be-

rührungstransformation mit der charakteristischen Function W jeden

Punkt in eine Curve verwandele, deren Punkte von einem gewissen

Punkte {x-\-^dtj y-\-rjdt) gleichen Abstand haben, so ist zu fordern.

{dx — ^dt){dy—rjdt)

unabhängig von y' sei (vgl. Formel (12)). Nun aber ist bekanntlich

öx = l^,dt, dy={y'lJ,-W)dt.

Es ist daher zu fordern, dass

frei von y' sei. Differentiation nach y', das in | und rj nicht auf-

tritt, liefert die Bedingung:
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Der erste Factor ist Null, wenn TF in y' linear ist, d. h. wenn man

es mit einer infinitesimalen Punkttransformation zu thun liat, was aber

bei unserer Fragestellung ausgeschlossen ist. Der zweite Factor ist

dann und nur dann Null, wenn W die Form (11) hat, wie man leicht

einsieht.

Wir kehren nach dieser geometrischen Deutung der Formel (11)

zu unserem analytischen Problem zurück.

Es ist unsere Aufgabe, zu untersuchen, welche besondere Form aTfn^^e

nun die in (11) auftretenden Functionen ü, |, ?^ von rr, y haben

müssen, damit die Differentialgleichung (3) der geodätischen Kreise

die infinitesimale Berührungstransformation gestatte, deren charakte-

ristische Function W den Wert (11) hat. Die Differentialgleichung

(3) haben wir in § 1 auf die bemerkenswerte Form

(5) ra" — z^ '^ Z
^~^ ^^ ^

gebracht durch Einführung der Grösse cj vermöge (4). Wir werden

von jetzt ab die Differentialgleichung in dieser Form (5) benutzen.

Alsdann aber müssen wir zunächst ausrechnen, welche Incremente

X, y, G3 und oa" bei der infinitesimalen Berührungstransformation er-

fahren. Diese Incremente haben wir dann in die Gleichung einzusetzen,

die aus (5) durch Variation folgt:

>»"—
(| + 3|a,-^)d(ö-f

(13)

+ Ä(-|^ + l«'"')-'^> = ^'dy

und zu fordern, dass die hervorgehende Relation infolge von (5)

bestehe.

Nach Theorem 3, § 2 des 4. Kap. (S. 95), ist, wenn W die Form

(11) hat:

oder nach (4):

(14) ^f
= ß« + I.

Analog kommt:

(15) |f=-i^co-^ + ^

und drittens

*/^ = - 2ß,«-3 - 2ß,ö-i + 7^, - aj-2(g, - Yly) - (0-^1,.
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Nach (4) ist ferner

St ~ '2
= — 7,y ^y

,

-1 1 1

%y \

d. h.

*^^^) ~^^^y'^ ^^^^ + 2 ^
~ *^^^^ + ^^^^ ~ ^^^ +

ö' ist definiert durch die Formel

d(o — o)' dx ':^0j

sodass

ddo3 — (o'döx — dco'dx = 0,

oder

St dx dx

wird. Die Ausrechnung giebt:

Da endlich c?" durch die Formel

d(o' — (o" dx E^

definiert ist, so kommt
Sm' Sx

Sco" _ "^^ST _ „ ~St

St dx dx

und die Ausrechnung ergiebt:

-T7-=— 3ö'ö"iß

—

2o~^o" ^y-\- 3 co'(g)^xx— (o~^Slyy)-{-

~ir2^ixxx~r 2^ bxxy -T 2^ ^xyy -T 2^ iyyy

— 2(o''{^G)^'rjx-\-t]y)— ^coa)'^r}x^^(o'{(o^r]a:x-\-Vxy)~-

— 2^^'r]=cxx— T^Gjrjxx y~ 20^"^ Vxyy — 2 »"^^J/yy

Setzen wir nun die Werte (14), (15), (16), (17) in (13) ein und

und führen wir darauf für ra" seinen aus (5) folgenden Wert
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B T — 3
G) = „ GJ -y (ä

ein, so ergiebt sich eine Relation, deren identisches Bestehen gefordert

werden muss. Man übersieht, dass diese Relation die Form hat:

(18) La'- + Mco' + N=0,

denn o' tritt nur in 8g)" auf und zwar quadratisch.

Die Coefficienten i, M., N in (18) enthali;en noch x, y, a. Sie

müssen einzeln Null sein. Dies liefert drei Bedingungsgleichungen,

von denen wir zunächst nur die erste Z = verwerten. Sie lautet

einfach:

L ^ Sa^^ty — 3öi^x = 0.

Da nun |j, und rj^ nur von rr, y, aber co von «/' abhängt, so muss

einzeln

^y = Vx =
sein. Also ist | frei von y und ri frei von x, sodass die charakteristische weitere

^ . „^
'

,
' '

'
Reduct. d.

Function W die Form hat: Form d.

char. Fct.

(19) W= 2Si{x, y) Yy" -f l(x) y' - ri{y).

Wenn insbesondere ü e^ ist, so wird 8x = i,(x) 8t, dy = i^(y) dt,

d. h. es werden die Minimalcurven x = Const. sowie y = Const. unter

sich vertauscht. Die Transformation ist also dann confarm.

Nunmehr vereinfachen sich die obigen Werte etwas. Bilden wir

dann noch die Gleichungen M = und ^=0, so erhalten wir:

— 3ß
(I

cj - I cj-3
) + 3(aß,, — a-^^yy) = 0,

sowie:

+ Ä (- I ^ + I «'^ •
(- ^«'-^ + '?) = 0-

Dies sind also die beiden einzigen noch zu erfüllenden Bedingungen.

Da sie für alle Werte von x, y, y' oder also für alle Werte von

x, y, (o identisch bestehen müssen, und da a nur explicite auftritt, so

erhält man durch Nullsetzen der Coefficienten der verschiedenen Potenzen

von oj eine Reihe von Bedingungen, nämlich diese:
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Be-
diiigungeu.

(20)

B

Sl,

Sl.

ß T

T
Slyy = iß -^

;

()x Z '

dy Z '

Ä,l + J^,^|

^xyy

^y Z
T
Zaj^ + \si l- J" = 0;

a bXXX " 'sX y

T

dxZ

2 ''?y2/s' 2^. I.

dyZ

dyZ = 0.

Man beachte, dass die dritte und vierte Gleichung (20) directe

Folgen der beiden ersten sind, während die fünfte und sechste infolge

der beiden ersten eine einfache Form annehmen. Danach ist dies acht-

gliedrige Gleichungensystem (20) zu ersetzen durch das folgende sechs-

gliedrige

:

E T
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Die Form der vier ersten Gleichungen (21) zeigt, dass die beiden J^,^Vp^jj^"

Fälle il =j- und ü ee gesondert behandelt werden müssen. Im -^^o,

nächsten Paragraphen soll der Fall il ^JE erledigt werden, im über-

nächsten der Fall Sl^O.

§ 3. Erledigung des ersten Falles.

Wir behandeln zunächst den Fall, dass die Function si^o.

ist. Die dritte und die vierte Gleichung (21) ergeben alsdann, dass

„ und „ nur von x bez. y abhängen. Wir setzen daher:

(22) | = ^(^), §-nyi
sodass die übrigen Gleichungen (21) die Form annehmen:

£1,, = SIX, £l,y = üY, ^ Dia
' ' Bedinganga-

1 ^ gleichangen.

2 %xxx 25a; X. 5A = 0,
(23)

2 Vyvy —^r]yY—riT=0.

Um diese Gleichungen zu integrieren, machen wir von dem bisher

noch nicht benutzten Umstände Gebrauch, dass wir anstelle von x

eine beliebige Function ^(x) von x als neues J und anstelle von y Neue

eine beliebige Function t){y) von y als neues t) einführen dürfen, wie iiche.

wir schon zu Anfang des § 1 (S. 134) bemerkten.

Wenn wir den ersten, zweiten u. s. w. Differentialquotienten von

X nach j mit x^^, x^, . . ., entsprechend die von y nach t) mit y^yV^j •
bezeichnen, so nimmt das unter (1') in § 1 (S. 136) angegebene Quadrat

des Bogenelementes der Fläche die Form an:

, 2 didtj

es hat also wieder die Form:

"ö Oi }

nur dass jetzt

^ = ZxT^y':^

wird. Hieraus aber folgt durch partielle Differentiation nach j:

II
= Z.xh'^^ - \ ZxT^x.yT^,

also weiter:

1 <^ O XX 21^ 99 1
1

O gr« ^ '*'l I 4 -^1 -^a 2 13'
Lie, Geometrie der Berahrung8tr»naformationen I. 10 [20. IV. 1895.]
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Nun ist nach den Formeln (2) des § 1 (S. 136) und nacli obigen

Formeln (22):

sodass kommt:

(24) -^ ^-j- = X{x)Xi ~r 4 ^1 ^2 2 ^1 ^3-

Es giebt aber sicher eine Function x von j, welche die Differential-

gleichung erfüllt:

Es hindert uns nichts, vorauszusetzen, dass wir unter x gerade eine

solche Function von j verstehen. Dann erreichen wir also nach (24), dass

wird. Ganz analog dürfen wir voraussetzen, y sei so als Function der

neuen Veränderlichen t) gewählt, dass

3 ^^'

wird. In den Veränderlichen f , t) erhält 3 somit die Form

3 = Ä;jQ + Zj + mt) + w,

in der h, l, m, n Constanten sind.

Wir dürfen daher annehmen, dass wir schon von vornherein die

Veränderlichen x, y so gewählt haben, dass Z die Form hat:

Z= Ttxy -\- Ix -\- my -\- n,

sodass

wird. Nach {22) ist dann
X= Y=0,

sodass sich die Formeln (23) reducieren auf:

^xxx =^ "Hwy ^^^ ^•

Überdies wissen wir, dass | nur von x, rj nur von y abhängt (vgl.

Formel (19) des § 2, S. 143). Es ergiebt sich daher, dass Z, 2ß, |, t?

folgende Formen haben:

IZ = kxy -\- Ix -\- my -\- n,

2Sl = Axy -\-Bx-{- Cy-\- D,

I = a^x^ -]- a^x + a, n = ß^y^ + ß^y + ß.

Hierin sind k, l, m, n; A, B, C, Z>; a.,, a^, a; ß.>, ß^, ß willkürliche
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Constanten, die keinerlei Beschränkung unterworfen sind. Da das

Quadrat des Bogenelementes den Wert hat:

dx dy
ds^ =

Z"- '

da femer nach Formel (19) des § 2 (S. 143) die charakteristische

Function W nunmehr den Wert annimmt:

(26) W= (Äxy + Bx -\- Cy -\- B) Vy' + (a^x' + a,x + a) y'

- iß2f + ßiV + ß),

so ist also unser Ergebnis dieses:

Gelingt es, das Quadrat des Bogenelementes einer Fläche auf die jetzige

. Form der
l^Orm ZU bringen: Ergebnisse.

(27) ds^ = dxdy

so gestattet die Schar der oo^ geodätischen Kreise unendlich viele

infinitesimale Berührungstransformationen. Die charakteristischen Func-

tionen derselben haben die Form (26), in der die Grössen Ä, B, C, D]

«2, «1, a; ßc^y ßi^j ß beliebige Gonstanten bedeuten. Wie man sieht, ist

die allgemeinste dieser infinitesimalen Berührungstransformationen linear

ableitbar aus denjenigen zehn, welche die charakteristischen Functionen

besitzen (vgl. § 5 des 4. Kap., S. 123):

1; y, y\ y', xy, x^y%

Vy', yVy', ^Vy', xyYy",

und umgekehrt ist jede von diesen abhängige von der Form (26).

Wie die Gleichung (3) des § 1 (S. 136) zeigt, nimmt die Difierential-

gleichung der geodätischen Kreise nunmehr die Form an:

(28) y"'-ly-'y"' = ^,

da jetzt -^ und ^^ gleich Null sind.

Die Flächen, deren Bogenelement- Quadrat sich auf die Form (27)

bringen lässt, haben nun eine einfache geometrische Definition: All-

gemein lässt sich das Quadrat des Bogenelementes auf die Form
bringen:

,2 _ dxdy
Z\x,y)

Dann aber hat das Krümmungsmass der Fläche den Wert:

K= 4:(ZZxy Zx Zy)-

10*
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Im vorliegenden Falle nun ist:

Z= Jcxy -\- Ix -\- my -\- n,

Flächen i-ij/t in -i-
constanter also das Krümmungsuiass gleich 4:(kn — Im), mithin constant.

Umgekehrt, da die Flächen constanter Krümmung auf einander

abwickelbar sind, so kann man ihr ds^ stets auf die Form (27) bringen.

Um die Ergebnisse zu formulieren, bemerken wir noch, dass der

Fall i$i =|e 0, den wir in diesem Paragraphen erledigt haben, gerade

der ist, in dem die charakteristische Function W nicht linear in «/'

ist, wie die Formel (19) des § 2 (S. 143) zeigt. Wir haben daher nach

§ 2 des 4. Kap. (2. Beispiel, S. 98) gerade den Fall erledigt, dass die

gesuchten Berührungstransformationen nicht sämtlich nur erweiterte

Punkttransformationen sind.

Daher fassen wir unsere Ergebnisse in einer Reihe von Sätzen

so zusammen:

Ergebnisse. Satz li Gestüttet die Differentialgleichung der geodätischen Kreise

einer Fläche eine infinitesimale Berührungstransformation, die keine er-

weiterte Punkttransformation ist, so hat die Fläche constante Krümmung.

Ferner (vgl. S. 143):

Satz 2: Gestattet die Differentialgleichung der geodätischen Kreise

einer Fläche, die nicht constante Krümmung hat, eine infinitesimale

Berührungstransformation, so ist diese Transformation eine infinitesimale

Punkttransformation und zwar eine conforme.

Wir können auch sagen:

Satz 3: Gestattet die Differentialgleichung der geodätischen Kreise

einer Fläche eine continuierliche Schar von Berührimgstransformationen,

die keine erweiterten Punkttransformationen sind, so hat die Fläche

constante Krümmung.

Ausserdem haben wir erkannt:

Satz 4: Die Differentialgleichung der geodätischen Kreise einer

Fläche constanter Krümmung lässt sich durch passende Wahl der Flächen

coordinaten x, y stets auf die Form bringen:

y —v^y ^y =0.

Dabei erhält das Quadrat des Bogenelementes die Form:

ds^ =2
äx dy
Z

in der Z hilinear in x, y ist:

Z ^E kxy -\- Ix -\- my + w.
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Die Differentialgleichung der geodäUscJien Kreise einer Fläche constanter

Krümmung gestattet stets sehn von eitiander unabhängige, infinitesimale

Berührungstransformationen. Dire charakteristiscJien Functionen habmi

hei Zugrundelegung obiger FunJctcoordinaten x, y auf der Fläche die Form

:

1; y, y'', y\ ^y', ^^y',

Vy', yVy', ^Vy, ^yVy'-

Die charakteristische Function der allgemeinsten infinitesimalen Be-

rührungstransformation, welche die Differentialgleichung gestattet, erhält

man aus diesen zehn durch Multiplication mit beliebigen Constanten und

Addition.

Die Differentialgleichung der geodätischen Kreise in ihrer jetzigen

Form

(28) y'"-ly-'y"' =
lässt sich auch so schreiben:

1

und giebt integriert:

y = («•« + &)~^ + c.

Durch Einführung der neuen Veränderlichen

(29) Tc = x-\-y, t)==i(x — y)

geht die Integralgleichung in diese über:

(30) (j - uf -\-(t)- vf = r^

wenn u, v, r jetzt die Integi-ationsconstanten bezeichnen. Die Er-

weiterung der Punkttransformation (29) lautet nun:

(31) T:
= x-{-y, t) = i(x — y), t)' = i-J-^,,

und hier ist

dt) — t)'di = — j-q;^ (dy — ^/ dx),

also die Function g in der Relation

d\) — t)' dl = Q(dy — y' dx)
diese:

Q =

Neue Ver-
änderliche.

1 + y'

Die charakteristische Function der allgemeinsten infinitesimalen Be-

rührungstransformation, welche die Schar (30) in sich überführt, geht

nach Satz 9, § 3 des 4. Kap. (S. 116) aus qW durch Einführung der
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neuen Veränderlichen j, t), ^' vermöge (31) hervor. Da W den Wert

(26) hat, so findet man als charakteristische Function in den neuen

Veränderlichen J, t), t)' durch Ausrechnung diese:

{Af + f) + ^£ + et) + D} 1/r+Y^ +
+ a + 69' + c{t) - £9') + e(j + 99') +
+ c.{2j9 + (9^ - 5^) 9'} + ^{9^' - f - 2m'],

in der die zehn Constanten Ä, B, C, D, a, h, c, e, cc, ß völlig willkürlich

sind. Doch sei hervorgehoben, dass sie nicht mehr die früheren in (26)

auftretenden Constanten sind, sondern gewisse Functionen von ihnen.

Die Gleichung (30) ist identisch mit der Gleichung aller Kreise

der Ebene in Cartesischen Punktcoordinaten j, 9- -^l^o folgt:

^ä^^'^eod^'
^^^^ ^' '^^^^ Fläche constanter Krümmung, sonst aber keine Fläche

Kreise äi
^^^^^ ^*^^ durch Berührungstrmisformation so auf die Ebene abbilden,

'^^^'^^- däss sich die geodätischen Kreise der Fläche als die Kreise der Ebene

abbilden *).

Für die Ebene, als Specialfall der Flächen constanter Krümmung,

wollen wir die letzten Ergebnisse in einem besonderen Satze formulieren,

indem wir die neuen Veränderlichen j, 9 ^^^ Cartesische Coordinaten

der Ebene mit x, y bezeichnen. Die Formel (32) lehrt nänilich:

d^ KreiJe'
^^^^ ^ * ^*^ Scfittr allcr Kreise der Ebene geMaUet gerade zehn von

d. Ebene, einander unabhängige infinitesimale BerüJirungstransformationen. Die

charakteristische Function der allgemeinsten ist linear mit beliebigen con-

stanten Coefficienten aus den folgenden zehn abzuleiten:

1, y', y — xy', x + yy', 2xy -\- {y^ — x^)y', y^ — x^ — 2xyy',

VT+V', xYYTT', yV^^+V% (^' + f)Vi + V'-

Dabei bedeuten x, y Cartesische Punktcoordinaten der Ebene.

Dies Ergebnis wird uns im zweiten Abschnitt an mehreren Stellen

wieder beschäftigen.

§ 4. Erledigung des zweiten Falles.

Es bleibt jetzt noch übrig, unser Problem in Anknüpfung an die

Ergebnisse des zweiten Paragraphen für den Fall zu erledigen, dass

die in W auftretende Function

ist. Alsdann sind die infinitesimalen Berührungstransformationen, die

*) Dieser Satz ist ein Analogon zu dem schönen Satz von Beltrami
über die geodätischen Linien der Flächen constanter B[rümmung. (Annali di

matematica, 1, Serie, Bd. 7, 1866, S. 185.)
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eventuell die Schar der geodätischen Kreise invariant lassen, nur er-

weiterte PunJcUransformationen. Da die charakteristische Function W
jetzt nach Formel (19) des § 2, S. 143, die Form

(33) W=^(x)y'-r](y)

hat, so sind die fraglichen Punkttransformationen überdies conform.

weil sie die Minimalcurven x = Const. und ebenso die Minimalcurven

y = Const. in einander überführen, wie schon S. 143 gesagt wurde.

Für die Function W sowie für die im Quadrat des Bogenelementes

(34) ds' =4^
auftretende Function Z bestehen jetzt nach den Formeln (21) des § 2,

S. 144, die Bedingungen:

(35)
1 ,„ n '

'^ y d T BT ^

Wir schreiben hier ^"' statt ^xxx ^- s. w., da jetzt | nur von x^ rj nur

von y abhängt.

Zunächst sei die Annahme gemacht, dass weder | noch rj identisch Annahme

Null sei.
^' ''*'*•

Dann können wir anstatt x und y solche Functionen von x bez. y
allein als neue Veränderliche x, y einführen, dass anstelle der Formeln

dx = |(ic) dt, dy = rj(y) dt

die einfacheren treten:

dx = dt, dy = dt.

Dadurch werden, wie schon gelegentlich betont wurde, die bisherigen

Formeln in ihrer Richtigkeit nicht beeinträchtigt. Nach (33) reduciert

sich nun W auf

(36) w=y'-l,
während die Formeln (35) wegen

1 = 1, ^=1
jetzt liefern:

dx Z "T dy Z ~ ^'

L Z _L A J _ n
dx Z'^ dy Z ~"-

•
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[;
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7? T
y und y hängen mithin nur von x — y ab. Aber nach Formel (2)

des § 1 (S. 136) ist i? = Z^:, und T= Zyy. Mithin kommt:

^'^^ T^ = ^^^ ~ ^) ^' a"p ^ '^^^ — 2/)
^•

Es handelt sich nun darum, die allgemeinste Lösung Z dieser beiden

Diflferentialgleichungen zu bestimmen.

Setzen wir

(38)
^

Z=e'^,
so giebt (37):

^xx-\- ^x^ = (p(x — y),

^yy-i- ^/^i^ix — y).

Differentiation nach x bez. y liefert die vier Gleichungen:

^xxx-}-2^a>^xx= (f',

0^^y-{- 20:c^xy = — Cp',

0xyy-\-20y0^y= t\

^yyy -^ 2 ^y ^y y = — ll^'

.

Addition der beiden ersten giebt:

woraus folgt:

(41) 0.. + 0,y = Y(y) e-2*.

Ebenso kommt:

(42) ^yy + 0,y = X(x) ß-'^.

In diesen Gleichungen bedeutet X eine Function von x allein und Y
eine Function von y allein. Differenzieren wir die zweite Gleichung (40)

nach y, die dritte nach x, so kommt:

^^:,yy + 20,0:cyy + ^ "^l 'J
= <P'\

^XXyy -\-20y ^^^y -{-2Qly= 1p".

Hieraus folgt durch Subtraction:

20^ 0^yy — 20y 0:,^y = <p" — t"
oder

2^.(a>.y, + 20y0.y) - 20,(0.., + 2O,0,y) = tp" - r,

woraus sich durch Benutzung der zweiten und dritten Gleichung (40)

ergiebt:

20.t^' + 20,^' = g)" — 1^".
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Differenzieren wir diese Gleichung nach x und nach y, so erhalten wir

zwei Gleichungen, die addiert liefern:

woraus nach (41) und (42) zu schliessen ist:

(43) X(p' + Yi,' = 0.

Differentiation nach x bez. y giebt hieraus:

X'(p' + X(p" -\- Yt" = 0,

r>' ~X(p" — Yti;" = 0,

also

:

(44) X>' + r>' = 0.

Die beiden Gleichungen (43), (44) sind linear und homogen in Ab-

w' und tb' mit der Determinante erledigter^ ^
FäUe.

^ = XT — X'Y
Die Annahme z/ =j= führt nun auf Flächen constanter Krümmung.

Denn das Krümmungsmass der Fläche, für die

, 2_ dxdy

ist, hat den Wert

(45) K=4(ZZ,, — Z,Zy).

Wäre nun ^ e|e 0, so würde (43) und (44) ergeben, dass cp' und ^'

Constanten wären, sodass (37) lieferte:

(46) Z:cX = aZ, Zyy=lZ.
Aber nach (45) ist

-J^
= ^{ZZxxy ZxxZ,]),

und dies ist nach (46) identisch Null, da (46) noch Zxxy = o,Zy giebt.

Entsprechend wäre ^— ^ 0, d. h. K wäre constant. Da wir nun die

Flächen constanter Krümmung im vorigen Paragraphen schon voll-

ständig behandelt haben, so können wir hier von ihnen absehen und

somit annehmen:
^ = XY' — X'Y=0.

Wäre jetzt eine der beiden Grössen X, Y, etwa F^ 0, aber die

andere Xe|=0, so käme man sogar zu abwickelbaren Flächen, denn

dann würde aus (41) sofort folgen, dass ^x + ^y eine Function von

y allein wäre, also nach (42) auch Xe~^'^ von y allein abhinge, so-

dass das Quadrat des Bogenelements nach (38) die Form

ds^ = a{cc) ß(y) dxdy

hätte. Die Fläche wäre daher auf die Ebene abwickelbar.
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Mithin bleibt nur die Untersucliung der beiden Fälle übrig:

Zwei Fälle. Ersteus: J^O, Xeje 0, Y-i^O,

Zweitens: z/ = 0, X= 0, Y=0.

Die erste Annahme kann noch anders charakterisiert werden: Die

infinitesimalen Punkttransformationen, welche die Differentialgleichung

der geodätischen Kreise invariant lassen, sind, wie wir wissen, conform.

Sie erteilen daher ds^ ein Increment, dass sich von ds^ nur um einen

von X, y abhängigen Factor unterscheidet. Soll nun die infinitesimale

Transformation, die wir oben (S. 151) auf die Form

dx=''_dt, dy = dt

gebracht haben, ds'^ nicht nur um einen constanten Factor ändern, so

darf das Increment

s, 7 2 A ^^^y dSx- dy -\- d8y dx ^dxdy , y ^t _a_ y x \Ous — ^ —
>^2 ^ \^Z/x ox -\- Zjy y)

(Z^ z\= — 2dsn~ -\- -^\ 8t

nicht die Form Const. ds^ haben, d. h. es muss

'Z "I" ~i -^ Const.

sein, also nach (38):

^x + ^y H= Const.

und nach (41), (42), wenn von abwickelbaren Flächen abgesehen wird:

XeIeO, Te^O.

Der erste Fall führt also zu allen Flächen, auf denen die Differential-

gleichung der geodätischen Kreise auch solche infinitesimale Punkt-

transformationen gestattet, die ds^ nicht nach constantem Verhältnis

ändern.

Wir behandeln die beiden Fälle nach einander.

Erster Fall. Erstcns: z/ ^ 0, X ej= 0, F =E 0. Aus J ^0 folgt

also

X' Y'

X = ae'»^, Y= le'^y (a,b,m = Const.).

Nach Voraussetzung muss a& =j= sein. _ Die Formeln (41) und (42)

geben:

^xx + ^xy = he'^y-^^, ^yy + 0x, = ae'«^-2*.

Differenzieren wir die erste Gleichung nach y, die zweite nach x und

ziehen sie dann von einander ab, so kommt:

(47) 2ae'"^ O^ — 2&e'"y Oy — m(ae"''' — &e"'2') = 0.
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Es ist dies eine lineare partielle Differentialgleichung erster Ord-

nung für 0. Sie zeigt, dass O die Form hat:

(48) ^ = I (:, + ^) + ü(u),

in der U eine noch näher zu bestimmende Function von

bedeutet. Allerdings ergiebt sich bei der Integration von (47), dass

der Fall m = besonders zu behandeln ist. Aber die Annahme

m = widerspricht unseren Voraussetzungen. Denn in diesem Falle

zeigt (47) sofort, dass eine Function von bx -j- ay allein ist, während

(39) darauf lehrt, dass a und b entgegengesetzt gleich sein müssen.

wird also eine Function von x — y allein, und nach (41) und (42)

sind für eine solche Function X und Y NuU, was eben unserer Voraus-

setzung widerspricht. Wir müssen daher

m4=0
annehmen.

Wenn wir nun den obigen Wert (48) von in die noch zu er-

füllenden Bedingungen (39) einsetzen, so kommt:

b^ m^ e-^""^ (U" -\- ü'^) = (p

m-

Nach dem bisher Erörterten haben wir hierbei die Voraussetzung zu

machen:
abm =1= 0.

q> und ^ femer sind Functionen von x — y allein. Beide Gleichungen

sagen also dasselbe aus, nämlich dass

eine Function von x — y allein sein oder also dass

sein muss. C ist eine Constante. Setzen wir

f7=lgF
und

so kommt:

oder also:

c-
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Ä und B sind hierin Constanten. Berechnen wir hieraus rückwärts

U und 0, so ergiebt sich für Z nach (38) der Wert:

Z=\Äu^ -\- Bu^ je
,

wobei
u = &e-'«^ + ae-"'y

ist. Das Ergebnis wird noch einfacher, wenn wir

Iß-'"'', ae-'^'J

als neue Veränderliche x, y einführen, was wir ohne weiteres thun

dürfen, da ahm^O ist. Dann nimmt

,2 ^^ ^y

die Form an:

a b m^ \_Ä{x-\- y)^'^'' -^ B{x-{- y)^ J

Den Constanten Factor ahm^ können wir zu A und B schlagen, wo-

durch sich als endgültige Form ergiebt:

(49) ds^ = . ^-^^ —^,

.

Wir besprechen diese Flächen weiter unten.

Zweiter Zweit&ns: ^^^X^Y^O. In diesem Fall liefern die Glei-

chungen (41) und (42):

wobei a eine Constante ist. Daher hat ^ die Form:

= — ^x — -lgo}(x— y).

Diese Form erfüllt die Bedingungen (39). Also erhalten wir nach

(38), wenn wir noch — y anstelle von y und — g) anstelle von o
einführen, das folgende Quadrat des Bogenelements:

(50) ds^ = CO (x -\- y) e'^" dx dy.

Ehe wir zur näheren Discussion der erhaltenen Flächenfamilien

übergehen, erledigen wir noch die oben (S. 151) vorläufig aus-

geschlossene Annahme, dass eine der beiden Functionen |, rj identisch

Null ist. Beide zusammen dürfen natürlich nicht gleich Null an-

genommen werden. Wir nehmen also jetzt an:

Annahme <. i /\ /\
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Der Fall | ^ 0, i? == geht aus diesem durch Vertauschen von x

mit y hervor, ist also im Grunde genommen mit ihm identisch.

Durch Einführung einer passenden Function von x als neues x können

wir im vorliegenden Falle erreichen, dass | ^^ 1 wird.

Die Relationen (35) liefern jetzt einfach:

dx Z ^ dx Z '

oder, da B = Zxx, T= Zyy ist:

(51) Zxx=Y{y)Z, Zyy=^Y,{y)Z

Berechnen wir aus beiden Gleichungen Zxxyyy so kommt:

Y Z -\- 2l Zy -\- X Zyy = 1 j ZxX ,

oder, wenn wir hierin die Werte (51) einsetzen:

Y"Z+2Y' Zy = 0,

d. h. Z^ hat die Form:

^2 ^^ ®(^)

y'{y)

Daher sind die hier auftretenden Flächen, für die

ds^ = —~ dx dy

ist, abwickelbare Flächen, also Flächen, die schon im vorigen Para-

graphen behandelt wurden.

Unser Gesamtergebnis ist also dies: Ergebnis.

Abgesehen von den schon behandelten Flächen constanter Krümmung
haben sich zwei Flächengattungen ergeben, die durch die folgenden

Bogenelement- Quadrate definiert sind:

(4^) ^'' =
r ü^ i-^'
Uix + yy'^ +B{x+y)^ J

(50) ds^ = G){x -\- y) e'''' dx dy.

Allerdings ist unser Problem hierdurch noch nicht völlig erledigt.

Wir wissen zwar, dass die Differentialgleichung der geodätischen Kreise

auf den gefundenen Flächen mindestens eine infinitesimale Punkttrans-

formation gestattet. Wir werden aber nach allen derartigen Trans-

formationen fragen. Indem wir hierzu übergehen, wollen wir zugleich

die gefundenen Flächenfamilien näher besprechen.

Unter den Flächen, deren ds^ die Form (49) besitzt, sind auch riachon der
orsten Art

Flächep constanter Krümmung enthalten. Wir finden sie, indem wir
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das Krümmungsmass K nach der oben (S. 153) angegebenen Formel

(45) berechnen, ohne Mühe. Es zeigt sich, dass nur die Fälle

Flächen constanter Krümmung liefern. Von diesen Fällen können wir

daher in der Folge absehen, da sie zu den im vorigen Paragraphen

behandelten Flächen gehören.

Die Form des Bogenelementes der betrachteten Flächen zeigt, dass

sie auf Rotationsflächen abwickelbar sind. Um dies zu verificieren,

schreiben wir die Gleichungen einer Rotationsfläche in den laufenden

Punktcoordinaten J, t), l in der Form:

sin V cos V

Das Quadrat ihres Bogenelements:

geht durch Einführung der Parameter

über in

Nun ist u nach (52) eine Function von x -{- y allein. Also sind unsere

Flächen (49) auf die Rotationsfläche abwickelbar, sobald

(p{u) = A{x + y)^^"" + B(x + 2/)^~"

ist, und dies lässt sich durch passende Wahl der Function (p(u) er-

reichen.

Wir wenden uns nun zur Bestimmung aller infinitesimaler Punkt-

transformationen, welche die Diff'erentialgleichung der geodätischen

Kreise der Fläche (49) invariant lassen. Von vornherein sind uns

zwei bekannt. Denn oben gingen wir davon aus, dass eine der in-

finitesimalen Transformationen auf die Form

dx = dt, 8y = dt

gebracht werden konnte (S. 151). Da wir aber alsdann 6e~"*^ und

ae—^y als neues x bez. y einführten (S. 156), so nimmt sie — ab-

gesehen von einem gleichgültigen coustanten Factor — die Form an:

öx = x8t, dy = y8t.
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Ferner bleibt ds'^ nach (49) ungeändert, wenn sich x, y um

dx == dt, Sy = — dt

ändern. Es ist sofort zu erkennen, dass auch diese infinitesimale^j^^*^|^^°^

Transformation zu den gesuchten gehört. Geometrisch folgt es daraus,

dass diese Transformation eine Rotation der obigen Rotationsfläche

ist. Wir zeigen es analytisch, indem wir bemerken, dass die Gleichungen

(35) zu Beginn dieses Paragraphen jetzt, da

(49') Z=Ä{x + yf-^" + Bi^ + #~",

also

B T *" i

Z Z KxA-yY
ist, die Form haben:

1 ^ '" U - -)
^'

4- U - i) ^ + ^ =
(53)

4 ' \ 4/ (x + 1/)* ' \ 4/ (x + yY

14'^ r Jix-i-yr^V' J(x-{-yr~~^-

Sie weisen aber offenbar von | = 1,. »; = — 1 erfüllt. Es sind also

dx ' ^ dy ' dx dy

von vornherein bekannte infinitesimale Transformationen der gesuchten

Art. Wir werden nun sehen, dass es ausserdem keine giebt. Zu
dem Zweck haben wir i,(x) und rj{y) aus (53) zu berechnen.

Da I nur von x, rj nur von y abhängt, so lehren diese Gleichungen,

wenn man in der ersten statt x, in der zweiten statt y irgend eine

Constante setzt, dass ^, rj die Formen haben müssen:

I = «(^ + ßy + yx + d,

V = 9iy + ^y + ry -{-(o,

in denen a, ß, y, d sowie q, (?, t, ö Constanten sind. Dieser Schluss

ist nur dann nicht gestattet, wenn w^ = - ist, aber diese Annahme

führt auf die ausgeschlossenen Fälle von Flächen constanter Krümmung.

Setzen wir die obigen Werte von |, 7; in (53) ein, so finden wir

schliesslich, dass |, rj die Form haben:

^ = ax -{- h, rj = ay — b.

Dabei sind a, h willkürliche Constanten.

Folglich gestattet die Differentialgleichung der geodätischen Kreise

der Fläche die infinitesimalen conformen Punkttransformationen:

(54) {ax + b)l^-^{ay-h)l^,
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die linear ableitbar sind aus den beiden infinitesimalen Transfor-

mationen:

dx ' ^ cy' dx cy

Invarianz -^jj. sollen noch untersuchen, ob die infinitesimalen Punkttrans-
d. Schar '

der geod. formationcn (54) insbesondere auch die Differentialffleichuns zweiter
Linien. ^ ' o O

Ordnung der geodätischen Linien unserer Fläche invariant lassen.

Die geodätischen Linien sind die geodätischen Kreise mit der

Krümmung Null. Nach der Formel des § 1 (S. 136) für die geodätische

Krümmung sind sie daher definiert durch die Differentialgleichung

zweiter Ordnung.
^

(55) y" j^2^^y'-2^y'' = 0.

Erfahren nun x, y nach (54) die Incremente

dx = (ax + b) öt, dy = (ay — 6) 8t,

so erfährt y' das Increment Null (vgl. das 2. Beispiel, § 2 des 4. Kap.,

S. 98). Das Increment von y" ist

^ „ «, dy' .
dSy' dx — dy' ddx ddy' „ dSx

^ dx dx^ dx ^ dx '

also:

dy" = :— ay" dt

Da ferner Z den Wert (49') hat, so ist, wenn wir die Differential-

quotienten von Z nach x -\- y durch Z\ Z", . . . bezeichnen, das

Increment von -^:

^ z =^^ z ^—i^
—" ^^^ + ?/) =—^— «(^ -\- y) ^f-

z
Dies ist zugleich das Increment von -^ -

Wir fragen uns nun, ob das Increment der linken Seite der Diflfe-

rentialgleichung (55) infolge dieser Differentialgleichung verschwindet.

Dies Increment hat, abgesehen vom Factor dt, nach dem Vorher-

gehenden den Wert
ZZ" Z' ^— ay" -\- 2{y' — y'^) ^^ a{x + y).

Setzen wir hierin den aus (55) folgenden Wert von y" ein, so fragen

wir also, ob der hervorgehende Ausdruck verschwindet. Dies liefert

die Forderung:

{y — y'^)—^— «(^ + 2/) + a{y' — y'^) z = ^-

I
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Da .

ist, so lässt sich diese Bedingung auch so schreiben:

a\(^x-^yfZ''- {x^y) Z'Z- {n^ -
^)

Z^j = 0.

Sie wird befriedigt, wenn entweder

' a =^

oder

{x^y)Z' — \z±nZ=^

ist, wobei das obere oder das untere Vorzeichen gewählt werden kann.

Infolge von (49') liefert dies die Gleichung:

A{n + n) {x + yf^^ + B{— n±^n){x-\- «/)^~" = 0.

Sie wird befriedigt, wenn entweder «= oder ^= oder 5= ist.

_ Das Ergebnis a= lehrt nach (54), dass die Differentialgleichung

der geodätischen Linien stets die infinitesimale Transformation

dl_df
d X dy

gestattet. Sie gestattet ausserdem auch

dx~^ ^ dy

dann und nur dann, wenn entweder n= oder ^=^0 oder B=0 ist.

Diese drei Fälle sind jedoch auszuschliessen. Denn oben (S. 154)

zeigten wir, dass die erste Flächengattung (49) dadurch charakterisiert

ist, dass bei ihr ds^ durch die bestimmte infinitesimale Transformation

dx = dt, dy = dt nicht nur um einen constanten Factor geändert

wird. Diese Transformation hat in den jetzigen Veränderlichen nach

S. 158 die Form dx = xdt, dy = ydt. Eine einfache Ausrechnung

zeigt, dass das Quadrat des Bogenelementes (49) bei ihr bloss um einen

constanten Factor geändert wird, wenn n oder Ä oder B gleich Null

ist. Diese Fälle gehören also gar nicht hierher. In diesen Fällen

lässt sich in der That ds^ auf die Form*):

. *) Weingarten hat bekanntlich gezeigt (Journal für d. reine u. ang. Mathem.,
Bd. 59, 1861, S. 382), dass die Centraflächen aller der Flächen, deren Haupt-
krümmungsradien jBj , B^ durch eine Relation F{R^ , E^) = verknüpft sind,

auf eine Rotationsfläche abwickelbar sind. Lie fand (Math. Annaleu, Bd. 20,

1882, S. 387), dass die Rotationsflächen mit

, , dxdy

{X + y)"'

Lie, Geometrie der Berührimgatrausformationen I. 11 [5. VI. 1895.]
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ds' = ^^^^

bringen, die sich unter die Form (50) für ds^ unterordnet, sodass sich

also Flächen der zweiten Gattung für nÄB = ergeben.

Flächender
^J/'ir weudeu uus i'etzt zur zweiten Flächengattung, zu der durch

zweiten Art. J o 07

die Formel definierten:

(50) ds^ = (o{x -{- y) e^'^dxdy.

Hier bemerken wir: Lie lenkte seinerzeit die Aufmerksamkeit auf die

Flächen, die eine infinitesimale Ahnlichkeitstransformation des Raumes

flächen
gestatten*), und nannte sie Spiralflächen. Alsdann hat Levy gezeigt,

dass jede Fläche, deren ds^ die obige Form (50) hat, auf eine Spiral-

fläche abwickelbar ist**). Die erhaltene Flächengattung Gesteht somit

aus allen Flächen, die auf Spiralflächen ohwiclcelhar sind.

^MJr^t Unsere Aufgabe ist die Bestimmung aller infinitesimaler Punkt-

^'^- transformationen, welche die Differentialgleichung der geodätischen

Kreise dieser Flächen invariant lassen. Zu diesem Zweck erinnern wir

daran, dass die Flächen, auf denen die gesuchten infinitesimalen Punkt-

transformationen ds'^ nicht nur um einen constanten Factor ändern,

schon in der zuerst betrachteten Kategorie (49) enthalten sind. (Vgl.

S. 154.) Von ihnen können wir deshalb absehen. Wir fragen also

nur nach solchen Transformationen'

bei denen

1(56) dds^ = cdsHt

ist, wobei c constant ist. Es empfiehlt sich, anstatt der Form (50)

die äquivalente Form

/ef\f\ 7 2 dxdy dx dy
\^^ ) "^ — ^2q,(x+y)+2bx= ~~Z^ y -

zu benutzen. Nun ist:

(Z^ Z..

dds^ = "^:^^^^,-^^(§i+§,y dt.

die einzigen sind, auf denen die Schar der geodätischen Linien zwei conforme
infinitesimale Punkttransformationen gestattet, sowie dass auf ihnen die Centra-

flächen derjenigen Flächen abwickelbar sind, zwischen deren Krümmungsradien
jBj , B^ die Relation

B, = Const.
B9

besteht.

*) Siehe z. B. Mathejn. Annalen Bd. 5 (1872), S. 204.

*) Siehe Comptes llendus Bd. 87 (1878), S. 788.
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Also finden wir nach (56) und (50'):

(57) r + 1?' - 2((p' + &) I — 2(p',} = c.

Andererseits nehmen die zu Beginn des Paragraphen gegebenen

Formeln (35) jetzt wegen (50') die Form an:

(58)

u
wenn zur Abkürzung

(59) {(p' -{-hy -{- cp" ^u, cp"^ -\- (p" ^v
gesetzt wird, u und v sind also Functionen von x -\- y. Die Formeln

(58) folgen übrigens unmittelbar durch Differentiation aus (57).

Es handelt sich also darum, ^(x) und rjij/) in allgemeinster Weise

aus (57) und (58) zu berechnen. Dabei aber dürfen wir von allen

den Fällen absehen, in denen sich Flächen Constanten Krümmungs-

masses ergeben. Das Krümmungsmass

hat nach (50') den Wert AZ^tp". Es ist also nach (59):

K, = AZhi', K,j = AZW.

Wir sehen mithin ab von den Fällen, in denen u' und v' beide Null

sind, also auch von dem Fall g)" ^ 0.

Differenzieren wir nun die Gleichung (57) partiell nach x und das

Ergebnis partiell nach «/, so kommt:

dx ' cy

Bezeichnet also F eine uns noch unbekannte Function, so können wir

setzen:

sodass sich, weil (p"^^0 ist, ergiebt:

(60) | = ^X, r,^-^.-

Setzen wir diese Werte in (57) ein, so kommt

oder nach (60) und (59)

{F.- Fy)f-,--2{^' -^l)^, + 2^' ^ = c

U t, -\- V 1] == — C(p .

IV



164 Kap. 5. Infinitesimale Berührungstransformationen d. Schar d. geodät. Kreise.

Differenzieren wir diese Gleichung das eine Mal nach x, das andere

Mal nach y und bilden die Differenz, so kommt:

(61) m'I'— v'ri' = 0.

u und v' sind, wie bemerkt, nicht beide Null. Wäre etwa u' ^ 0,

v' ~^0, so käme iq' = 0, also nach der zweiten Gleichung (58) auch

I -j- 1^ = 0, d. h. I und ri wären — da | nur x, r] nur y enthalten

darf — zwei entgegengesetzt gleiche Constanten. Dies liefert also die

von vornherein bekannte infinitesimale Transformation

dx = 8t, dy = — dt.

Zu demselben Ergebnis führt die Annahme v' ^ 0, u' z|e 0. Es

bleibt die Annahme u eJe 0, v' eJe 0. Hier zeigt (61), dass ^, nur

von X -\- y abhängt. Da aber | nu;- x, rj nur y enthält, so geht dies

nur dann an, wenn:
,

ist, wobei a, /3, h Constanten bezeichnen. Hieraus ergiebt sich:

I = ^ e^^ 4- Const., 'n=-^ ß~*^ + Const. r

oder, wenn Ä == ist: .

i, = ax -\- Const., ri == ßy -\- Const.

Setzen wir diese Werte in (57) ein, so können wir 9' berechnen. Indern:

wir fordern, dass (p' nur x -\- y enthalten soll, finden wir alsdann ohne

weitere erhebliche Schwierigkeit, dass allein die Annahme 1+^ =
wie vorher bleibt, sobald nicht etwa die Fläche abwickelbar ist oder

& = und (x -\- y) (p' = Const. ist. Im letzteren Falle ist ds^ auf

die Form

ds'= ^0.^2/

(^ + yf

reducibel, die wir oben (S. 161, 162) besprachen.

Sehen wir hiervon ab, so ergiebt sich nur die eine Transformation

8x ^^ dt, dy = — dt. Man erkennt ohne Mühe, dass die Differential-

gleichung der geodätischen Linien der Fläche diese infinitesimale Trans-

formation nicht gestattet.

Wir fassen nun die Hauptei-gebnisse des Kapitels bis hierher zu-

sammen in dem Theorem (vgl. die S. 133 genannte Arbeit im norweg.

Archiv, Christiania 1884):
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Theorem 5: Gestattet die Schar der <x>^ geodätischen Kreise ^***^*;

einer Fläche eine unendliche continuierliche Schar von Be-

rührungstransformationen, gestattet sie also eine oder mehrere

infinitesimale Berührungstransformationen, so können folgende

Fälle eintreten:

Erstens: Findet sich unter den infinitesimalen Berührungs-

transformationen auch nur eine einzige, die keine erweiterte

PunJcttransformation ist, so hat die Fläche constante Krüm-
mung. Auf jeder Fläche constanter Krümmung gestattet die

Schar der geodätischen Kreise zehn von einander unabhängige

infinitesimale Berührungstransformationen. Die Schar der

geodätischen Kreise lässt sich hier stets in der Form schreiben:

(x — ay + (y — hf = cl

Zweitens: Gestattet die Schar der geodätischen Kreise nur

infinitesimale PunTcttransformati.onen, so sind diese conform

und es gieht entweder zwei von einander unabhängige oder nur

eine. Im ersteren Falle lässt sich das Quadrat des Bogen-

elemente^ auf die Form bringen:

dxdy
ds' =

Aix-\-y)^'^''+B(x-{-y)^
"]'

Jn diesem Falle gestattet insbesondere auch die Schar der oo^

geodätischen Linien der Fläche die beiden infinitesimalen

Transformationen dann und nur dann, wenn ds^ die besondere

Form hat:
^^,_^xdy_

{X -\-yr

In dem anderen Falle, dass die Schar der geodätischen Kreise

nur eine infinitesimale PunJcttransformation zulässt, ist die

Fläche eine beliebige auf eine Spiralfläche abwickelbare Fläche.

Bei ihr kann also ds^ auf die Form gebracht werden:

ds^ = G}{x -}- y) e'^^dxdy. ,

§ 5. Verallgemeinerung der stereographischen Abbildung für

beliebige Rotationsflächen.

Von ieher ist die punktweise Abbildung der Kugel auf die Ebene Abb. d.

• 1 • 1 1 ^^ 1
^"»el auf

als besonders wichtig betrachtet worden. Unter den unendlich vielen d. Ebene,

möglichen Abbildungen haben zwei bemerkenswerte ausgezeichnete

Eigenschaften, nämlich die Centralprojection von dem Mittelpunkt der
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Kugel aus auf eine beliebige Ebene sowie die Centralprojection von

einem beliebigen Punkte der Kugel aus auf eine Ebene, die parallel

der Tangentenebene dieses Punktes ist. Erstere Abbildung bezeichnet

man bekanntlich als die gnomonische, letztere als die stereographische.

Bei der gnomonischen Projection bilden sich die grössten Kreise

der Kugel als Geraden ab. Die stereographische Projection anderer-

seits ist conform und bildet jeden Kreis der Kugel als Kreis in der

Ebene ab. Wir können also sagen, dass bei der gnomonischen Pro-

jection jede geodätische Linie in eine geodätische Linie, bei der stereo-

graphisQhen aber jeder geodätische Kreis in einen geodätischen Kreis

übergeht. Die erstere Bemerkung war die Veranlassung dazu, dass

Beltrami*) seinen berühmten Satz aufstellte, nach dem die Flächen

constanter Krümmung die einzigen Flächen sind, die sich punktweise

so auf die Ebene abbilden lassen, dass jede geodätische Linie in eine

geodätische Linie übergeht. Darauf hin stellte Beltrami das Problem**),

das allgemeinste Paar von zwei Flächen zu bestimmen, die sich punkt-

AbMidun ^^^^ ^^ aufeinander abbilden lassen, dass jeder geodätischen Linie der

einen Fläche eine geodätische Linie der andern entspricht. Dini***)

löste dies Problem für reelle Flächen und reelle Abbildungen und ge-

langte zu Flächen, die zur Kategorie der Flächen mit dem Liou-

ville'sehen Bogenelement gehören. Lief) behandelte zuerst das Problem

in voller Allgemeinheit, ohne sich auf das Reelle zu beschränken. Er

fand drei Flächenkategorien, deren ds^ die Form hat:

Erstens: cls^ = g)(x -f- y) e'^^dxdy (Spiralflächen),

Zweitens: ds^'= (y -\- X{xj) dxdy,

Drittens: ds^ = (g)(x -j- y) — ^(a; — y)) dx dy (Liouville'sche

Flächen).

Er gab die allgemeinste geodätische Abbildung zweier Flächen einer

dieser Kategorien auf einander und lenkte gleichzeitig u. A. die Auf-

merksamkeit auf diejenigen Flächen, deren ds^ entweder in mehrfacher

*) Annali di Matematica, 1. Swie, Bd. 7 (1866), S. 185.

**) Am Schluss der soeben citierten Abhandlung.
***) Annali di Matematica, 2. Serie, Bd. 3 (1869), S. 269.

t) Classification der Flächen nach der Transformationsgruppe ihrer gcodä-

tisclien Curven, Üniv.-Programm , Christiania 1879, sowie: Math. Annalen Bd. 20

(1882), S,. 419, und Berichte der Gesellsch. d. Wissensch. zu Leipzig, 1889, S. 155.

Diese letztere Note, die neueren Verfassern unbekannt geblieben ist, zeigt u. A.,

dass die Flächen, auf denen die Schar der geodätischen Linien mehr als zwei

von einander unabhängige infinitesimale Transformationen gestattet, entweder
constante Krümmung haben oder aus den Flächen mit

ds^ = {x -\- y) dxdy

durch die von Dini und die von Lie herrührenden Formeln abgeleitet werden
können. Wir werden an einem anderen Orte die neueren wertvollen Unter-

suchungen über geodätische Abbildungen besprechen.
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Weise auf eine dieser Formen oder aber gleichzeitig auf mehrere

unter diesen Formen gebracht werden kann. Endlich behandelte er

eingehend das Problem, die Flächen zu bestimmen, die auf unendlich

viele Arten auf sich selbst so abgebildet werden können, dass jede

geodätische Linie wieder in eine geodätische Linie übergeht.

Die stereographische Projection giebt nun zu ähnlichen Problemen Abb., bei der

Anlass, indem man an die Stelle der geodätischen Abbildung diejenige in geod.

Abbildung treten lässt, bei der jeder geodätische Kreis in einen geodä- geht,

tischen Kreis übergeht. Dabei wird, wie bisher, unter einem geodä-"

tischen Kreise stets eine Curve von constanter geodätischer Krümmung
verstanden. Analog dem Satze von Beltrami gilt jener Satz, den

wir ausser anderen Ergebnissen in § 3 dieses Kapitels abgeleitet haben

und nach dem die Flächen constanter Krümmung die einzigen sind, die

sich punktweis so auf die Ebene abbilden lassen, dass sich jeder

geodätische Kreis als ein Kreis darstellt. Analog dem von Beltrami
gestellten, von Dini unter speciellen Voraussetzungen sowie von Lie

in allgemeinster Form gelösten Problem kann man hier weiterhin

nach dem allgemeinsten Paar von Flächen fragen, die sich punktweis

so aufeinander abbilden lassen, dass jedem geodätischen Kreis der

einen Fläche ein geodätischer Kreis der andern entspricht. Diese Frage

wird im gegenwärtigen Paragraphen beantwoi-tet. Es wird sich er-

geben, dass die beiden Flächen auf Rotationsflächen abwickelbar sein

müssen und die eine dieser Flächen eine ganz beliebige derartige Fläche

sein darf*). Alsdann ist die zugehörige zweite Rotationsfläche aus

einer gewissen Schar solcher Flächen beliebig auszuwählen. Die Ab-

bildung ist überdies conform, und es besteht eine gewisse bemerkens-

werte Beziehung zwischen den Flächeninhalten einander entsprechender

Zonen der beiden Flächen, die auf einander abgebildet werden. Diese

merkwürdige Abbildutig giebt insbesondere für die Flächen constanter ^terel^^'

Krümmung die stereographische Projection.
Projecuon.

Nach diesen einleitenden Worten wenden wir uns nun zu dem
Problem, zwei Flächen in solcher Weise Punkt für Punkt aufeinander Problem.

abzubilden, dass den geodätischen Kreisen der einen Fläche die geodä-

tischen Kreise der andern entsprechen. Eine solche Abbildung ist offenbar

immer möglich, sobald die eine Fläche auf die andere oder auf eine

mit letzterer ähnliche Fläche abwickelbar ist. Wir sehen im Folgenden

von dieser trivialen, durch Abwickelung vermittelten Abbildung ab. —

*) Hierin liegt eine neue charakteristische Eigenschaft aller Flächen, die
auf Rotationsflächen abwickelbar sind. . ;
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coord^a"f
^^^ zwischen den Punkten zweier Flächen eine Zuordnung fest-

d. Flächen. geg|;gil^^ SO giebt 68 uach einem Satz von Tissot auf der einen Fläche

zwei einander orthogonal schneidende Curvenscharen, denen auf der

anderen Fläche zwei ebensolche Scharen entsprechen. Dieser Satz

erleidet jedoch eine Ausnahme — auf die Lie gelegentlich aufmerksam

gemacht hat — dann, wenn sich das Orthogonalsystem auf der einen

Fläche auf die eine der beiden Scharen von Minimalcurven reduciert.

Dieser Ausnahmefall aber führt bei unserem Problem zu keinem neuen

Ergebnis von Interesse, wie man leicht nachzuweisen vermöchte. Deshalb

sehen wir hier von ihm ab.

Wir dürfen also annehmen, dass die bei der vorausgesetzten Zu-

ordnung einander entsprechenden Orthogonalsysteme durch die Para-

meterlinien X == Const., y = Const. der Flächen dargestellt werden,

sodass die Quadrate der Bogenelemente ds, ds^ beider Flächen die

Form haben:

(62) ds^ = edx^ -\- gdif, ds^^ = e^dx^ -\- g^dy^

und dem Punkt (x, y) der einen Fläche der Punkt der andern ent-

spricht, der dieselben krummlinigen Coordmaten x, y hat.

Die geodätische Krümmung der ersten Fläche hat nach Minding
den Wert*):

egy" + 2 99xy' ' + (2 ^9y - ^V y'
'+ (eg^ — - ge^j y' — - ee^

Ve(jVe+ gy'^""

Setzen wir diesen Wert gleich Constans, so stellt die hervorgehende

Relation die Differentialgleichung zweiter Ordnung der geodätischen

Kreise dar, die eine bestimmte constante Krümmung haben. Differen-

zieren wir die Gleichung total nach x, so ergiebt sich die Differential-

gleichung dritter Ordnung aller geodätischer Kreise der Fläche. Man
erkennt, dass diese Differentialgleichung die Form hat:

in der rp und t^ gewisse Functionen von x, y, y' sind. Entsprechend

ist die Differentialgleichung der geodätischen Kreise der zweiten Fläche

zu bilden:

Soll nun bei der angenommenen Abbildung jedem geodätischen

Kreis der einen Fläche ein geodätischer Kreis der andern entsprechen,

*) Zur Berechnung dieses Ausdruckes vgl. z. B. Stahl und Kommer eil,

Grundformeln der Flächentheorie, ß. 80 u. 85.
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so müssen die beiden Differentialgleichungen übereinstimmen. Also

muss zunächst

für alle Werte von x, y,
y' sein, d. h. es folgt

e Cj

9~ Ui'

Die Quadrate der Bogenelemente beider Flächen unterscheiden sich

mithin njLir um einen Factor, der eine Function von x, y ist. Die ge-

suchte Ahhildung ist folglich conform, und die Minimalcurven der einen
^"^^^"J""®

Fläche entsprechen also denen der andern.

Wir können daher voraussetzen, dass die Minimalcurven als Fara-NeueCoord.
auf d.

meterlinien gewählt werden, sodass ds^ und ds^^ in den neuen krumm- riächen.

linigen Coordinaten x, y die Form annehmen:

Nach wie vor sind diejenigen Punkte (x, y) beider Flächen einander

zugeordnet, deren Coordinaten x, y übereinstimmen. Setzen wir nun

wie in § 1:

"7

und analog
cy

so lauten die Differentialgleichungen der geodätischen Kreise der beiden

Flächen nach Formel (3) de§ § 1 (S. 136):

y — ^y
~^

y + ^ z y ~ ^ z y ^ ^^

y"'-ly-'y'-' + 2^y'-2^^y-^ = 0.

Auch jetzt haben wir zu fordern, dass diese beiden Differential-

gleichungen übereinstimmen. Dies führt zu den notwendigen und nun

auch hinreichenden Bedingungen:

^ ^ Z~ Z^' z~~ Z^

Um sie auszuwerten, setzen wir

(65) Z^ = SIZ.

Wäre Sl =ee Const., so läge der obqp ausdrücklich ausgeschlossene

triviale Fall vor. Die Gleichungen (64) geben nun nach (65):
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oder integriert:

^xx ^ ~f" ^^x ^x = 0?

logß. + 21ogZ=logr(y),

log£l, + 2logZ=\ogX(x),

wobei X eine Function von x allein, Y eiue Function von y allein

bezeichnet. Wir haben somit gefunden:

(66) ^x=^-,, Sly=-^i'

Zur Vereinfachung führen wir auf beiden Flächen in derselben

Weise eine Function von x als neues j und eine Function von y als

neues t) ein, was wir thun dürfen. Dann wird nach (63):

. öfs^ — i-'^^'^^rZrrZli rZs ^ _ Jl. ^^ ^ ^r r/ö^^ ~ Z^ dl d\)^^^^^ ^''^^ ~ Z,' d^dt)^^^^'

d. h. ds^ und dSj^ erhalten die Formen:

wobei

32 V2 ^^ d^ O 2 y 2 ^1? ^^~ dxdy^ ^^ ~~^ dxdy

ist. Nach (65) ist auch jetzt

3x = ^B-
Die Gleichungen (66) liefern nun

„ Y dt) „ X dl

Wenn wir also die Functionen g und \) so wählen, dass

wird, so kommt einfach:

(67) Si^ = -^2 , ßi, = ^,
•

Dies kann geschehen, sobald X.und Y von Null verschieden sind. Wäre

aber etwa X ^ 0, so wäre Sl nach der zweiten Gleichung (66) frei

von y, sodass Z nach der ersten Gleichung (66) eine Function von x

allein multipliciert mit einer Function von y allein wäre. Dasselbe

würde nach (65) von Z^ gelten. Die beiden Flächen wären also nach

(63) auf die Ebene abwickelbar. Dies aber ist eine triviale Annahme.

Wir dürfen also die Annahmen (67) machen, nach denen fi eine

Function von J + 1) allein ist, sodass auch 3 und 3i = '^B Functionen

r(y)^ = i, xw«^ = i
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von J + t) allein sind. Wenn wir die jetzt benutzten Coordinaten mit

Xy y bezeichnen und ferner

X -\- y ^^G) •

setzen, so reducieren sich die beiden Relationen (64) auf die eine:

(68) |^-4f=0,
wenn die Accente die Differentiationen nach « andeuten, und sie

werden nach (67) und (65) erfüllt durch die Annahmen:

(69) ^=/^'-^' = ß^-

Da jetzt
'

j 2 dxdy ,2 dxdy
Z{x+yY' ^ Z,{x + yY

ist, so sind die beiden Flächen auf Rotationsflächen abwickelbar. (Vgl.

zu dieser Bemerkung S. 158.) Da ferner Z als ganz beliebige Function

von x-\-y gewählt werden kann, so ist die eine dieser beiden Rotations-

flächen ganz beliebig zu wählen.

Somit kommen wir zu dem wichtigen Ergebnis*):

Satz 7 : Lassen . sich zwei Flächen Punkt für Funkt derart auf Ergebnis.

einander ahhilden, dass den geodätischen Kreisen der einen Fläche die

geodätischen Kreise der andern zugeordnet werden, so ist entweder die

eine Fläche auf die andere oder auf eine Fläche, die der andern ähnlich

ist, in zugeordneten Punkten abwickelbar oder aber beide Flächen sind

auf Rotationsflächen abwickelbar. Wählt man im letzteren^ Fall als die

eine Fläche eine beliebige Fläche, die sich auf eine Rotationsfläche ab-

wickeln lässt, und bringt man bei ihr ds^ auf die Form

,2 _ dxdy
^^ — Z{x-\-yY^

so ist die zweite Fläche irgend eine solche Flächet deren ds^ auf die

Form gebracht werden kann:

^^2_ dxdy

\Z{X -\-rj) r d{x-\-y)'

Z{x+ yy

Zugeordnet sind einander dann diejenigen Punkte beider Flächen, die

dieselben krummlinigen Coordinaten x, y haben. Die Äbbildmig ist

conform.

*) Zum ersten Male hat Lie diese EntWickelungen und den obigen Satz

im Jahre 1884 im Archiv for Math, og Naturv., Christiania, 9. Bd., S. 62, ver-

ötfentlicht.
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Wir können unsere Ergebnisse auf eine andere bemerkenswerte

Form bringen. Das Gresamtresultat besteht ja darin, dass Z und Z^

solche Functionen von a^E^x -\- y sein müssen, für die nach (68):

ist. Es sind mithin Z und Z^ irgend zwei particulare Lösungen z ein

und derseihen gewöhnlichen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung:

(70) /' + a> (0)^ = 0.

Wählt man die Function ^(o) in beliebiger, aber bestimmter Weise,

so giebt es 00^ Lösungen z dieser Differentialgleichung. Jede liefert

eine Flächenkategorie

ds' =^
und alle diese Flächen, die za derselben Function 0(g}) gehören, sind

aufeinander in der Weise Punkt für Punkt bezogen, dass den geodä-

tischen Kreisen wieder geodätische Kreise entsprechen.

Oben haben wir unter (69) durch Einführung einer Hülfsfunction

Sl(ca) zwei Lösungen Z und Zj^ in der Weise bestimmt:

(71) Z=il'~'\ Z^ = Si^'~^.

Es entspricht dies, da hier

Z 2 Sl'^

ist, der Annahme, dass die lineare Differentialgleichung (70) in der

k Form geschrieben wird:

(70') z" + l j^ z = 0.

Geom. Um die gefundene Abbildung näher zu untersuchen, beschränken

d. Abbild, wir uns darauf, die Beziehungen zwischen den beiden Rotationsflächen

zu betrachten, auf welche die beiden Flächen abwickelbar sind. Dass

sie auf Rotationsflächen abwickelbar sind, folgerten wir oben aus der

Form der Bogenelemente. Dies wird überdies durch die folgende Über-

legung verificiert.

Sind J, 9, § Cartesische Punktcoordinaten einer Rotationsfläche,

deren Axe die §-Axe ist, so, können wir setzen:

, j = r cos (jp, t| = r sin 9?, 5
= §(r).

r bedeutet den Radius des durch einen Punkt (r, qp) der Fläche gehenden

Parallelkreises und (p den Winkel, den die durch diesen Punkt gehende
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Meridianebene mit der (j 5)-Ebene bildet. Das Quadrat des Bogen-

elementes der Rotationsfläche ist:

ds^ = r^d(p^ -\- dr^ + df.
Hierin ist die Grösse

d6^^dr^-\-df

das Quadrat des Bogenelements der Meridiancurve, sodass

ds^ == r^dcp^ + dö^

ist. Dies zerlegen wir in:

ds^ = — r^ (dcp + i
fj (— d(p + i

-f)
und setzen:

[dx == dcp -f- i
,

r

was geschehen darf, da rechts vollständige Differentiale stehen. Nun ist

d{x + y) = d(o = 2i^,

also r eine Function von a allein. Es erhält also

ds^ = — r^dx dy
die Form

wobei

ist.

Es zeigt sich also Folgendes:

Sind Z{c)) und Zy{Gi) zwei pai-ticulare Lösungen der linearen

Differentialgleichung (70) und wird

ds"
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(75)

dx = dcp -\- i — , dy = — d<p -{- i

dx = d(p^-\-i-^, dy=—d(p^-\ri-^

und X -\- y^ iX) gesetzt wird, wobei

d^^ = dr" + df, diS^ = dr^ + di;'

ist.

Nach (75) ist ferner bei der Abbildung:

de _ de.

r

Die erste Formel lehrt, dass man durch eine passende Rotation der

einen Fläche um die gemeinsame Axe erreichen kann, dass

9 = ^1

wird, in Worten: Jede Meridiancurve der einen Fläche hildet sich als

die Meridiancurve der andern ab, die in derselben Meridianebene liegt.

Da CO ^x -\- y = Const. auf beiden Flächen nach (73) einen Breiten-

kreis r = Const. bez. r^ = Const. darstellt, so ergiebt sich ferner:

Jeder Breitenkreis der einen Fläche bildet sich als ein Breitenkreis der

andern Fläche ab.

Die Abbildung ist also völlig bekannt, sobald man die Abbildung

in der Ebene eines Meridians kennt, z. B. in der Ebene t) = 0. In

dieser sind r, § rechtwinklige Punktcoordinaten der einen, r^, j^ solche

der andern Meridiancurve, und die beiden Curven stehen dabei in der

durch die zweite Gleichung (76) ausgedrückten Beziehung, in der dö

und d^i die Bogenelemente beider Curven bezeichnen. Wählen wir

also die eine Curve ganz beliebig:

ä = A(r),

so haben wir die zweite Curve

zu bestimmen aus der Forderung:

r Vi
'

'

wobei r und r^ nach (73) gewisse Functionen von co^ x -^ y sind.

Beziehg. Die Abbildung hat noch eine interessante Eigenschaft: Nach dem

'"iLhaiusn" Vorhergehenden wird jede Flächenzmie , die von zwei Breitenkreisen
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hegrenzt wird, als eine ebensolche abgebildet. Die Flächeninhalte der

Zonen werden gegeben durch:

f = I
2jcrd6, fi= I '^nr^dö^.

Es ist aber nach (75)

rdö = -^r-r- , r. de. = -V^
oder nach (73):

T idco T ida

also:

_r • 1 da „'
. / dm

und zwar sind beide Integrale zwischen denselben Grenzen für o zu

erstrecken, denn o = Const. stellt die Breitenkreise der beiden Flächen

dar. Nun sind aber Z und Z^ zwei particulare Lösungen der linearen

Differentialgleichung (70), und wir können sie in der Form (71)

durch Benutzung der Hülfsfunction Sl schreiben. Setzen wir aber

diese Werte (71) ein, so lassen sich die beiden Integrale auswerten.

Es kommt:,

f= in(Sl — a), f^ = — i7t{^ — ^,

wenn wir die Integrale von Oq an rechnen und ^(coq) = a setzen.

Also ist:

f

oder auch:

in

1 '^^ _i_ ®

Werden die Flächeninhalte nicht gerade von zugeordneten Kreisen an

und nicht gerade nach demselben Massstab gerechnet, so besteht also

zwischen ihnen eine allgemeine prqjective Beziehung*).

Zum Schluss machen wir noch darauf aufmerksam, dass sich noch andere

Probleme ähnlicher Art, wie hier, aufstellen lassen, wenn man nämlich die punkt-

weisen Abbildungen ersetzt durch solche Abbildungen der Linienelemente der

*) Dies Ergebnis erklärt das Auftreten der durch Schwarz' klassische

Untersuchungen so bekannt gewordenen Differentialiavariante

si'si"' — lsi"^

in der oben aufgestellten linearen Differentialgleichung (70'), jener Grösse also,

deren bestimmte Wahl jedesmal eine Kategorie von Flächen liefert, welche die

im Texte besprochene Abbildung auf einander gestatten.
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Flächen, bei denen Elementverein in Elementverein übergeht, also durch Be-

rührungstransformationen der einen Fläche auf die andere. Man kann nach dem
allgemeinsten Paar von Flächen fragen, die sich durch Berührungstransformation

derart auf einander abbilden lassen, dass jedem geodätischen Kreis der einen

Fläche ein geodätischer Kreis der andern entspricht. Dies Problem führt wahr-

scheinlich auf recht umständliche Rechnungen. Andererseits kann man nach den

Flächen fragen, die in unendlich vielen Weisen auf sich selbst durch Berührungs-

transformationen derart abgebildet werden können, dass jedem geodätischen Kreis

ein geodätischer Kreis entspricht. Dies Problem wurde in den vorhergehenden

Paragraphen des gegenwärtigen Kapitels behandelt und vollständig erledigt.

Zu diesen Problemen kann man noch eines hinzufügen, das hier kurz an-

gedeutet werden möge: Es ist bekannt, dass Schwarz, Klein, Poincare u. A.

die Frage behandelt haben, die Kugel in allen möglichen Weisen in Polygone,

die von Kreisbogen begrenzt sind, derart zu zerlegen, dass diese Polygone bei

einer discontinuierlichen projectiven Gruppe der Kugel unter einander vertauscht

werden. Man könnte sich nun entsprechend die Aufgabe stellen , alle algebraischen

Rotationsflächen zu bestimmen, die eine discontinuierliche Gruppe von conformen

Transformationen ihres zweidimensionalen Gebietes gestatten, bei denen geodä-

tische Kreise in ebensolche übergehen.



Abschnitt IL

Greometrie der Linienelemente des Raumes.

Unsere Theorie der Berührungstransformationen der Ebene, die

im ersten Abschnitt in ihren Grundlagen entwickelt wurde, lässt sich

als eine Transformationstheorie der Linienelemente (x, y, p) der Ebene

auffassen. Es waren aber für uns nur solche Transformationen der

Linienelemente von Interesse, die jeden Elementverein in einen Element-

verein verwandeln. Der Hauptbegriff in jener Theorie war neben den

Begriffen: Linienelement, Elementverein und Berührungstransformation

der allgemeine Begriff: Schar von Linienelementen. Unter den Scharen

von oo^ Elementen betrachteten wir nur die Elementvereine. Dagegen

betrachteten wir ganz allgemeine Scharen von oo^ Elementen. Diese

lassen sich durch eine Gleichung zwischen x,y,p analytisch definieren,

und ihre Elemente ordnen sich in bestimmter Weise in cx;^ Element-

vereinen an, den Integralgebilden einer Differentialgleichung erster

Ordnung: F(x, y, p) = 0.

Diese Theorie der Ebene lässt sich auf den Maum übertragen.

Dabei ist aber wohl zu beachten, dass diese Übertragung in mehr-

facher Weise geschehen kann. Dies ist an sich keineswegs über-

raschend, denn es ist ja eine altbekannte Erscheinung, dass Gebilde

der Ebene mehrere Analoga im Räume haben. So giebt es im Räume
auch zwei naheliegende, aber verschiedenartige Analoga zum Begriff':

Linienelement der Ebene, nämlich einerseits das Linienelement des

Raumes, andererseits das Flächenelement des Raumes.

Das Linienelement im Baume ist der Inbegriff eines Punktes und

einer hindurchgehenden Geraden. Der Punkt ist durch seine drei Coor-

dinaten x, y, bestimmt, und die Richtung der Geraden kann durch

die beiden Verhältnisse der Incremente dx, dy, dz festgelegt werden,

die X, y, 2 beim Fortschreiten auf der Geraden erfahren. Es giebt

dementsprechend oc^ Linienelemente im Räume. Eine Schar von 00*

Linienelementen im Räume wird hiernach definiert durch eine Gleichung

von der Form
Sl(x, y, ^; dx, dy, dz) = 0,

Lie, Geometrie der Beiührungstransforraationen I. 12 \!l. VI. 1895.]
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die in dx, dy, dB homogen ist. Wir nennen solche Gleichungen

Monge'sche ' Gleichungen und untersuchen sie im gegenwärtigen Ab-

schnitt eingehend, wie wir überhaupt hier eine Geometrie der Linien-

elemente des Raumes entwickeln werden.

Ein Flächenelement im Baume ist der Inbegriff eines Punktes

(x, y, z) und einer hindurchgehenden Ebene. Sind etwa die Richtungs-

cosinus der Ebene proportional p, C[, — 1, so können x, y, 0, p, q als

Coordinaten der Flächenelemente aufgefasst werden. Es giebt also

auch 00^ Flächenelemente im Räume. Eine Schar von, oo* Flächen-

elementen wird analytisch gegeben durch eine Gleichung von der Form

F(x, y, z, p, q) = 0.

Die Behandlung dieser Gleichungen führt zu der von Lagrange und

Monge entwickelten Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster

Ordnung. Aber erst im dritten Abschnitt gehen wir hierauf sowie über-

haupt auf die Geometrie der Flächenelemente des Raumes näher ein.

Wenn auch die Geometrie der Linienelemente und die Geometrie der

Flächenelemente als neue und verschiedene Theorien aufgefasst werden

müssen, so wird es sich doch ergeben, dass sie einerseits zu mehreren

alten, classischen Theorien in enger Beziehung stehen und dass sie

andererseits vielfach mit einander zusammenhängen.

In der Geometrie der Linienelemente des Raumes wird eine Curve

als Ort von 00^ Linienelementen aufgefasst. Liegt eine Monge'sche

Gleichung

Sl(x, y, S'^ dx, dy, dz) =
vor, so giebt es unendlich viele Curven im Räume, deren Linien-

elemente diese Monge'sche Gleichung erfüllen. Diese Curven, in deren

analytische Darstellung willkürliche Functionen eingehen, und deren

Betrachtung bis auf Monge zurückgeht, nennen wir Integralcurven der

Monge'schen Gleichung.

Eine ganz besondere Bedeutung hat der Fall, dass die Monge'sche

Gleichung linear in dx, dy, dz ist:

Xdx -f Ydy + Zdz = 0.

Solche Gleichungen, die wir Pfäff'sehe Gleichungen nennen, da ihre

allgemeine Theorie auf Pfäff zurückgeht, sind zwar formell nur Special-

fälle von Monge'schen Gleichungen. Aber sie sind doch so wesentlich

verschieden von allen anderen Monge'schen Gleichungen und ihre Be-

deutung ist so gross, dass man die Begriffe Monge'sche Gleichung

und Pfaff'sche Gleichung gewissermassen als gleichberechtigt nehen

einander statt unter einander anzuordnen hat.
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Unter den Monge'schen und Pfaff'schen Gleichungen sind ganz

besonders wichtig diejenigen, unter deren Integralcurven oo^ Geraden

enthalten sind. Dies führt uns zu dem von Plücker eingeführten

Begriff Liniencomplex und insbesondere zu den linearen Liniencomplexenj

die in Verbindung mit den Nullsystemen von Möbius eingehend be-

handelt werden. Unter den nicht-linearen Complexen werden wir

besonders den sogenannten tetraedralen Complex untersuchen.

Die Liniengeometrie, die hiermit eng zusammenhängt und die ins-

besondere von Plücker begründet wurde, hat vielfache Berührungs-

punkte mit der Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster

Ordnung. Man darf deshalb nicht übersehen, dass die Liniengeometrie

sozusagen ein Teil der Theorie der Differentialgleichungen ist, wenn

sie auch natürlich auf der anderen Seite ein hervorragendes und

selbständiges geometrisches Interesse darbietet.

Wenn wir nun in diesem Abschnitte eine Geometrie der Linien-

elemente und im dritten Abschnitte eine Geometrie der Flächenelemente

entwickeln, so müssen wir hervorheben, dass diese Theorien in erster

Linie Transformationstheorien der Linien- bez. Flächenelemente sind.

Wir betrachten im gegenwärtigen Abschnitt die Transformationen der

Linienelemente des Raumes, welche die Linienelemente einer jeden

Curve in die einer Curve überführen. Dabei ergiebt sich, dass alle

derartige Transformationen die Linienelemente eines Punktes in die

eines Punktes verwandeln, also PwwÄ-ftransformationen sind. Wenn
man übrigens solche Transformationen ins Auge fasst, die sich auf die

Linienelemente einer vorgelegten Monge'schen Gleichung beschränken,

so erkennt man, dass es Transformationen dieser cx)^ Linienelemente

giebt, die keine Punkttransformationen sind, doch aber jede Integral-

curve in eine Integralcurve verwandeln.

Die Punkttransformationen des Raumes kann man auch auf

Monge'sche Ausdrücke ^{x, y, z\ dx, dy, dz) anwenden, die natürlich

in dx, dy, dz homogen sein müssen. Dies führt zu Theorien, die

von Gauss und Riemann und ihren Nachfolgern aufgestellt wurden.

Wir gehen auf diese allgemeinen Theorien hier nicht ein, beschränken

uns vielmehr auf specielle Betrachtungen, die ein hervorragend geo-

metrisches Interesse darbieten.

Wir werden ferner dazu geführt, ganz besonders die logarith-

mische Abbildung

l = \gx, t) = lg ^, ä = lg ^

des Raumes (x, y, z) zu studieren. Sie stellt eine Beziehung zwischen

zwei wichtigen Monge'schen Gleichungen her und liefert merkwürdige
12*



180 Abschnitt II. Geometrie der Linienelemente des Raumes.

Zusammenhänge zwischen verschiedenen Gebieten der Liniengeometrie

sowie der Infinitesimalgeomefcrie. Insbesondere werden wir dabei den

Translationsflächen begegnen.

Die hier flüchtig angedeuteten Untersuchungen, die der zweite

Abschnitt bringen soll, gehen durch naturgemässe Verallgemeinerung

eines Teiles der Entwickelungen des ersten Abschnittes auf den Raum
hervor. Es ist nun aber ausserordentlich bedeutsam, dass auch ein

zweiter, ganz anderer Zusammenhang zwischen diesen beiden Theorien

besteht. Diesen Zusammenhang, der nachher ausführlich dargestellt

wird, deuten wir hier nur in aller Kürze an:

Da das Linienelement der Ebene von drei Coordinaten x, y, p
abhängt, so ist die Geometrie der Linienelemente der Ebene factisch

die Geometrie eines dreidimensionalen Raumes (x, y, p). Deuten wir

X, y,p als Punktcoordinaten im Räume, wie wir dies schon gelegentlich

in § 3 des 4. Kap. (S. 108 u. f.) gethan haben, so wird jedes Linien-

element der Ebene als ein Punkt im Räume abgebildet, jede Schar

von oo^ Linienelementen der Ebene ferner als eine Curve im Räume.

Insbesondere wird jeder Elementverein der Ebene im Räume (x, y, p)
abgebildet als eine Integralcurve der Pfaff'schen Gleichung

dy — pdx = 0.

Demgemäss ist das geometrische Bild einer Berührungstransformation

der Ebene im Räume eine solche Punkttransformation, die jede Integral-

curve dieser Pfaff'schen Gleichung in eine ebensolche überführt, die

also diese Pfaff'sche Gleichung invariant lässt.

Schliesslich werden wir zeigen, dass man die soeben erwähnte

Pfaff'sche Gleichung in die eines linearen Liniencomplexes überführen

kann. Damit ist alsdann jedem Elementverein der Ebene, also jeder

Curve der Ebene, eine Curve zugeordnet, deren Tangenten Geraden

des linearen Complexes sind. Man kann es so einrichten, dass jedem

Kreise der Ebene eine Gerade des linearen Complexes entspricht. Dies

liefert uns alsdann eine Reihe äusserst interessanter Beziehungen zur

Geometrie der Kreise der Ebene, zu einer Theorie also, die wir schon

in § 3 des 5. Kap. (S. 150) flüchtig gestreift haben.

Doch es erscheint unzweckmässig, in dieser Einleitung den Inhalt

des gegenwärtigen Abschnittes in weiterem Massstabe vorweg anzudeuten.
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Kapitel G.

Die Pfaff'sehen Crleichungen und die Nnllsysteme.

Indem wir dazu übergehen, im gegenwärtigen zweiten Abschnitt

eine Geometrie der Linienelemente des Raumes zu entwickeln, werden

wir in diesem Kapitel ein Bindeglied zwischen dem ersten und zweiten

Ähschnitt geben.

Vom rein formellen Standpunkt aus gesehen stellen wir hier die

allgemeine Theorie der linearen totalen Diflferentialgleichungen

X(x, y, s) dx -f- Yip^j y, ^ dy -f- Z{^, y , 2) ds =
dar. Diese Gleichungen bezeichnen wir in Hinblick auf Pfaff, der

die entsprechende Theorie in n Veränderlichen geschaflFen hat, als

Pfaff'scJie Gleichungen. Bei unserer Betrachtungsweise spielen aber

diese Pfaff'sehen Gleichungen eine mehrfache Rolle:

Bei Zugrundelegung der Pfaff'schen Gleichung

dy — pdx =
und Deutung von x, y, p als Punktcoordinaten des Raumes entwickeln

wir zunächst eine folgerichtige Auffassung der im ersten Abschnitt

gegebenen Theorie der Linienelemente der Ebene als einer Geometrie des

dreidimensionalen Baumes. Dem Linienelement in der Ebene entspricht

dabei im Räume der Punkt, einer Schar von 00^ Linienelementen der

Ebene eine Curve des Raumes, insbesondere einem Elementverein der

Ebene eine Integralcurve der erwähnten Pfaff'schen Gleichung im

Räume. Jeder Berührungstransformation der Ebene entspricht im Baume

eine Punkttransformation, bei der die angegebene Bfäff'sehe Gleichung

invariant bleibt.

Die gründhche Darstellung der hiermit angedeuteten Beziehungen

stellt das Band dar, durch das hier an den ersten Abschnitt zunächst

angeknüpft wird.

Auf der anderen Seite dient dies Kapitel zur Einführung in die

Geometrie d&r Linienelemente des Baumes. Wir werden, wie schon er-

wähnt, Scharen von Linienelementen des Raumes (x,y, z) betrachten,

solche Gebilde also, die durch eine oder mehrere Gleichungen zwischen

X, y, z, dx : dy : dz analytisch dargestellt werden. Hier nun, im gegen-

wärtigen Kapitel, betrachten wir insbesondere diejenigen Scharen von

Linienelementen, die durch eine in dx, dy, dz lineare Gleichung, also

durch eine Pfaff'sehe Gleichung

Xdx + Ydy + Zdz =
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definiert werden. Insbesondere wird uns die Reduction solcher Pfaff'scher

Gleichungen und der Pfaff'sdien Ausdrücke

Xdx + Ydi/ + Zdß

auf canonische Formen beschäftigen.

Die in der Geometrie längst untersuchten unter den Namen NulU

systeme und lineare Complexe bekannten Gebilde lassen sich durch

Pfaff'sche Gleichungen definieren von der besonderen Form

Ä(ydß — zdy) -\- B{pdx — xds) -f- C(xdy — ydx) -j-

+ JDdx + Edy -f Gdß = 0.

Das Studium dieser Gebilde wird daher eine Aufgabe des gegen-

wärtigen Kapitels sein.

Schliesslich werden wir eine wichtige Beziehung zwischen den

Linienelementen der Ebene und der Pfafi''schen Gleichung eines linearen

Complexes herstellen und dadurch abermals an die Theorien des ersten

Abschnittes anknüpfen. Bei dieser Beziehung entspricht — um hier

nur einiges vorweg anzudeuten — dem Linienelement in der Ebene

der Punkt des Raumes, dem Elementverein der Ebene eine Curve des

linearen Complexes, insbesondere den Linienelementen eines Kreises

eine Complexgerade.

§ 1. Deutung der Gleichung dy — pdx = im Kaume.

Deutung d. gind x,v,P dic Coordinaten eines Linienelementes der (xy)-^hene,
liinienelem. 7 c/ 7 J.

^

\ ^/ 7

als Pkte. go wird ciu Elementverein nach § 1 des 2. Kap. definiert als eine
des Raumes. t • • i , t i /^i • i

Schar von Linienelementen, die der Gleichung

dy — pdx =
genügen. Gelegentlich, in § 3 des 4. Kap. (S. 108), haben wir schon

X y, p als gewöhnliche PunJctcoordinaten im Räume gedeutet. Diese

Deutung werden wir hier consequent durchführen*).

Bei dieser Deutung wird jedes Linienelement (x, y, p) der (xy)-

Ebene in einen Punkt im Räume (x, y, p) abgebildet. Um den Bildpunkt

des Elementes (x, y,p) zu erhalten, errichten wir (vgl. Fig. 37 (S. 183))

im Punkte des Elementes das Lot auf die (a;2/)-Ebene und tragen auf

*) Die in diesem Paragraphen entwickelten Anschauungen spielen eine

wichtige Rolle in Lie's älteren Untersuchungen. Vgl. Gröttinger Nachrichten,

Dec. 1874, S. 536— 538, sowie ganz besonders Archiv for Math, og Naturv.,

Christiania, Bd. 3, S. 403 u. f. (1878). Wir werden später sehen, dass diese

Anschauungen implicite schon in seinen Arbeiten aus den Jahren 1871 und 1872

verwertet wurden. (Vgl. Math. Annalen 5. B., S. 163, Zeile 5.)
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dem Lot den Wert von p als Strecke ab. Der Endpunkt des Lotes

ist der gesuchte Bildpunkt.

Umgekehrt gehört dann auch zu jedem Punkte (x, y, p) des

Raumes ein Linienelement der

(xy)-M)ene. Einer beliebigen /»

Raumcurve als Ort von oo^ '^

Punkten entspricht also in der

Ebene eine Schar von oo^ Linien-

elementen. Diese Schar wird

aber im allgemeinen keinen Ele-

mentverein vorstellen. Betrach-

ten wir in der (a?i/)-Ebene einen

Elementverein. Nach § 1 des

2. Kap. (S.38) besteht der Verein

entweder aus allen Linienelemen-

ten eines Punktes (x, y) oder aus

allenLinienelementen einerCurve Pig- 37.

der Ebene. Im ersteren Falle sind

die Bildpunkte der Linienelemente die Punkte der Geraden, die im Punkte

{x, y) auf der (ici/)-Ebene senkrecht steht. Wir können also sagen:

Ein derartiger Elementverein wird in ein Lot zur (iCi/)-Ebene ab-

gebildet. Im anderen Falle, wenn der Verein aus allen Elementen

einer Curve der (a:;i/)-Ebene besteht, haben wir, um die Bildpunkte

dieser Elemente zu finden, in jedem Punkte der Curve das Lot zur

Ebene zu errichten und darauf als Ordinate die Tangentialneigung p
abzutragen. Der Ort der Endpunkte ist also eine gewisse Curve, die

auf dem senkrechten Cylinder liegt, dessen Basis die gegebene Curve

in der (a;«/)-Ebene ist.

Jedem Elementverein der (a;i/) -Ebene entspricht also im Räume BUdcurven
^ ^' ^

_
d. Element-

ix,y,p) eine Curve, aber umgekehi-t entspricht nicht jeder Curve des vereine.

Raumes eine Curve in der Ebene. Bis auf weiteres nennen wir die

Curven des Raumes, die den Curven in der (ici/) -Ebene entsprechen

oder, allgemeiner gesagt, die den Elementvereinen der Ebene ent-

sprechen, die Bildcurven.

Betrachten wir zwei Elementvereine der (ic 2/) -Ebene: Die Elemente

des einen seien die einer Curve c, die Elemente des anderen die einer

Curve c. (Siehe Fig. 38 *) (S. 184).) Schneiden sich die Curven, so

*) Die folgenden Figuren sind nur schematisehe Darstellungen, in denen es

des besseren Verständnisses halber vermieden wurde , Flächen unterhalb der (xy)-

Ebene zu zeichnen.
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haben sie im Schnittpunkte verschiedene Linienelemente. Die Bild-

punkte dieser beiden Elemente liegen somit verschieden hoch. Die

beiden Bildcurven c^ und c/ im Räume haben also keinen Punkt ge-

mein. Wenn sich aber die beiden Curven c und c herühren (vgl. Fig. 39),

Fig. 38. Fig. 39.

so haben die beiden Vereine im Berührpunkt ein Element gemein.

Das Bild dieses Elementes ist ein Punkt. Also schneiden sich die Bild"

curven c^ und c^ in einem Punkte. Allgemeiner können wir sagen:

Zwei Elementvereine, die ein Element gemein haben, bilden sich ab

als einander schneidende Curven, indem wir den Fall, dass der eine

Verein etwa ein Punkt ist, sich daher als Lot abbildet, mitberück-

sichtigen.

Wenn zwei Curven in der (ic^)- Ebene einander in zweiter Ord-

nung berühren, also oscuUeren, so haben sie swei consecutive Linien-

elemente gemein. Die Bildcurven haben dementsprechend zwei consecutive

Punkte gemein. Wenn wir auch im Baume den Inbegriff eines Punktes

Linien- Und einer hindurchgehenden Geraden als ein Linienelement bezeichnen,

Kaume. also auch ciuc Curve im Räume als eine Schar von oo^ Linienelementen

auffassen, so können wir in dem in Rede stehenden Fall sagen: Die

leiden Bildcurven haben ein Linienelement gemein.

Allgemein: Berühren zwei Curven der (a;^)-Ebene einander in

n^^' Ordnung, so berühren ihre Bildcurven einander in (n— 1)*®"" Ordnung.

Betrachten wir nun in der (a?^)- Ebene irgend eine Curve, d. h.

einen Elementverein. Die Richtungscosinus der Tangente der Bildcurve

sind proportional den Differentialen dx, dy, dp, um welche x, y,p längs

der Curve wachsen. Da diese Differentiale die Gleichung
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Fig. 10.

(1) dy — pdx =
erfüllen, so erkennen wir: Die durch einen Punkt {x,yyp) des Raumes

gehenden Bildcurven haben in diesem Punkte Tangenten, die sämtlich

in einer Ebene liegen, deren Richtungscosinus proportional 1, ^,

sind. Biese Ebene steht auf der (xy)-Ebene senJcrecht und schneidet sie

in der Geraden des Linien-

elementes {x, y, p) der (xy)-

Ebme. (Siehe Fig. 40.) Die

Bildcurven, die durch den Punkt

(x,y,p) gehen, haben also in

diesem Punkte eine gemeinsame

Tangentialebene, sodass ihre

Richtungen daselbst ein Büschel

bilden.

Hiennit ist jedem Punkte

(x, y, p) des Raumes vermöge

der Gleichung (1) eine gewisse

Ebene senkrecht zur (icy)-Ebene

zugeordnet. Um sich einen

Überblick über diese Zuordnung zu verschaffen, muss man beachten,

dass allen Punkten in gleicher Höhe über der (^f/)- Ebene parallele

Ebenen zugeordnet sind. Wir können auch sagen:

Bie Gleichung

dy — jjrfj? =
ordnet jedem Punkte (x, y, p) des Raumes ein gewisses ebenes Büschel

^aunfeT

von Fortschreifungsrichtungen oder Linienelementen im Räume zu. Wir
nennen die Gleichung

dy — pdx =
eine (specielle) Pfaff'sche Gleichung, eine Bezeichnung, die oben in der Pfaff'sche

Einleitung begründet wurde.

Wenn eine Raumcurve in jedem ihrer Punkte (x, y, p) die dem
Punkte zugeordnete Ebene berührt, so erfüllt sie die Gleichung

(1) dy — pdx = 0.

Ihre Projection auf die (xy)-'Ehejie ist daher eine Curve, die im

Punkte {x,y) die Tangentialrichtung ^ =p besitzt, d. h. die Punkte

der Raumcurve sind die Bilder der Linienelemente ihrer Projection.

Noch anders gesagt: Die Raumcurve ist die Bildcurve ihrer Projection.

Eine Raumcurve ist somit dann und nur dann Bildcurve eines

Elementvereins der Ebene, wenn sie in jedem ihrer Punkte eine der

Fortschreitungsrichtungen hat, die dem Punkte durch die Gleichung

Zuordg.
eines

Büschels
zu jedem

Gleichg.
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zugeordnet wird.
dy — pdx=

Integral- Unter einer Integralcurve der Pfaff'schen Differentialgleichungcurve der
Pfaff'schen /-«

\

Gleichg. ^Aj dy — pdx =
verstehen wir nun eine solche Curve des Raumes {x,y,p), längs deren

X, y, p Incremente erhalten, die der Gleichung (1) genügen. Mithin

sind die Bildcurven der Elementvereine der (xy)-Ebene weiter nichts als

die Integralcurven der Pfaff'schen Differentialgleichung (1):

Anders ausgesprochen: Jede Integralcurve und sonst keine Curve ist

Bildcurve ihrer Projection auf die (xy)-^hene.

Geometrisch erhält man also eine allgemeine Integralcurve, indem

man eine beliebige Curve in der (ici/)- Ebene zieht und in ihren Punkten

Lote errichtet, deren Länge gleich der Richtungsgrösse p in dem be-

treffenden Curvenpunkte ist. Die Endpunkte der Lote bilden dann die

Integralcurve. Oder auch analytisch: Die allgemeinste Integralcurve

der Differentialgleichung (1) im Räume wird gegeben durch:

y = fp(x), p = (p'(x).

Nebenbei merken wir an, dass die Integralcurve algebraisch ist, sobald

ihre Projection algebraisch ist, und umgekehrt.

Geradiiniga Unter den Integralcurven finden sich insbesondere Geraden. Jeder
Integral-
curven. Punkt dcr (ä;^)- Ebene hat nämlich zur Bildcurve, wie schon bemerkt

wurde, eine Gerade ver-

tical zur (xy)-^hene.

Femer jede Gerade der

(xy)-Ehene hat zur Bild-

curve augenscheinlich

eine Parallelgerade, de-

ren Projection sie ist,

und die von der (xy)-

Ebene den Abstand p
hat, sobald p die Rich-

tungsgrösse der gege-

benen Geraden bedeutet.

Da es oo^ Geraden in

der Ebene giebt, so

sehen wir folglich:

Unter den Integral-

curven der Pfaff'schen

Gleichung (1) befinden sich zwei Scharen von oo^ Geraden: Einerseits

alle Geraden senkrecht zur (ici/) -Ebene, andererseits gewisse cx)^ Geraden

mg. 41.
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parallel der (a;«/)-Ebene. (Letztere in Fig. 41 (S. 186) angedeutet.)

Für die ersteren Geraden ist dx == dy = 0. Sie stellen also solche

Integralcurven dar, für die jeder Term der Pfaff'schen Gleichung (1)

einzeln verschwindet. Anders verhält es sich mit jenen oo^ Geraden

parallel der (a;;?/) -Ebene.

Offenbar giebt es ausser den genannten Geraden keine Integral-

gerade. Soll nämlich eine Gerade Bildcurve sein, so ist sie Bildcurve

ihrer Projection auf die (a;«/) -Ebene, daher Bildcurve einer Geraden.

Aber nur jene oo^ Geraden parallel der (rc?/)- Ebene sind die Bild-

curven der oo^ Geraden der (ic«/)-Ebene. Durch jeden Punkt des

Raumes geht eine und nur eine dieser oo^ Geraden, nämlich die Schnitt-

gerade der Ebene durch den Punkt parallel zur (a;^) -Ebene mit der

Ebene, die dem Punkt durch die Pfaff'sche Gleichung zugeordnet ist.

In einer allgemein gewählten Ebene ferner liegt auch nur eine dieser

oo'^ Geraden, nämlich in der Höhe p über der (a:t/)-Ebene, die gleich

der Richtungsgrösse jener Geraden ist, in der die gewählte Ebene die

(ici/)-Ebene schneidet. Endlich sieht man noch: alle diese oo^ Geraden

gehen, da sie der (a;i/)-Ebene parallel sind, durch die unendlich ferne

Gerade der (:r^)- Ebene.

Hier möge etwas eingeschaltet werden, auf das wir später zurück-

kommen: Eine durch algebraische Gleichungen definierte Schar von

cx)^ Geraden des Raumes, die so liegen, dass einerseits durch jeden

allgemein gewählten Punkt eine und nur eine Gerade der Schar geht,

und andererseits in jeder allgemein gewählten Ebene eine und nur eine

Gerade der Schar liegt, heisst ein StmJdensystem erster Ordnung und strahien-
^ '

, ,

-^ ^ syatemlO.
erster Classe. Z. B. alle Geraden, die zwei feste Geraden l^, \ schneiden, u. i. ci.

bilden ein Strahlensystem erster Ordnung und Classe, denn durch einen

beliebigen Punkt geht nur eine Gerade, die l^ und l^ trifft, und in

einer beliebigen Ebene liegt auch nur eine Gerade, die l-^ und l^ trifft.

Wir werden später sehen, dass jedes Strahlensystem erster Ordnung

und erster Classe aus allen Geraden besteht, die gewisse zwei Geraden

\, l^ schneiden. Wenn insbesondere diese beiden Geraden Z^, l^ ein-

ander unendlich nahe rücken, ohne sich zu schneiden, so heisst das

Strahlensystem ein specielles Strahlensystem erster Ordnung und erster ItraWen-

Classe. Durchläuft ein Punkt ^^ die Gerade l^, so beschreibt die Ebene 'u!i.cl'

durch pj^ und l^ ein Ebenenbüschel, das zur Punktreihe p^^ bekanntlich

projectiv ist. Ein specielles Strahlensystem erster Ordnung und erster

Classe besteht also aus oo^ Strahlenbüscheln, deren Scheitel auf einer

Geraden l^ liegen und deren Ebenen projectiv auf die Punktreihe der

Scheitel bezogen sind.
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Die obigen oo^ Geraden (in Fig. 41) bilden nun ein specielles

Strahlensystem erster Ordnung und erster Classe, denn in jeder Ebene

parallel der (xy)-lShene liegt ein Büscbel solcher Strahlen, nämlich

ein Büschel von Parallelstrahlen, und der unendlich ferne Scheitel

dieses Büschels liegt in der Richtung, die durch die zugehörige

Richtungsgrösse p angegeben wird, p giebt aber zugleich die Höhe

der betreffenden Ebene über der (ic^/)- Ebene an. Mithin sind die oo'

Ebenen der Büschel in der That projectiv auf die Scheitel der Büschel,

nämlich auf die unendlich fernen Punkte der (a?«/) - Ebene bezogen.

Integral- Kehren wir zu den allgemeinen Integralcurven der Pfaff'schen
curven

_ _

"
_ _ _

"
auf geg. Gleichung (1) zurück. Liegt eine beliebige Fläche

(2) F(x,y,p) =
vor, so enthält sie oc^ Integralcurven, denn in jedem Punkte der Fläche

wird das Büschel der Tangentenrichtungen von dem ebenen Büschel,

das dem Punkte vermöge (1) zugeordnet ist, in einer Richtung ge-

schnitten. JedemPunkte

der Fläche (2) wird hier-

mit eine Fortschreitungs-

richtung auf der Fläche

zugeordnet. Es giebt

oü^ Curven c auf der

Fläche, deren Fortschrei-

tungsrichtungen gerade

diese sind, und dies sind

die auf der Fläche lie-

genden oc^ Integralcurven

derPfaff'schen Gleichung

(1). (Siehe Fig. 42.)

Das Problem, die auf

der Fläche (2) liegenden

Integralcurven zu finden,

deckt sich mit dem, die

Projectionen dieser Curven auf die (ic?/)- Ebene zu bestimmen. Dies

Gew. Diffgi. aber kommt darauf hinaus, die Differentialgleichung erster Ordnung in x, y
1. O. in X, y.

Fig. 42.

F (^'^'^)(3)

m integrieren. Also auch:

Bas IntegrationsproUem einer beliebigen gewöhnlicJien Differential-

gleichung erster Ordnung in x, y
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(8) F{^,y,^'^ =
Jcommt darauf hinaus, alle auf der Fläche

(2) F{x,y,p) =
des Raumes (x, y, p) gelegenen Integralcurven der JPfaff'scImi Gleichung (1)

zu bestimmen.

So wird jeder gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung

in Xj y eine Fläche im Räume zugeordnet, und umgekehrt.

1. Beispiel: Ist die Differentialgleichung (3) eine Gleichung zweiten Beispiele.

Grades in x, y, , , so handelt es sich darum, die auf einer gewissen

Fläche zweiten Grades gelegenen Integralcurven der Pfaff'sehen Glei-

chung (1) zu finden.

2. Beispiel: Liegt eine lineare Differentialgleichung vor:

% — vK^) - i^ipc) = 0,

so ist die zugehörige Fläche:

•p — yX(x) — ii(x) =
eine Regelfläche, deren Erzeugende der (i/j))- Ebene parallel sind.

3. Beispiel: Eine Riccati'sche Gleichung

% — y^K^) — yK^) - ^(^) = o

liefert eine Fläche, deren Schnitte mit den Ebenen x= Const. Parabeln

sind, deren Axen der ^9-Axe parallel laufen.

4. Beispiel: Ist die Fläche eine

Ebene (vgl. Fig. 43), so schneiden

die in ihr befindlichen Integral-

curven jede Parallele zur (xy)-

Ebene in gleicher Richtung, da die

Lage des dem Punkte {x,y,p) ver-

möge der Pfaff'schen Gleichung (1)

zugeordneten Büschels nur von j)

abhängt. Hieraus folgert man, dass

die Schar der Integralcurven in

dieser Ebene und also auch die

ihrer Projectionen eine infinitesi-

male Translation gestattet in der

Richtung der Geraden, in der die

Ebene von der (a;t/)-Ebene geschnit-

ten wird. In der That gestattet die

Differentialgleichung

-\- ax — oy
dx

c = Fig. 43.

die infinitesimale Translation

8x = bSt, Sy = a8t.
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Diffgl. frei

von p.

von

Kap. 6. Die Pfaff'schen Gleichungen und die Nullsysteme.

5 Beispiel: Wenn die vorgelegte Differentialgleichung (3) frei

ist, so ist die zugehörige Fläche eine Cylinderfläche, deren
dy
dx

Mantellinien der p-Axe parallel laufen.

Fig. 44

(Siehe Fig. 44.) Auf diesem

Cylinder sind die Mantellinien

Integralcurven. Aber es giebt

noch eine isolierte Integral-

curve: Wenn sich nämlich

ein Punkt längs der Mantel-

linie bewegt, so dreht sich

die dem Punkte durch die

Pfaff'sche Gleichung zugeord-

nete Ebene um die Mantel-

linie, da sich p ändert. Ein-

mal wird sie den Cylinder

berühren. Somit liegt auf

jeder Mantellinie ein Punkt,

dessen sämtliche Tangenten-

richtungen der Pfaff'schen Gleichung genügen. Der Ort djeser Punkte

r!rflnteL^^^^^ der Pfaff'schen Gleichung. Sie ist die Bildcurve

::\rGtr!::. des C^Unders, während die M^^^^^^^^

die Bildcurven ihrer Fusspunkte sind. Also ergiebt sich: Eine Gleichung

zwischen^,?/:
F{x,y) = 0,

aufgefasst als Differentialgleichung, besitzt als Integralgebilde alle

Punktde^^^^^^ sie dargestellten Curve sowie als smgulares Integral-

gebtle dL Curve selbst Hiermit decken sich die Betrachtungen in

§ 2 des 2. Cap. (S. 41).

Betrachten wir eine gegebene ^ctar von ooUntegralcnrven ^
Pfaff-schen Gleichung (1). Sie bilden eine Fmche, deren Glochang se>.

F{x, y, p) = 0.

Wir kennen alsdann cc' Integralcurven der Differentialgleichung

in ^, y, nämlich die Projectionen der gegebenen Curven auf die

(a.y).Ebene:
„(^^,,„)„0 (a = Const.).

„. , Besitzt die Differentialgleichung F= eine Ä^.&e LBsung so

^'- Hndet »t sie bekanntlich durch Differentiation. S>e w.rd namhch
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durch den Elementverein der (xy^-WoQne dargestellt, dessen Punktort

durch Elimination von a aus

€o{x,y,a) = 0, |f
=

hervorgeht. Dieser Elementverein besitzt eine Bildcurve auf der Fläche

F = 0. Wohlbemerkt darf man aber nicht folgern, dass diese Bild-

curve die gegebenen oo^ Integralcurven auf der Fläche F= umhüllt,

obgleich dies für die Projectionen auf die (a;^) -Ebene der Fall ist,

da dem Berühren in der (a;?/) -Ebene nur das Schneiden im Räume
entspricht. (Vgl. S. 184.) In jedem Punkte der Bildcurve der singu-

lären Lösung werden demnach zwei Tangentenrichtungen der Fläche

vorhanden sein, welche zu jenen Richtungen gehören, die dem be-

treffenden Punkte durch die Pfaff'sche Gleichung zugeordnet sind,

nämlich die Richtung der Bildcurve der singulären Lösung und die

der gegebenen Integralcurve durch den Punkt. Also wird in jedem

Punkte der Bildcurve der singulären Lösung die Tangentenebene der

Fläche auf der (xy)-^hene senkrecht stehen. Diese Curve ist somit

die Berührcurve des um die Fläche gelegten verticalen Cylinders.

Umgekehrt, wenn eine beliebige Fläche im Räume (x,y, p) vor-

gelegt wird:

F(x,y,p) = 0,

so wird zwar der verticale Cylinder, der die Fläche umhüllt, eine

Curve auf der Fläche bestimmen, aber diese Curve ist im allgemeinen

keine Bildcurve, denn auf einem gegebenen verticalen Cylinder liegt

ja nach dem Obigen (vgl. Fig. 44) nur eine ganz bestimmte krumme
Bildcurve. Unsere Betrachtungen zeigen also:

Giebt man oo^ Integralcurven der Pfaff'sehen Gleichung (1), d. h.

giebt man oo^ Curven in der (xy)-^hene:

(o(x,y,a) = 0,

so giebt es allerdings im allgemeinen eine singulare Lösung der von

diesen Curven erfüllten Differentialgleichung erster Ordnung in x, y.

Wird dagegen von vornherein eine Differentialgleichung erster

Ordnung in x^ y gegeben:

F{x,y,y') = 0,

so besitzt sie im allgemeinen keine singulare Lösung.

Diesen aus der Theorie der Differentialgleichungen bekannten Unter-

schied machen die vorstehenden Betrachtungen anschaulich klar.

Betrachten wir nunmehr irgend eine Berührtingstransformation mBemhrgstrf

der (xy)-Ebene. Sie transformiert die Linieneleraente unter einander
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und führt jeden Elementverein der Ebene wieder in einen Element-

verein über. Da nun jedes Linienelement als Punkt im Räume {x, y, li)

abgebildet ist, so folgt, dass die Berührungstransformation durch die

^^E^ume!'" Abbildung in eine Punkttransformation des Baumes (x, y, p) übergeht,

bei der jede Integralcurve der Pfaff'schen Gleichung (1) wieder in eine

solche verwandelt wird. Dies erhellt auch analytisch daraus, dass die

Pfaif'sche Gleichung (1) bei der Berührungstransformation invariant

bleibt.

Wenn wir, wie schon gelegentlich oben (S. 184), auch im Räume
von Linienelementen sprechen wollen, also wie S. 185 sagen, die

Pfaff'sche Gleichung ordne jedem Punkt des Raumes ein Büschel von

Linienelementen zu, so können wir uns auch so ausdrücken: Jede

Berührungstransformation der Ebene geht durch die Abbildung in eine

solche Punkttransformation des Baumes (x, y, p) über, welche alle Linien-

elemente der Pfaff'schen Gleichung (1) unter einander vertauscht. Um-
gehehrt: Jede Punkttransformation des Raumes (x, y,p), die alle Linien-

elemente der Pfaff'schen Gleichung (1) unter einander vertauscht, lässt

an sich die Gleichung (1) invariant und stellt also in der {xy)-^h&nQ

eine Berührungstransformation dar.

Berührtrf. Im erstcu Abschuitt (S 3 des 2. Kap., S. 46) sprachen wir davon,
ausgef. auf

. ......
iMffgi. 1. o. dass eine Berührungstransformation, die eine Differentialgleichung erster

Ordnung
F{x, y, p) =

in Xj y in eine neue Gleichung

^i(^i;2/i;ä) =
Überführt, gleichzeitig die Integralgebilde der Gleichung F= in

die der Gleichung F^ = verwandelt. Dies können wir natürlich

auch durch Betrachtungen im Räume ableiten. Vielleicht wird diese

Entwickelung für den einen oder anderen Leser sogar anschaulicher

sein, wenn sie auch umständlicher ist: Eine Berührungstransformation

der Ebene liefert im Räume eine Punkttransformation, die jede Integral-

curve der Pfaff'schen Gleichung (1) in eine ebensolche überführt. Geht

nun bei einer solchen Punkttransformation die Fläche F{x, y, p) =
in die Fläche Fi(Xj^, y^, p^) = über, so werden die auf der ersteren

Fläche gelegenen Integralcurven der Pfaff'schen Gleichung verwandelt

in die auf der letzteren Fläche gelegenen Integralcurven. Dies Er-

gebnis ist nichts anderes als die bildliche Auffassung des soeben an-

gegebenen Satzes über Differentialgleichungen erster Ordnung in x, y.
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§ 2. Reduction Pfaff'sclier Gleichungen und Ausdrücke auf

Normalformen.

Von jetzt ab wollen wir die rechtwinkligen Punktcoordinaten im

Räume wie gebräuchlich mit x, y, z bezeichnen.

Eine Gleichung von der Form

(4) X(a;, y^ z) dx + Y(a:, y, z) dy + Z{x, y, z) dz =
ist eine totale Differentialgleichung in x, y, z. Wir woUen sie eine AUgem.

Pfaff'sche Gleichung nennen*). Sie ordnet jedem Punkt (x, y, ;2r) Gleichung,

allgemeiner Lage im Räume ein Büschel von oo^ Fortschreitungs-

richtungen (dx : dy : dz) zu, die in einer Ebene liegen, nämlich in

der Ebene:

X(i^-x)-\-Y(i)-y)-{-Z(i-z) =
mit den laufenden Coordinaten g, t), 5. Wenn wir wie oben (S. 184)

auch im Räume den Begriff: Linienelement benutzen, so können wir

sagen: Die Pfaff'sche Gleichung (4) ordnet jedem Punkte (x, y, z)

des Raumes ein ebenes Büschel von Linienelementen zu. Eine Curve,

die in jedem ihrer Punkte eine der Fortschreitungsrichtungen oder

Linienelemente hat, die dem betreffenden Punkte zugeordnet sind,

heisst nach Monge eine Integralcurve der Differentialgleichung (4). Die

Integralcurven sind also die Curven, die in jedem ihrer Punkte die

Ebene, die dem Punkte zugeordnet ist, zur Tangentialebene haben,

anders ausgesprochen: Integralcurven einer Pfäff'selten Gleichung heissen

alle Curven, deren Linienelemente diese Gleichung erfüllen. Fasst man
eine ganz beliebige Fläche ins Auge, so wird sie in jedem ihrer Punkte

von dem ebenen Büschel, das dem Punkte zugeordnet ist, im all-

gemeinen in einer Richtung geschnitten. Die Pfaff'sche Gleichung

ordnet also jedem Punkte der Fläche eine Fortschreitungsrichtung auf

der Fläche zu. Diese Fortschreitungsrichtungen definieren 00^ Curven

auf der Fläche, die in jedem ihrer Punkte die betreffende Richtung

als Tangentenrichtung besitzen. Auf jeder Fläche allgemeiner Lage

liegen also 00^ Integralcurven der Pfaff'schen Gleichung (4).

Hieraus folgt, dass die Schar aller Integralcurven der Pfaff'schen

Gleichung nicht nur von einer endlichen Anzahl von Parameteni ab-

hängen kann, dass sie also nicht durch Gleichungen von der Form

y = (p(x, a^ . . . ttr), z = ^{x, «i . . . «;.)

darstellbar sein kann, da sonst eine beliebige Fläche

*) Vgl. Pfaff's grundlegende Abhandlung: Methoäua generalis, aequationes

difl'erentiarum partialium . . . complete integrandi , Abhandlungen d. Berl. Aeademie
1814— 15, S. 76.

Lie, Geometrie der Beriihrnngstransfomiationen I. 13 [18. VI. 1895.]
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nicht einmal eine einzelne, geschweige denn oo^ Integralcurven ent-

halten würde.

Die endlichen Gleichungen der Schar aller Integralcurven ent-

halten vielmehr willkürliche Functionen.

Wenn z. B. die Pfaff'sche Gleichung (4) die besondere Form hat:

cpx dx -\- cpydy -\- (p^ dz = 0,

in der also X, Y, Z gleich den partiellen Ableitungen einer Function

q){x, y, z) nach x, y, z sind, so ist die dem Punkte {x, y, d) zugeordnete

Ebene

(px{l — x)-\- (py{\) — y)-\- cp,(^ — s) =
die Tangentenebene der durch den Punkt (x, y, z) hindurchgehenden

Fläche

9(E;t),ä)==9'(^;2/;4

Daraus folgt, dass jede beliebige Curve auf dieser Fläche eine Integral-

curve ist. In diesem Beispiel wird also

(p{x, y, z) = Const., fp{x, y, z) = Const.

stets eine Integralcurve darstellen, wie man auch die Function ^ ge-

wählt haben mas:.

Liegt eine allgemeine Pfaif'sche Gleichung vor:

(4) Xdx + Ydy -f Zdz = 0,

Zwei Fälle, so sind zwei Falle denkbar:

Denkt man sich nämlich alle diejenigen Integralcurven der Pfaff-

schen Gleichung construiert, die durch einen bestimmt gewählten

Punkt p von allgemeiner Lage gehen, so erhält man unendlich viele

Integralcurven. Es ist nun möglich, dass alle diese unendlich vielen

Curven auf ein und derselben durch den Punkt {x, y, z) gehenden Fläche

gelegen sind, und dass dies .stets eintritt, wie auch der Punkt 2^ ^,11-

gemeiner Lage gewählt werden mag. Es ist aber andererseits auch

möglich, dass die durch den Punkt p gehenden Integralcurven keine

derartige Lagerung haben, mit anderen Worten, dass sie keine Fläche,

sondern einen Raum erfüllen. Diese beiden Fälle sind, wie einleuchtet,

die beiden einzig denkbaren.

Wir wollen zunächst annehmen, dass der erste Fall eintrete, dass

also die durch einen beliebig gewählten Punkt p allgemeiner Lage

gehenden Integralcurven stets eine gewisse Fläche erfüllen. Alsdann

ist jedem Punkte p von allgemeiner Lage eine durch ihn gehende

Fläche zugeordnet. Wenn wir in dieser Fläche einen heUehigen Punkt q
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ins Auge fassen, so sehen wir, dass durch ihn unendlich viele Integral-

curven gehen, die von p auslaufen. Wäre dies nicht der Fall, so

würde die Zahl der von p ausgehenden Integralcurven nur von einer

endlichen Anzahl von Parametern abhängen, was dem früher Gesagten

widerspricht. Nun aber ist nach Voraussetzung auch dem Punkte q

eine durch ihn gehende Fläche derart zugeordnet, dass alle von q aus-

gehenden Integralcurven auf dieser Fläche verlaufen. Also erhellt, dass

die dem Punkte q zugeordnete Fläche identisch mit der Fläche ist, die

dem Punkte p zugeordnet ist. Je oo^ Punkten des Raumes ist somit

dieselbe Fläche, eben die von ihnen gebildete Fläche, zugeordnet. Der

ganze Raum zerfällt folglich in eine Schar von oo^ Flächen

(p(x, y, z) = Const.

dergestalt, dass alle durch einen Punkt des Raumes laufenden Integral-

ci!rven der Pfaff'sehen Gleichung (4) auf der Fläche cp = Const. ver-

laufen, die durch den betreffenden Punkt hindurch geht. Anders aus-

gedrückt: Jede Integralcurve der Pfaff'sehen Gleichung (4) verläuft

vollständig auf einer der Flächen:

q)(Xjij, z) = Const.

In diesem Falle wird mithin das einem Punkte {x, y, s) vermöge der

Pfaff'schen Gleichung (4) zugeordnete Büschel von Fortschreitungs-

richtungen (x, y, £) vollständig in der durch den Punkt gehenden

Fläche (p == Const. liegen, d. h. die Differentiale dx, dy, dz, die der

Gleichung (4) genügen, erfüllen auch die Gleichung

d(p "^(pxdx -\- (py dy -f- (pzdz = 0.

Daher haben wir erkannt:

Unsere frühere Teilung in zwei Fälle kommt analytisch auf die

beiden Fälle zurück, dass entweder die Pfaff'sehe Gleichung (4) auf

die Form
d(p =

reduciert werden kann oder aber nicht.

Ist die Pfaff'sehe Gleichung (4) auf die Form Reductiou
auf die

dw = Form^ dy= 0.

reducibel, so kann dies vorerst so eintreten, dass ihre linke Seite

direct gleich d(p, also dass

Xdx -f Ydy + Zdz

ein vollständiges Differential ist. Dazu ist bekanntlich notwendig und

hinreichend, dass die drei Relationen

13*
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(5) Y,-Zy = 0, Z,-X, = 0, Xy~-Y. =
identisch bestehen.

Aber allgemein ist die Pfaff'sehe Gleichung (4), die wie d(p =^

linear und homogen in dx, dy, dz ist, dann und nur dann reducibel

auf die Form dcp = 0, wenn ihre linke Seite sich nur um einen von

X, y, z abhängigen Factor Q){x, y, z) von d(p unterscheidet. Wir fragen

daher nach den notwendigen und hinreichenden Kriterien dafür, dass

zwei Functionen (p(x,y,z) und ^{x,y,z) vorhanden sind, für die

identisch

Xdx + Ydy -f- -Zdz = Odcp
wird.

Diese Frage erledigen wir nach einander auf zwei Wegen. Der

erste Weg ist elementarer, während der zweite, der sich auf die Theorie

der vollständigen Systeme stützt, kürzer ist. Es bleibt dem Leser

überlassen, welchen Weg er vorziehen will.

Um den ersten, elementareren Weg einzuschlagen, gehen wir

davon aus, dass es stets eine Function q giebt, für die Q{Xdx-\- Ydy)

das vollständige Differential einer Function il von x, y ist. Da X, Y
noch z enthalten, so werden auch q und Sl noch z enthalten. Es giebt

also zwei Functionen Q{x,y,z) und Sl(x,y,z), für die

(6) Q {Xdx + Ydy) = Si^dx-i- Qy dy

ist. Also ist, wenn qZdz beiderseits addiert wird:

giXdx + Ydy + Zdz) = da + {QZ— Sl,) dz.

Unsere Frage kommt folglich darauf hinaus, zu fragen, welches die

notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür sind, dass es zwei

Functionen (p(x,y,z), ^{x,y,z) gebe, für die

dSl -^ {qZ— Sl^ dz^Q Od(p

wird. Links steht eine in den Differentialen dSl und dz lineare

homogene Function. Zum Bestehen einer Identität von vorstehender

Form ist mithin notwendig und hinreichend, dass sich links der Coeffi-

cient qZ— ß^ als Function von iß und z allein ausdrücken lässt, dass also

qZ— Slz == caißl, z)

ist. Die drei Functionen ^, z und qZ— ßj müssen also von ein-

ander abhängig sein, d. h. es muss ihre Functionaldeterminante hin-

sichtlich X, y, z identisch verschwinden. Die notwendige und hin-

reichende Bedingung ist also diese:

ß.

1 =0
^x
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oder, da nach (6) ilg^ qX, SI^^qY ist, während q nicht identisch

Null ist: X

oder, ausgerechnet:



198 Kaj). 6. Die PfafF'schen Gleichungen und die Nullsysteme.

Diese Gleichung sollte also eine Folge der beiden Gleichungen (9) sein. Aber

setzen wir hierin die aus (9) folgenden Werte von _ - und -^ ein, so ergiebt

sich eine Gleichung, die nur ^ als Factor enthält^ der mit einem Coefficienten

behaftet ist. Dieser Coefficient müsste also identisch Null sein. Er ist aber

gerade die linke Seite der Gleichung (8). Wir kommen also auch hier zu dem
notwendigen und hinreichenden Kriterium (8).

Hiermit ist bewiesen:

Satz 1: Die Tfäff'sehe Gleichung

Xdx + Ydij + Zds = 0,

in der X, Y, Z Functionen von x, y, z hedeuteu, lässt sich dann und

nur dann auf die Form bringen

dcp{x, y, s) = 0,

wenn die Identität hestehi:

x(r, - z,) + r(z, - X) + z(x, - r,) = 0.

Bisher haben wir die Gleichung (4) ins Auge gefasst. Wir wollen uns aber

jetzt auf einen höheren Standpunkt stellen und den Ausdr^ick

Xdx + Ydy + Zdz

Pfaff 'scher betrachten. Wir nennen ihn einen allgemeinen Pfaffsehen Ausdruck. Wir werden
Ausdruck, geigen, dass jeder solche Ausdruck auf gewisse Normalformen gebracht werden

kann *).

.
De' Soeben haben wir schon erkannt, dass der Pfaff'sehe Ausdruck dann und

Ausdruck , r- t n
nur dann aui die iormft>d(f.

^{x,y,z) dcp(x,y,z)

gebracht werden kann, wenn die Identität (8) besteht. Die Function cp bestimmt
sich dann aus dem vollständigen System (9), und es ist ferner

^ X r z
"Px "Py "Pz

Man sieht, dass dann qp auch der partiellen Differentialgleichung für f:

Af=(r,- z,) |/' + (z, - X.) I + (X, - ly K =

genügt, da ihre linke Seite für f=(p infolge von (9) und (8) identisch Null wird.

Insbesondere ist der Pfaff'sehe Ausdruck ein vollständiges Differential dtp,

wenn die obigen Bedingungen (5) identisch erfüllt sind. Sobald diese Bedingungen

(5) nicht erfüllt sind, aber die Bedingung (8) identisch erfüllt ist, d. h. sobald

der Pfaft''sche Ausdruck auf die Foma ^dcp, nicht aber auf die Form d(p gebracht

werden kann, ist die Function $ unabhängig von qp, denn wenn $ ^i^p) wäre,

so würde ^cüqp r3 üo'(qp) (?qp doch wieder ein vollständiges Differential sein, was
wir aber ausgeschlossen haben.

*) Die folgende Betrachtung ist für das Verständnis der späteren Ent-
wickelungen zunächst nicht nötig, wenn auch nützlich. Wir haben sie daher in

kleinerem Druck gegeben, um hervorzuheben, dass sie vorläufig überschlagen
werden kann.
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Nunmehr wollen wir von diesen besonderen Fällen absehen, also annehmen,
dass die Bedingung (8) nicht identisch erfüllt sei. Es soll also sein:

(10) X(Y^ - Z^) + Y{Z^ - X.) + Z(X^ - r,) $ 0. AUg^emeiner

Wir behaupten, dass es alsdann stets drei von einander unabhängige Functionen

(f, tj}, ^ von X, y, z giebt derart, dass identisch:

(11) Xdx + Ydy + Zdz = d^ + ^d^> Ausdruck:

wird, dass sich also der Pfaff'sehe Ausdruck im Allgemeinen auf die Form ^"^ ^'

d'^ -\- ^dcp bringen lässt.

Von vornherein ist dies deshalb wahrscheinlich, weil der neue Ausdruck
dtp -j- ^dcp ebenso wie der vorgelegte Pfaff'sehe Ausdruck drei Functionen ent-

hält, sodass zu vermuten ist, dass man durch passende Wahl von (p, tp, ^ die

Bedingung (11) erfüllen kann.

Um dies nun wirklich zu beweisen, zerlegen wir die Forderung (11) in die

drei einzelnen:

(12) .r=^^-f*qp^,

^ = i'z + ^V^-

Bestehen diese drei Gleichungen identisch, so ist offenbar auch:

(13) \Z^-X^=^^cp^ -^.«P.,

Wenn es umgekehrt zwei Functionen tp und $ giebt, die den letzteren drei

Relationen (13) identisch genügen, so giebt es auch immer eine dritte Function
ip, sodass die Gleichungen (12) und also auch die ihnen äquivalente Gleichung (11),

identisch erfüllt werden, denn die Gleichungen (12) bestimmen die ersten partiellen

Differentialquotienten von xjj und bestimmen daher i/j selbst, sobald die Integra-

bilitätsbedingungen

dtp dip^ d% gl/» at/» 8%
dz dy ' dx dz ' dy dx

erfüllt sind. Diese Integrabilitätsbedingungen sind aber wegen der aus (12)

folgenden Werte von ip^, ip tp^ gerade die Relationen (13).

Es hat sich somit ergeben, dass nur bewiesen zu werden braucht, dass es Bedingg.

stets zwei Functionen cp und $ von x, y, z giebt derart, dass die drei Relationen Reduction
(13) identisch erfüllt werden. Diesen Nachweis werden wir nunmehr führen. auf diese

Multiplicieren wir die Gleichungen (13) bez. mit qp^, qp , cp und addieren

sie, so kommt:

(14) (r, - z^) <p^ + (z, - x^) <p^ + (x^ - Y^) cp^ = 0.

Multiplicieren wir sie der Reihe nach mit (&^, $ *^, so giebt ihre Addition:

(15) {Y. - Zy) *. + {z^ - X,) $, + (x^ - r,) $^ = 0.

Es werden also die gesuchten Functionen g>, $ Lösungen f der linearen partiellen

Differentialgleichung sein

:

deren linke Seite wir schon oben mit Af bezeichneten. Wegen der Voraus-
setzung (10) sind die Coefficienten dieser Differentialgleichung nicht einzeln Null.

Form.
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Diese partielle Differentialgleichung (16) schreiben wir nun zur Abkürzung so:

(16-) ^,^„|/+^|+,|i=„,

indem wir also die Bezeichnungen einführen:

. (17) Y^-Z^^a, Z^-X^EEß, X^-r^EEy.

Die Coefficienten cc, ß, y besitzen hiernach die Eigenschaft, dass

(18) «X + ^, + y. -
^^H^'^^t

^^^' *^®^ '^i ßi y Glicht alle drei verschwinden. Wir behaupten nun, dass es unter

derBedingg.dßi Lösungen einer solchen partiellen Differentialgleichung (16'), welche die Be-
dingimg (18) erfüllt, stets zwei solche von einander unabhängige cp, # giebt,

dass identisch

(19) ^xf. - ^.'Px = ß^

^y'Px— ^x%j =y
wird. Wäre dies bewiesen, so wäre sicher, dass es zwei Functionen cp, $ giebt,

die den früheren Bedingungsgleichungen (13) genügen *).

Nachweis, Um unsere soeben ausgesprochene Behauptung zu beweisen, verstehen wir

Bedingg. Unter u, V irgend zwei von einander unabhängige Lösungen der partiellen
erfüllt ist. Differentialgleichung Af = 0, sodass

wird.

« p y

Diese Brüche sind nicht Null, da sonst u und v von einander abhängig sind.

Auch sind sie nicht unendlich, da a, ß, y nicht sämtlich Null sind. Wir be-

zeichnen den endlichen Wert dieser Brüche mit co, sodass

ist. Dann kommt:

ttCO,

««*x + ß% + y% = ^'
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Es ist daher auch
Am = 0.

Nun aber besitzt die Gleichung Af = va. den drei Veränderlichen x, y, z nur

zwei von einander unabhängige Lösungen. Jede andere, so auch to, ist daher

eine Function von u, v allein. Also nehmen die Gleichungen (20) die Form an:

'^s ^1/
~
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Im zweiten Fall ist qp Lösung des vollständigen Systems

cy dx dz ox ^

das die Gleichung

,

^^^ (n - ^) % + (^, - X.)
1^ + (X, - r,) |{ -

nach sich zieht. $ bestimmt sich aus:

X _ r _ z
~

9'^
~

9'y
~ *?/

Im dritten Fall endlich ist qp eine beliebige Lösung der Gleichung Af = 0,

während $ aus den drei Relationen

Y.-
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Endlich ip ergiebt sich durch Quadratur, da ja nach (12):

t/, =y{ (X -^cp;)clx+{Y- $9y) dy 4- (Z - $9^) dz

}

ist.

Satz 2: Ist der Pfaff'sche Ausdnwk

Xdx + Ydy + Zdz
auf die Normalform

dtp -\- ^d(p

reducibel, so findet man qp als eine beliebige particulare Lösung einer homogenen

linearen partiellen Differentialgleichung mit den drei unabhängigen Veränderlichen

X, y, z, darauf $ durch eine Quadratu/r und schliesslich ip durch eine neue

Quadratur.

Ist der Pfaff'sche Ausdruck auf die Normalform d^ -\- ^dcp reducibel, so Einführung

können wir die Functionen cp, — ^, ^ als neue Veränderliche x, y, z benutzen, '^^"^'^ .\®''

sodass er die Form dz — ydx erhält. Ebenso können wir ihn in den anderen

Fällen dcp, ^dcp auf die Form dx bez. ydx bringen. Dies liefert also den

Satz 3: Durch Einführung passender neu^er Veränderlicher lässt sich jeder

Pfaffsehe Ausdruck in drei Veränderlichen auf eine der drei Formen bringen

dx, ydx, dz — ydx,

und^ diese drei Formen können nicht in einander übergeführt werden.

Insbesondere folgt hieraus für die Pfaff'schen Gleichungen der

Satz 4: Jede Pfaffsche Gleichung

Xdx + Ydy + Zdz =
lässt sich durch Einführung passender neuer Veränderliclier x, y, z auf eine der

beiden Formen bringen:

dx = 0, dz — ydx = 0.

Diese beiden Formen können nicht in einander übergeführt werden.

Wir kehren jetzt zu der zu Anfang dieses Paragraphen gegebenen

geometrischen Deutung der Pfaff-

schen Gleichung

{22) Xdx + Ychj -\-Zdz =
im Räume mit den rechtwinkligen

Coordinaten x,y, z zurück.

Nehmen wir an, es seien uns

oo^ Integralcurven der Pfaff'schen

Gleichung bekannt. Wie wir schon

wissen, liegen auf jeder allgemein

gewählten Fläche oo^ Integral-

curven. Wir greifen nun um-

gekehrt aus den bekannten oo^ j,. ^^

Integralcurven eine Schar von oo^

Curven c heraus und betrachten die von ihnen gebildete Fläche. (Siehe

Fig. 45.) Da die Pfaff'sche Gleichung jedem Punkt, also insbesondere
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jedem Punkte dieser Fläche, ein ebenes Büschel von oo^ Fortschreitungs-

richtungen zuordnet, so wird sich dies Büschel, wenn der Punkt

eine Integralcurve auf der Fläche durchläuft, drehen und es wird ein-

mal der Fall eintreten, dass die Ebene des Büschels die Tangenten-

ebene der Fläche wird. So wird im Allgemeinen auf jeder der oo^

Integralcurven c der Fläche ein Punkt existieren, dessen Büschel die

Fläche berührt. Es ist dann geometrisch selbstverständlich, dass der

Ort h dieser oc^ Punkte auch eine Integralcurve sein wird.

Wir wollen nun diese Andeutungen analytisch durchführen:

Die oo^ gegebenen Integralcurven werden durch zwei Gleichungen

in X, 1/, z dargestellt sein, die zwei Parameter a, & enthalten, nach

denen wir sie auflösen wollen. Es seien also

(23) u{x, y, z) = a, v(x, y,z) =b
die Gleichungen der bekannten oc^ Integralcurven. Durch den beliebig

gewählten Punkt (x, y, z) des Raumes geht eine Integralcurve der

Schar. Ihre Tangentialrichtung (dx : dy : dz) wird bestimmt durch

die beiden Gleichungen

du "EE Uxdx -\- Uydy -\- u^dz = 0,

dv EE: Vx dx -\- Vydy -\- v^ dz = 0.

Da diese Richtung auch der Pfaff'schen Gleichung

Xdx-\- Ydy-{- Zdz =
genügen muss, so muss letztere eine Folge der beiden vorhergehenden

Gleichungen sein, und zwar für jedes Wertsystem x, y, z. Es muss

daher zwei Functionen a und ß von x, y, z geben derart, dass

(24) X dx + Ydy + Zdz = a du + ß dv

wird.

Greifen wir nun aus der Schar (23) oo^ Integralcurven c heraus.

Dies geschieht, indem wir zwischen den beiden Parametern a, & eine

Relation herstellen:

h = (o{a).

Dann wird die Fläche der ausgewählten oo^ Integralcurven dargestellt

durch die Gleichung:

(25) v — a (ii) = 0.

Wir suchen nun jeden Punkt {x, y, z) dieser Fläche, dessen Tangenten-

ebene mit der Ebene zusammenfällt, die dem Punkte vermöge der

Pfaff'schen Gleichung {^'2) zugeordnet ist. Wir erhalten diese Punkte,

indem wir die Gleichung {^'2) vergleichen mit der Relation, welche
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die Fortschreitungsriclitungen (dx : dy : dz) auf der Fläche (25) definiert,

also mit dieser:

(vx — (o'ux) dx -\- (vy — oa'Uy) dy -\- {v, — oj'm,) dz = 0.

Als die Bedingungen für die gesuchten Punkte ergeben sich daher

folgende:
V. — a'u.

X Y Z

oder, wenn wir eine Hülfsgrösse q einführen:

Nach (24) ist aber:

Y == Q(Vy — (o'Uy),

Z = q(v. — (o'u^).

X^ aUx + ßvx,

Z ^ au^ -(- ßv^.

Also lassen sich unsere Forderungen auch so ausdrücken:

{a -j- Q(o') Mx + (i3
— q) t'x = 0,

(CC + QCO') Uy-\r{ß — Q) Vy = 0,

{a -\- Q(o') ti, -\- {ß ~ q) V, = 0.

Diese drei Gleichungen lassen sich nun dadurch erfüllen, dass man die

beiden Gleichungen ansetzt:

a = — QG)\ ß = Q

oder, nach Elimination der Hülfsgrösse 9, nur die eine Gleichung:

a-\- ßca' = 0.

Diese Gleichung zusammen mit der Gleichung unserer Fläche

V — G}(u) =
stellt analytisch eine Curve dar, wenn sie überhaupt mit einander

vereinbar sind. Nun aber lässt sich die oben willkürlich ausgewählte

Function g)(u) immer so annehmen, dass die beiden letzten Gleichungen

wirklich eine Curve darstellen. Diese Curve ist alsdann eine Integral-

curve, da ihre Fortschreitungsrichtung in jedem Punkte als Tangenten-

richtung der Fläche in dem Büschel liegt, das dem Punkte durch die

Pfaff'sche Gleichung (22) zugeordnet wird.

Die beiden Gleichungen:

V — cj(m) = 0, a -{- ßG)'{u) =
stellen also unendlich viele Integralcurven vor, da sie eine willkürliche
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Function co enthalten, was ja bei den ursprünglicli als bekannt voraus-

gesetzten cx)^ Integralcurven (23) nicht der Fall war.

Hiermit haben wir den folgenden Satz erhalten, der von Pfäff

herrührt

:

Satz 5: Kennt man oo^ Integralcurven

u(x, y, z) = Const., v{x, y, z) = Const.

der Pfaff'schen Gleichung

Xdx + Ydy + Zdz = 0,

anders ausgesprochen: besteht identisch eine Gleichung von der Form:

Xdx -j- Ydy -\- Zdz == a(x, y, £) du -\- ß(x, y, z) dv,

so findet man beliebig viele Integralcurven der Pfaff'schen Gleichung in

der Form:
V — Gi{u) ==0, a -\- ß(o'(u) == 0.

Hierin bedeutet a eine willkürliche Function von «**).

§ 3. Nullsysteme.

In den verschiedenen Gebieten der reinen und angewandten Mathe-

matik haben specielle Pfaff'sche Gleichungen eine Rolle gespielt, wenn

dies auch selten explicite hervortrat. Insbesondere gilt dies auch

von der Kinematik, und auf die hier auftretende Pfalf'sche Gleichung

wollen wir jetzt eingehen.

Inf. Be- -^jj. orehen dabei aus von einer infinitesimalen Bewegung des Raumes
wegung im o ' ja
Baume.

(^ ^ y^ ^^ Unter einer infinitesimalen Bewegung ist eine solche infini-

tesimale Transformation des Raumes

(26) dx = ^{x,y,z)dt, dy = r]{x,y,z)dt, 8z = l{x,y,z)8t

zu verstehen, die jede Strecke in eine Strecke von gleicher Länge

überführt. Sie kann also analytisch definiert werden als eine solche

infinitesimale Transformation, die das Quadrat des Bogenelementes

dx^ -f- dy"^ -\- dz^

invariant lässt, für die daher

^idix"" + dy^ + dz") =
oder also

dxddx -f- dyddy -{- dzddz ==

ist. Hierbei machen wir, wie schon gelegentlich früher, davon Gebrauch,

*) Die Entwickelungen dieses Paragraphen, die, abgesehen von der geo-

metrischen Form, von Pfäff und Jacobi herrühren, finden, wie Clebsch zeigte,

in V. Helmholtz' Wirbeltheorie eine schöne Illustration und Verwertung. (Siehe

Crelle's Journal 55. Bd. (1858) S. 25 sowie 56. Bd. (1859) S. 1.)
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dass das Differentiationszeichen d und das Variationszeichen 8 in ihrer

Aufeinanderfolge vertauscht werden können.

Nach (26) ist nun unsere Forderung für die infinitesimale Be-

wegung folgende:

dxd% -^ dydy] -\- dzdt, = 0.

Da I, ri, t, Functionen von x, y, z sind, ist die linke Seite dieser

Gleichung in dx, dy, ds homogen vom zweiten Grade und liefert also

die sechs Bedingungen:

lx = riy='Q, = 0,

(27) ^. + e. - ex + 1. = I, + ^x = 0.

Nach den drei ersten Gleichungen ist | frei von x, rj frei von «/,

^ frei von z. Wenn wir also die letzte Gleichung (27) nochmals

partiell nach y differenzieren, so ergiebt sich sofort, dass

d. h. I in 2/ linear ist. Ebenso folgt, dass alle drei Grössen |, 7;, ^

linear in den Veränderlichen sind, die sie enthalten. Wegen der drei

Gleichungen (27) finden wir also für ^, rj, ^ die Werte:

l = B0~-Cy + D, r} = Cx — Ä0-\-E, t = Ay — Bx + G.

Hierbei bedeuten J., J5, C, D, ^, G beliebige Constanten.

Die allgemeinste infinitesimale Bewegung des Raumes (x, y, z)

wird mithin gegeben durch die Formeln:

8x = (ßz — Cy-\-D) dt,

(28) dy = (Cx — Äz-\-E) dt,

dz =lAy-~Bx-\- G)dt

Wenn wir insbesondere J. =j= 0, aber alle anderen Constanten gleich

Null wählen, so liegt die infinitesimale Bewegung vor:

dx = 0, dy = — Azdt, dz = Aydt,

bei der offenbar jeder Punkt der x-A.-Kß in Ruhe bleibt. Diese Be-

wegung ist also eine infinitesimale Rotation um die x-Axe. Wenn wir

-B=|=0 oder C^ 0, aber alle anderen Constanten gleich Null setzen,

so ergeben sich infinitesimale Rotationen um die y- bez. ^-Axe. Wenn
wir eine der drei Constanten D, E, G ^ 0, aber alle anderen gleich

Null wählen, so geht augenscheinlich eine infinitesimale Translation

längs einer der drei Axen hervor.

Da nun die Incremente (28) linear aus denen zusammengesetzt

sind, die sich bei Ausführung dieser einzelnen Bewegungen ergeben,

so folgt der bekannte Satz der Kinematik, dass sich jede infinitesimale
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f^^^^^J^-^^^
Bewegung ersetzen lässt durch passende infinitesimale Botationen um die

Rotat. Coordinatenaxen und passende infinitesimale Translationen längs der

Coordinatenaxen*).

Bestimmg. Betrachten wir die oo^ Ebenen:
d. inv.

Geraden.
(^29) ÄX + By -\- Cz = Const.

Da die linke Seite dieser Gleichung vermöge der infinitesimalen Be-

wegung (28) ein constantes Increment erfährt, so folgt, dass jede

Ebene (29) bei der infinitesimalen Bewegung (28) parallel mit sich

verschoben wird. Fragen wir nun nach den Punkten (x, y, z) des

Raumes, die sich senkrecht zu diesen Ebenen bewegen, so haben wir

zu fordern, dass dx, 8y, dz proportional A, B, C werden. Dies liefert

drei Bedingungen:

[Bz — Cy -\- D = qA,

(30) \cx—Az-{-E = qB,

\Ay — Bx-\- G = Qa

Multiplicieren wir sie der Reihe nach mit A, B, C und addieren, so

ergiebt sich zur Bestimmung des Factors q die Gleichung:

AD-i-BE-{-CG = q(A^ + 5' + C2).

Sobald also A^ -(- B^ -|- C^ =f= ist, kann man die Constante q

so wählen, dass sich die drei in x, y, z linearen Gleichungen (30) auf

nur zwei reducieren, also eine Gerade im Räume darstellen. Diese

Gerade steht auf der Ebene (29) senkrecht, da die Incremente dx, dy, dz

längs der Geraden (30) die Bedingungen erfüllen:

Bdz—Cdy=0, Cdx — Adz = 0, Ady — Bdx = 0.

Sobald also

^2 _|_ JB2 ^ 0^ 4=

ist, giebt es eine Gerade (30), die bei der infinitesimalen Bewegung

(28) in sich verschoben wird, und zwar ist diese Gerade keine solche,

die nach dem imaginären unendlich fernen Kugelkreis geht, also keine

Minimalgerade.

Dass nicht mehrere mit der gefundenen parallele Geraden invariant bleiben,

zeigen unsere Entwiekelungen. Es ist aber denkbar, dass Geraden von anderer

Richtung in Ruhe bleiben. Wäre eine solche keine Minimalgerade, so blieben

zwei unendlich ferne Punkte invariant, die nicht auf dem imaginären Kugelkreis

*) Der Satz, dass jede Bewegung durch Rotation und Translation ersetzt

werden kann, rührt von Euler (1775) und d'Alembert (1780) her. Dass sie

durch eine Schraubung ersetzbar ist, zeigte Mozzi (Discorso matematico sopra

ü rotamento momentaneo dei corpi, 1763). Wir eitleren dies nach Schell, Theorie

der Bewegung imd der Kräfte, 2. Aufl., 1. Bd., Leipzig 1879, S. 311.
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liegen. Daraus würde folgen, dass alle unendlich fernen Punkte in Ruhe blieben.

Dann aber läge eine Translation vor, was durch die Annahme:

ausgeschlossen ist. Es giebt also nur eine invariante Gerade, die keine Minimal-

srerade ist.

Ist, wie wir jetzt voraussetzen wollen,

A^ -\-
B^

-\- C^ =^ 0,

so giebt es, wie wir sahen, eine Gerade, die bei der infinitesimalen Be-

wegung (28) invariant bleibt und keine Minimalgerade ist. Ihre

Grleichungen sind die obigen Gleichungen (30). Da nun wegen der

vorausgesetzten Ungleichung die drei Constanten Ä, JB, C nicht sämtlich

gleich Null sein können, so sehen wir, dass diese invariante Gerade

sicher im Endlichen gelegen ist. Die invariante Gerade können wir

nun in einem neuen Coordinatensystem als ^-Axe benutzen und die

X- und y-Axe als zu ihr senkrechte Geraden wählen. Nach wie vor

ist (28) der Ausdruck einer allgemeinen infinitesimalen Bewegung.

Aber jetzt soll dx = dy == sein für x = y = 0^ d. h. es soll

A = B = D^E = sein, sodass die infinitesimale Bewegung die

folgende einfache analytische Form annimmt:

(31) dx = — ydt, 8y = xdt, dz = höt

Hierbei haben wir Cdt als neues dt eingeführt und das alte Gdt
nunmehr mit h8t bezeichnet.

Diese Gleichungen aber stellen eine infinitesimale Sdiravihung um infinit,

die ^-Axe dar, denn die beiden ersten Gleichungen geben eine infini- um die

tesimale Rotation um die ^^-Axe, während die letzte eine infinitesimale

Translation längs der ^-Axe bezeichnet. Also sind wir zu dem aus

der Kinematik bekannten Ergebnis gelangt, dass eine infinitesimale Be-

wegung im Allgemeinen eine Schraubung ist. (Vgl. Fussnote S. 208.) Bei

der Schraubung (31) dreht sich jede Gerade, welche die ;s;-Axe senk-

recht trifft, um den Winkel dt und hebt sich um die Strecke Je dt.

Es ist daher Je das Mass der Steighöhe dieser infinitesimalen Schrauben-

bewegung.

Wir könnten nun sogleich an eine beliebige infinitesimale Be-

wegung (28) anknüpfen. Für die Verständlichkeit ist es aber besser,

zuerst eine solche Bewegung zu betrachten, mit der sich eine ganz

bestimmte Anschauung verbindet. Daher wollen wir zunächst mit

der infinitesimalen Schraubung (31) eine Pfaff'sche Gleichung in Ver-

Lie, Geometrie der Berübrangstransformationen I. 14 [16. VII. 1895.]
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Linienelem.
senkrecht

zur
Schraubung,

Pfaff'sche

Gl. i. d.

Kinematik.

bindung setzen. Vermöge der infinitesimalen Schraubung (31) wird

jedem Punkte (x, y, 0) eine Fortscbreitungsricbtung (ßx : dy : ds) zu-

geordnet. Nun geben durcb jeden Punkt

(x, y, 0) des Raumes 00^ Linienelemente

(x, y, 0, dx : dy : d0). Man kann ins-

besondere diejenigen Linienelemente des

Baumes betrachten, die senkrecJit stehen

auf der FortscJireitungsricMung , die ihre

Punkte hei der Schraubung erfahren. (Zur

Veranscbauliebung diene Fig. 46.) Sie

\ werden bestimmt durcb die Gleichung:

dx • dx -\- dy • dy -\- 00 • d0 = 0.

Setzen wir bierin die Werte (31) ein, so

kommt:

(32) xdy — ydx -\- Tx,d0 = 0,

und dies ist eine Pfaff'sche Gleichung.

Im ganzen giebt es im Räume oo-^

Linienelemente {x, y , , dx : dy : d0).

Darunter sind also 00^ enthalten, die der

Pfaff'schen Gleichung (32) genügen.

Diese Pfaff'sche Gleichung (32) hat

nun viele merkwürdige Eigenschaften, die

schon vielfach untersucht worden sind.

Einige dieser Eigenschaften wollen wir

ableiten.

00' Integral-

geraden. Zunächst behaupten wir, dass unter den

Fig. 46. Integralcurven der Pfaff'schen Gleichung

(32) gerade 00^ Geraden, also Integral-

geraden, enthalten sind. In der That, allgemein stellen die Gleichungen

(33) X = r0 -\- Q, y = S0 -\- 6

eine Gerade im Räume dar. Längs dieser Geraden ist

dx = rd0, dy = sd0.

Setzen wir die Werte (33) und diese letzteren Werte in (32) ein, so

kommt eine Gleichung zwischen den Parametern r, q, s, 6 allein,

nämlich:

(34) sQ — r0-\-]c = 0.
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Im ganzen Baume giebt es oo* Geraden und es sind r, q, s, 6

ihre wesentlichen Bestimmungsstücke. Durch die Gleichung (34) werden

also gerade oo^ Geraden bestimmt, die Integralgeraden der Pfaff'sehen

Gleichung (32) sind. Hiermit haben wir den in der Kinematik wohl-

bekannten Satz bewiesen:

Satz 6 : Bei jeder infinitesimalen Schraubung giebt es oo^ Geraden,

deren Punkte sich sämtlich nach JRichtungen senlcrecht zu der betreffenden

Geraden bewegen.

Durch jeden Punkt {x, y, z) des Raumes gehen oo^ dieser» Geraden.

Denn wählen wir x, y, z bestimmt, so werden durch die drei Gleichungen

(33) und (34) drei der vier Bestimmungsstücke r, q, s, 6 der Geraden

als Functionen des letzten ausgedrückt. Diese oo^ Geraden durch

einen Punkt {x, y, z) haben in diesem Punkte sämtlich Fortschreitungs-

richtungen (dx : dy : dz), die der Gleichung (32) genügen, d. h. sie

stehen senkrecht auf der Fortschreitungsrichtung, die dem Punkte

durch die Schraubung erteilt wird. Sie bilden daher ein ebenes

Büschel.

Wir kennen somit eine Schar von oo^ Geraden im Baum^, die so

beschaffen ist, dass durch jeden Punkt des Baumes oo^ Geraden der

Schar hindurchgeJien, die ein Büschel bilden.

Wir kehren i'etzt zur Betrachtung der allaremeinen infinitesimalen ^"s- inf.
•^ o o Bewegung.

Bewegung bei Zugrundelegung eines beliebigen rechtwinkligen Coordi-

natensystems zurück. Wie wir wissen, stellt sie sich durch die

Formeln dar:

Sx = {Bz — Cy +B)8t,
dy = lcx—Äz-\-E)dt,
dz = {Äy — Bx-\-G) dt.

Alle Linienelemente (x, y,z, dx : dy : dz) durch den Punkt (x, y, z),

die senkrecht stehen auf der dem Punkte durch die infinitesimale

Bewegung zuerteilten Fortschreitung, erfüllen die Relation

8x dx -\- dy dy -\- dz dz = 0,

die nach (28) die Form annimmt:

{Bz — Cy + B) dx + (Cx— Äz-\-E) dy + (Ay— Bx-\- G) dz =
oder, übersichtlicher geschrieben:

(35) Ä{ydz — zdy) -\- B{zdx — xdz) -\- C{xdy — ydx) +
+ Bdx + Edy -f Gdz == 0.

Diese Pfaff'sche Gleichung (35) ergiebt sich also bei Zugrundelegung
14*

(28)
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einer beliebigen infinitesimalen Bewegung. Wie leicht zu erkennen,

gehören immer zu ihren Integraleurven cx)^ Geraden

(33) X = r0 -\- Q, y = S0 -\- 6.

Denn wenn wir diese Werte und die Werte

dx = rd0, dy == sdz

in (35) eintragen, so finden wir, dass die Bestimmungsstücke r, q, s, ö

einer Integralgeraden der einen Bedingung genügen müssen:

(36) Ä6 — Bq-{- C(sq — rö) -]- Dr -{- Es -\- G = 0.

Sie wird mithin von oo^ Geraden erfüllt; und diese Geraden liegen so,

dass die durch einen beliebigen Punkt gehenden Integralgeraden das

durch die Pfaff'sche Gleichung (35) bestimmte Büschel bilden.

Die Pfaff'sche Gleichung (35) enthält sechs Constanten, deren

Verhältnisse aber nur in betracht kommen. Wir kennen somit oo^

Scharen von je oo^ Geraden, die so beschaffen sind, dass durch jeden

Punkt des Raumes oo^ dieser Geraden gehen, die ein ebenes Büschel

bilden.

Liegt eine beliebige Schar von oo^ Geraden im Räume vor, so

können wir sofort abzählen, wie viele dieser Geraden durch einen all-

gemein gewählten Punkt gehen. Sind es nämlich oo^, so würde, da

es oü^ Punkte giebt, von denen je oo^ auf einer Geraden liegen, die

Schar aus oo^^ Geraden bestehen. Es ist mithin p -{- 2 = 3, d. h.

durch jeden Punkt allgemeiner Lage gehen oc^ Geraden der Schar.

Es ist aber sehr wohl denkbar, dass durch gewisse ausgezeichnete

Punkte deren mehr, also alle oo^ Geraden, gehen.

Nuiisystem. Wir woUeu uuu Überhaupt Scharen von oo'" Geraden untersuchen

von der Beschaffenheit, dass alle durch einen beliebigen Punkt all-

gemeiner Lage gehenden Geraden ein ebenes Büschel bilden. Derartige

Scharen bestimmen ein sogenanntes Nullsystem. Die Geraden heissen

Nullgeraden, und die Ebene des Büschels eines Punktes heisst die Null-

ehene des gewählten Punktes *).

Die obigen Betrachtungen haben uns nach dieser Definition oo^

Nullsysteme geliefert. Wir werden uns nachher das Problem stellen,

alle Nullsysteme überhaupt zu bestimmen. Die Erledigung dieses

Problems wird uns genau zu den obigen oo® Nullsystemen führen.

Zunächst aber müssen wir einige vorbereitende Betrachtungen

anstellen.

*) Die Bezeichnung: Nullebene sowie die nachher einzuführende Bezeichnung
Nullpunkt rühren von Möbius her. (Siehe Lehrbuch der Statik, 1. Teil, Leipzig

1837, § 84, in den Ges. Werken 3. Bd. S. 118.) Später bedienen wir uns für die

Nullgeraden der Plück er 'sehen Bezeichnung: linearer Complex.
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Die Schar aller oo^ Geraden, die eine feste Gerade schneiden,

definiert offenbar ein Nullsystem. Ein solches nennen wir ein specielles specieUe«

.
Nullsystem.

Nullsystem. Es giebt deren gerade soviel als Geraden im Räume,

also oü*. Im Folgenden nehmen wir bis auf weiteres an, dass das

zu betrachtende Nullsystem kein specielles sei.

Wie gesagt, wäre es denkbar, dass gewissen ausgezeichneten

Punkten kein ebenes Büschel von Nullgeraden zugeordnet wäre, sondern

vielmehr alle Geraden darch den Punkt Nullgeraden wären. Wenn
überhaupt durch einen Punkt drei Nullgeraden gehen, die nicht in

einer Ebene liegen, so ist er notwendig ein solcher ausgezeichneter

Punkt.

Es liege nun ein nicht -specielles Nullsystem vor. Wir wählen

irgend eine Gerade g von allgemeiner

Lage, die also keine Nullgerade ist.

Sind p, q irgend zwei Punkte all-

gemeiner Lage auf ^, so ordnet das

Nullsystem jedem dieser Punkte nach

Definition eine Nullebene zu, in der g
nicht liegt. (Siehe Fig. 47.) Diese

beiden Nullebenen schneiden sich also

in einer zu g windschiefen Geraden Ji.

Diese Gerade ist keine Nullgerade, denn

sonst würden durch jeden Punkt r

von 7i drei Nullgeraden gehen, die

nicht in einer Ebene liegen, nämlich

ausser Ji noch rp und rq. Alle Punkte

von h wären also ausgezeichnet. Das

Nullsystem bestände mithin aus allen Geraden, die h treffen, und wäre

somit entgegen der Voraussetzung ein specielles.

Ist r ein beliebiger Punkt von h, so ist also diesem Punkte die

Nullebene zugeordnet, die rp und rq enthält. Daher sind diejenigen

Geraden durch Ji, die g treffen, alle Nullgeraden überhaupt, die h

schneiden. Wir können nun von h statt von g ausgehen und erkennen

so, dass alle Nullgeraden, die g treffen, auch h treffen.

Wie wir in § 1, S. 187, bemerkten, bilden alle Geraden, die zwei

windschiefe Geraden g, h treffen, ein Strahlensystem erster Ordnung und strahien-

erster Glosse. Jeder Geraden g des Raumes ordnet das Nullsystem ein u. i. ci.

solches zu. Da es insgesamt oo* Geraden g giebt, so erhalten wir

oo* derartige Systeme. Unsere Ergebnisse sind diese:

Satz 7: Ein nicht specielles Nullsystem ordnet jeder Geraden g, die

Tceine Nullgerade ist, eine zweite zu ihr windschiefe Gerode h zu, die

Fig. 47.
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ebenfalls heine Nullgerade ist Nullgeraden, die g treffen, treffen auch h,

und umgeJiehrt Alle Geraden, die g und h treffen, sind Nullgeraden.

Femer gilt, und zwar offenbar auch für specielle Systeme, der

Satz 8: Jedes NuUsystem enthält oo* Strahlensysteme erster Ordnung

und erster Classe.

Die Beziehung zwischen der beliebig gewählten Geraden g und

der durch g völlig bestimmten Geraden h ist eine völlig umkehrbare.
Reciproke 2wei solchc Geraden sollen daher reciproke Polaren heissen. Jede
Polaren. -*•

Gerade, die keine Nullgerade ist, hat also eine Polare; letztere Gerade

ist ebenfalls keine Nullgerade und hat erstere zur Polaren. Zwei

reciproke Polaren werden auch conjugierte Geraden genannt*).

Nehmen wir nun an, es sei l eine Nullgerade, und untersuchen

wir, wie die Nullgeraden gelegen sind, die l schneiden. Es sei g eine

zu l windschiefe Gerade, die nicht zu den Nullgeraden gehört: Die

Gerade g hat eine Polare h, und h wird nach Satz 7 zu ^ und l wind-

schief sein. Durch jeden Punkt p von l geht nun eine Gerade, die g
und h trifft, also nach Satz 7 eine Nullgerade ist. Alle diese Geraden

sind die Erzeugenden der einen Schar des Hyperboloids, von dem g, h

und l Erzeugende der andern Schar sind. In jedem Punkt p von l

kennen wir also ausser l noch eine zweite Nullgerade, demnach

auch die dem Punkte zugeordnete Nullebene, die Tangentenebene des

Hyperboloids im Punkte p. Diese Tangentenebenen bilden aber be-

kanntlich ein Büschel, das der Punktreihe der Punkte p projectiv zu-

geordnet ist. Mithin ergiebt sich, dass alle durch l gehenden NuU-
Specieiiea geraden ein specielles StraMensystem erster Ordnung und erster Classe
strahlen- - ... , .-^-r -, ,-,i^^^s-»-i .-, . -,

syst. 1.0. bilden. (Vgl. § 1, S. 187.) Es gilt somit der

Satz 9: In einem nicht- speciellen Nullsystem bilden alle Nullgeraden,

die eine bestimmte Nullgerade treffen, ein specielles Strahlensystem

erster Ordnung und erster Classe. Das Nullsystem enthält also oo^

specielle Strahlensysteme erster Ordnung und erster Classe.

Diese Betrachtung lehrt noch, dass die Nullgeraden, die eine be-

stimmte Nullgerade l schneiden, als Tangenten jenes Hyperboloids

längs l nicht sämtlich eine zweite Gerade schneiden ausser der zu l

unendlich benachbarten Erzeugenden des Hyperboloids. Wenn wir den

Polarenbegriff auch auf die Nullgeraden ausdehnen wollen, müssen wir

daher sagen, dass die Nullgeraden ihre eigenen Polaren sind.

*) Die reciproken Polaren treten schon bei Poinsot auf. (Sur la composition
des momens et la composition des aires, Joum. de l'^ficole polyt. 6. Bd., 13. Heft

(1806), S. 182.)
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Die Beziehung zwischen reciproken Polaren kann noch etwas

anders aufgefasst werden: Sind g, h reciproke Polaren, so lehrt das

Obige, dass die Nullebenen

aller Punkte von g die Gei'ade

h enthalten. Wenn man ins-

besondere vier Punkte von g
in's Auge fasst: Pi, p^, Ps, p^
(siehe Fig. 48), so zeigt dies

femer, dass die zugehörigen

Nullebenen Cj, e^^ e^, e^ das-

selbe Doppelverhältnis wie

Pi, P2y Ps, Pi bilden. Also

haben wir den

Satz 10: Die den Punkten

einer Geraden zugeordneten

Nidlebenen eines Nullsystems

bilden ein zu dieser PunktreiJie

projectives Büschel, dessen Axe

die Polare jener Geroden ist.

Dass dies auch dann gilt, wenn die gegebene Gerade selbst Null-

gerade ist, zeigt unsere vorhergehende Betrachtung.

Fig. 48.

Es seien nun l^, \, l^, l^, l^ fünf zu einander windschiefe Null- ^^jj^^*^^"'

geraden, die nicht alle fünf ein und demselben der im Nullsysteme^^y«*-»"^

enthaltenen Strahlensysteme erster Classe und erster Ordnung an- geraden,

gehören. Kennen wir fünf derartige Nullgeraden, so lässt sich aus

ihnen das ganze Nullsystem wieder herstellen. Zu diesem Zwecke

construieren wir das Hyperboloid, das Z^, l^, l^ als Erzeugende der

einen Schar enthält. (Siehe Fig. 49 (S. 216).) Die Erzeugenden der

zweiten Schar des Hyperboloids sind dann alle Geraden, die l^, l^, Zg

treffen. Unter ihnen giebt es zwei, die auch l^ treffen. Denn l^ wird

das Hyperboloid in zwei Punkten schneiden und die Erzeugenden der

zweiten Schar, g, h, die durch diese Punkte gehen, werden Z^, Zg, h, h
schneiden. Allerdings wäre es zunächst denkbar, dass l^ ganz auf dem

Hyperboloid liegt. Aber wir wollen vorerst diese Möglichkeit beiseite

lassen ebenso wie die, dass l^ ganz auf dem Hyperboloid liegt. Unsere

Betrachtung lehrt nun, dass g, h die beiden einzigen Geraden sind,

die Zj, Zg, Zg, l^ schneiden. Daraus folgt, dass g und Ji reciproke Polaren

sind. Alle Geraden also, die g und h schneiden, sind Nullgeraden.

Sie bilden eines der besprochenen Strahlensysteme. Ist p ein beliebiger
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Punkt des Raumes, so giebt es eine einzige Gerade y durch p, welche

die beiden zu einander windschiefen Geraden g und h trifft. Sie ist

eine Nullgerade. Dies gilt auch dann, wenn l^ das Hyperboloid be-

rührt. Denn dann rücken g und h einander unendlich nahe und das

durch g und h bestimmte Strahlensystem wird ein specielles. In diesem

Falle ist y diejenige einzige Gerade von p aus, die das Hyperboloid

in einem auf g gelegenen Punkte berührt.

Entsprechend wird Z5 das Hyperboloid in zwei Punkten treffen.

Die durch sie gelegten Erzeugenden der zweiten Schar, g' und h'^ sind

Fig. 49.

die einzigen Geraden, die l^, l^, \ und l^ treffen. Sie fallen sicher

nicht mit g, h zusammen, weil sonst l^ dem durch g und h bestimmten

Strahlensystem angehören würde, in dem schon l^, l^, l^, l^ enthalten

sind. Dies widerspräche der Voraussetzung. Von dem beliebig ge-

wählten Punkte p geht wieder nur eine Nullgerade y' aus, die g' und

h' trifft, y und y' fallen nicht zusammen, denn sonst würden g^Ji,g',h'

sämtlich y schneiden, d. h, y wäre eine Erzeugende der ersten Art,

jp^läge also auf dem Hyperboloid.

f^^ Mithin können wir durch jeden allgemeinen Punkt p des Raumes
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zwei verschiedene Nullgeraden y, y' construieren. Ihre Ebene ist die

dem Punkte p zugeordnete Nullebene.

Wir sahen vorhin davon ab, dass l^ oder l^ auf dem Hyperboloid

liegt. Wenn aber etwa Z5 auf dem Hyperboloid läge, also eine Er-

zeugende wäre, so müsste sie eine Erzeugende der ersten Schar sein,

da sie zu \, l^, \ nach Voraussetzung windschief ist. Dann aber

würden alle fünf Geraden \^ l^, l^, l^, \ die Geraden ^, h schneiden,

also alle demselben Strahlensystem erster Ordnung und erster Classe

angehören, was ausdrücklich ausgeschlossen wurde.

Wir setzten voraus, dass l^, \, %, l^, l^ zu einander windschiefe

Nullgeraden seien, die nicht sämtlich einem Strahlensystem erster

Ordnung oder erster Classe angehören. Solche fünf Nullgeraden sind

sicher vorhanden. Denn wir könnten vier der Geraden als windschiefe

Nullgeraden wählen, die nicht alle vier auf einer Fläche zweiten Grades

liegen. Dann leuchtet ein, dass sie alle vier nur einem Strahlensystem

angehören. Da dies aber nur 00^ Nullgeraden enthält, da femer das

NuUsystem nicht aus allen 00^ Geraden besteht, die eine dieser vier

Geraden schneiden, so giebt es unter allen 00^ Nullgeraden sicher

eine fünfte, die zu diesen vier Nullgeraden windschief ist und nicht

zu ihrem Strahlensystem gehört. Also erfüllen alle fünf die Voraus-

setzungen.

Wir haben gefunden:

Satz 11: Jedes nicht spedelle NuUsystem ist eindeutig hestimmt

durch Angäbe von fünf zu einander windschiefen Nullgeraden, die nicht

sämtlich einem Strahlensystem erster Ordnung und erster Classe angehören.

Unsere früheren Überlegungen haben uns nun 00^ Nullsysteme

geliefert: Wir fanden (S. 212), dass aUe Geraden

(33) x = rz -\- Q, y = sz -\- 6,

deren Bestimmungsstücke durch eine Gleichung von der Form

(36) Ä6 — Bq-\- C(sq — r6) + I)r-\-Es-\-G =
verknüpft sind, ein Nullsystem definieren.

Nehmen wir an, es seien uns fünf Geraden im Räume gegeben.

Verlangen wir dann, dass sie einem dieser Nullsysteme angehören

sollen, so erhalten wir nach (36) fünf in Ä, B, C, D, E, G lineare

homogene Gleichungen zur Bestimmung von A, B, C, D, E, G. Es

giebt aber stets solche endliche und nicht sämtlich verschwindende

Werte dieser sechs Grössen, welche den fünf Gleichungen genügen.

Es giebt mithin stets mindestens eines unter jenen früher bestimmten

Nullsystemen (33), (36), dem fünf behebig gegebene Geraden angehören.
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Andererseits haben wir erkannt, dass sich nur ein Nullsystem ergiebt,

sobald die fünf gewählten Geraden windschief sind und nicht sämtlich

einem Strahlensystem erster Ordnung und erster Classe angehören.

Beides zusammen ergiebt das

Nuns^st^^* Theorem 7: Das allgemeinste Nullsystem wird definiert

. durch solche oo^ Geraden

X = rs -\- Q, y = sz -\- 6,

deren BestimmungsstücJce r, q^ s, 6 einer Gleichung von der

Form genügen:

Äö — BQ-i- C(sQ — rö) -{- Dr + Es -{- G = 0,

in der Ä, JB, C, B, E, G irgend welche Constanten bedeuten.

Insbesondere sind hierunter nach den letzten Betrachtungen auch

alle speciellen Nullsysteme enthalten.

Nach Gleichung (35) (S. 211) ergiebt sich ferner

pfaff^s^e
^^^^ ^^

' ^^^ allgemeinste Pfäff'sehe Gleichung im Baume (x, y, z),

Gl mit a.» ^^-g (3q3 Jntegraloeraden besitzt, hat die Form:
Integral- a o 7

geraden.

Aiydz — zdy) -{- B{zdx — xdz^ + C(xdy — ydx) -\-

+ Bdx + Edy + Gdz = 0,

in der Ä, B, C, D, E, G irgend welche Constanten . bedeuten. Die

oo^ Integralgeraden definieren ein Nullsystem.

Ausserdem ist jetzt bewiesen:

Satz 13: Es giebt insgesamt oo^ Nullsysteme.

Nach Definition ordnet ein Nullsystem jedem Punkte eine Null-

ebene zu, nämlich die Ebene der durch den Punkt gehenden Null-

geraden.

Wir haben oben hervorgehoben, dass es denkbar ist, dass durch

ne'te^Pkte^u' ausgezeichnete Punkte oo^ Nullgeraden gehen. Ebenso könnte es aus-
Ebenen.

gggjeichnetc Ebenen geben, in denen alle oo^ Geraden Nullgeraden

wären. Aber es ist nicht schwer einzusehen, dass dies bei einem nicht-

speciellen Nullsystem nie eintritt. Denn wenn p ein ausgezeichneter

Punkt wäre und l irgend eine nicht durch p gehende Nullgerade, so

würden in der Ebene durch p und l ausser l noch alle Geraden durch

p Nullgeraden sein, d. h. jede Gerade der Ebene wäre Nullgerade,

also die Ebene ausgezeichnet. Jede nicht in der Ebene liegende Null-

gerade trifft die Ebene dann in einem Punkte, durch den drei nicht in

einer Ebene liegende Nullgeraden gehen, d. h. in einem ausgezeichneten
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Punkte. Da es nur oo^ Nullgeraden giebt, so dürfen sie die Ebene

folglich nur in oo^ Punkten, also in einer Curve treffen. Aber alle

oo^ Geraden, die eine Curve treffen, bilden offenbar nur dann ein

Nullsystem, wenn die Curve eine Gerade ist. Dann liegt jedoch ein

specielles Nullsystem vor.

Also giebt es bei einem nicht -speciellen Nullsystem weder aus-

gezeichnete Punkte noch ausgezeichnete Ebenen. Wir können dies auch

so aussprechen: In einem nicht-speciellen Nullsystem giebt es keinen

Punkt, durch den drei nicht in einer Ebene liegende Nullgeraden

gehen, und keine Ebene, in der drei nicht durch einen Punkt gehende

Nullgeraden liegen.

Das Nullsystem ordnet auch jeder Ebene einen Punkt zu. Da
es nämlich oo^ Nullgeraden giebt und jede in oo^ Ebenen liegt, so

enthält eine Ebene oo^ Nullgeraden. Bei einem nicht- speciellen Null-

system müssen diese nach dem soeben Gesagten ein emsiges Büschel

bilden. Der Scheitel dieses Büschels heisst der Nullpunkt der Ebene. Die

Nullebene eines Punktes hat also den Punkt zum Nullpunkt.

Wir wenden uns letzt einer anderen Betrachtung zu: Eine be- Trf. des

. . . Nullsyst.

liebige Punkttransformation des Raumes wird die oo^ Geraden eines in ein
^ Nullsyst.

Nullsystems in oo^ Curven verwandeln, derart, dass durch jeden Punkt

oo^ der Curven gehen, die dann eine gewisse Fläche bilden, nämlich

eine der ao^ Flächen, in welche die Ebenen übergehen. Soll nun aber

die Transformation die Nullgeraden wieder in Nullgeraden eines Null-

systems verwandeln, so müssen die durch einen Punkt gehenden Null-

geraden, die ja ein Büschel bilden, wieder in ein Büschel übergehen.

Daraus folgt, dass jede Ebene des Raumes in eine Ebene übergehen

muss. Anders ausgedrückt: Die Transformation muss projectiv sein.

Eine prqjective Transformation des Raumes (x, y, z) hat bekanntlich ^^^^^{

die Form:

(37)

z, =

a^x 4- h^y + c^z-\- d^

a^x + h^y + c^z -{- d^'

a^x 4- \y -f c^2-f d^'

in der alle drei Brüche denselben Nenner haben und die a,, hi, Ci, äi

(i = 1, 2, 3, 4) beliebige Constanten bedeuten, deren Determinante

nicht verschwindet. Da eine projective Transformation jedes ebene

Büschel in ein ebenes Büschel verwandelt, so führt sie in der That

jedes Nullsystem in ein Nullsystem über. Es hat sich somit ergeben:
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Satz 14: Soll eine PunJcttransformation des Raumes die Geraden

eines gegebenen Nullsystems wieder in die Geraden eines Nullsystems

verwandeln, so muss sie projectiv sein. Eine projective Transformation

führt überhaupt jedes Nullsystem in ein Nullsystem üb&r.

Da die Nullgeraden die Integralgeraden der zugehörigen Pfaff'schen

Gleichung sind und diese Gleichung völlig bestimmen, so können wir

auch sagen:

Satz 15: Jede Pfäff'sehe Gleichung von der Form:

Ä(y dz — z dy) -\- B{z dx — x di) -\- C(x dy — y dx) +
+ Ddx + Edy + Gdz =

geht in eine Pfaff'sche Gleichung von derselben Form über, sobald man

auf die Veränderlichen x, y, z irgend eine projective Transformation

ausübt.

Dies lässt sich ohne Mühe analytisch verificieren, indem man
untersucht, wie sich die Ausdrücke y^ dz^— z^ dy^, . . . sowie dXj^, dy^, dz^

selbst infolge von (37) darstellen. Zur Vermeidung von Irrtümern sei

aber darauf hingewiesen, dass wir nicht bewiesen haben, dass die pro-

jectiven Transformationen die einzigen wären, die eine gegebene Pfaff-

sche Gleichung von obiger Form wieder in eine solche verwandeln. Man
kann vielmehr zeigen, dass es eine viel grössere Kategorie von Trans-

formationen der Veränderlichen x, y, z giebt, die dies thun. Wir

kommen auf diesen Punkt später zu sprechen.

Die allgemeine projective Transformation (37) enthält 16 will-

kürliche Constanten, von denen aber nur ihre 15 Verhältnisse als

wesentlich in betracht kommen. Es giebt daher oo^^ projective Trans-

formationen im Räume. Andererseits giebt es nach Satz 13 nur oo^

Nullsysteme. Hieraus kann man nun folgern, dass jedes Nullsystem

bei mindestens oo^^ projectiven Transformationen invariant bleibt. Wenn
nämlich die Pfaff'sche Gleichung eines Nullsystems:

iÄ{y dz — z dy) + B(z dx — x dz) -f- C(x dy — y dx) +
^ ^

i -i-Ddx-\-Edy-\- Gdz =
bei der projectiven Transformation (37) übergeht in diese:

'A {Vi d^i —^1 dyi) + B^ (z^ dx^— x^ dz^ + C^ (x^ dy^—y^ dXy) +
^ M +D^dx^-^E^ dy^ -f G^ dz^ = 0,

so sind die fünf Coefficientenverhältnisse A-^ : B^^ : C^ : D^^ : E^ : G^ von

(39) Functionen der fünf Coefficientenverhältnisse Ä: B : C : JD : E : G
von (38) sowie der 15 Coefficientenverhältnisse der Transformation (37).

Verlangen wir nun, dass (39) dieselben Coefficientenverhältnisse wie (38)
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habe, so giebt dies fünf Bedingungsgleichungen für die 15 Yerhältnisse

der Coefficienten der Transformation. Es bleiben also mindestens 10

dieser Yerhältnisse willkürlich. Jedes Nullsystem gestattet somit mindestens

(X)io projective Transformationen. Wir werden nachher sehen, dass es,

sobald es nicht -speciell ist, nur oo^" gestattet.

Vorher wollen wir jedoch ein beliebiges nicht -specielles Nullsystem Eeduction

durch Ausführung einer passenden projectiven Transformation auf eine Systems.

besonders einfache Form bringen.

Ein allgemeines Nullsystem wird nach Theorem 7 definiert durch

die oo^ Nullgeraden:

(40) X = rz -\- Q, y = sz -\- 6,

deren Bestimmungsstücke die Gleichung erfüllen:

(41) A6~Bq-[- C{sq — rö) -j- I)r-{-Es-\-G = 0.

Wie jede Ebene, so besitzt auch die unendlich ferne einen Nullpunkt.

Wir können ihn durch eine passende projective, nämlich durch eine

lineare Transformation in den unendlich fernen Punkt der ^^-Axe ver-

legen. Alsdann liegen also alle zur ^-Axe parallelen Nullgeraden

unendlich fem. Nehmen wir an, diese lineare Transformation sei schon

ausgeführt und dadurch seien die Nullgeraden in die Geraden (40),

(41) verwandelt. Alsdann darf es keine im Endlichen gelegene Null-

gerade parallel der ;^-Axe geben:

d. h. es darf kein endliches Wertepaar q, ö geben, für das (41) bei

der Annahme r = s =^ erfüllt wird. Dies ist aber nur dann der

Fall, wenn A = B = und (r =j= ist, sodass (41) die einfachere

Form hat:

(41') C(sQ — r0) + Dr-{-Es-{-G = O (G^ =1= 0).

Wäre 0=0, so würden die Geraden (40), die dieser Gleichung (41')

genügen, sämtlich der Ebene

Dx-\-Ey-\- Gz =
parallel sein. Sie schnitten dann sämtlich die unendlich ferne Gerade

dieser Ebene, sodass das Nullsystem ein specielles wäre. Mithin ist

04=0
anzunehmen. Wir können durch C dividieren, d. h. (7=1 setzen.

Wir führen nun abermals eine lineare Transformation aus, indem

wir den ganzen Raum parallel der (ic^)-Ebene verschieben. Da in

(40) r, s die Richtung der Geraden, p, 6 ihren Schnittpunkt mit der

(a;^/)-Ebene bestimmen, so bleiben r, s dabei ungeändert, während
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Q und ö etwa um die Constanten a, h wachsen, sodass anstelle von

(41'), worin 0=1 ist, die Gleichung tritt:

SQ — re — as -\- br -\- Dr -\- Es -\- G = 0.

Wählen wir a ^ E, h = — D, so haben wir also statt (41') die noch

einfachere Gleichung:

(41") SQ — r6-{-G = 0,

in der G =^ ist.

Nun üben wir schliesslich die lineare Transformation

x^ = x, y^ = y, 01 =
1

aus. Dabei geht die Gerade (40) über in die Gerade:

^1 = cr^i + 9, 2/i
= CS0^ + 6,

d. h. für die neue Gerade ist

**! = er, s^ = CS, Q^ = Q, (?i
= 6,

sodass (41") giebt:

Sj^Qi — r^0^ -\- cG = 0.

G war verschieden von Null. Wir dürfen also c= y, wählen, sodass

kommt:
Si9i—r,0, + 1=0.

Wir haben nach einander drei lineare Transformationen ausgeführt.

Ihre Aufeinanderfolge ist durch eine einzige lineare Transformation zu

ersetzen. Also kommt:

Normalform Satz 16: Jedcs nicht-spedelU Nullsystem lässt sich durch Ausführung

Nuiisy8tems.e*Mer passcndcn linearen Transformation überführen in das Nullsystem,

dessen Nullgeraden:

X = r0 -\- Q, y = S0 -\- 6

der Gleichung

SQ — rö -{- 1 =
genügen.

Hieraus folgt noch:

Satz 17: Jedes nicht- specielle Nullsystem lässt sich durch lineare

Transformation in jedes andere nicht-specielle Nullsystem überführen.

Was die speciellen Nullsysteme anbetrifft, so sind sie in zwei

Classen einzuteilen: Entweder liegt die Gerade, die von allen Null-

geraden geschnitten wird, im Endlichen oder aber unendlich fern. Im

ersteren Fall kann sie durch lineare Transformation in die ^-Axe, im

letzteren in die unendlich ferne Gerade der (a;«/)-Ebene übergeführt

werden. Alle Geraden ^

X = r0 -\- Q, y = sz -\-

6
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aber, welche die z-Ako schneiden, sind gegeben durch:

SQ — rö = 0,

alle Geraden, welche die unendlich ferne Gerade der {xy)-'Ethene

schneiden, durch:

2 = Const.

Wenn wir jedesmal die zugehörige Pfaff'sche Gleichung aufstellen,

so finden wir den

Satz 18: Die Pfaff'sche Gleichung eines NuUsystems: .
Normai-

A{^ dz — z dy) -\- B{zdx — x dz) -\- C(x dy — y dx) + gi. bei^''

_ . „ ^ linearer Trf.

+ I)dx-\-Edy-{- adz =
lässt sich dwrch lineare Transformation überführen entweder in:

xdy — ydx-\-dz =
oder in:

xdy — ydx =
oder endlich in:

dz = 0.

Diese drei Typen sind durch lineare Transformation nicht in einander

üherführhar.

Wohl aber kann man durch projective Transformation mehr er- Normal-
formen bei

reichen. Zwar lässt sich ein nicht -specielles Nullsystem nie durch project. Trf.

eine solche in ein specielles verwandeln, aber alle specieilen lassen

sich in Systeme überführen, deren Nullgeraden die ^-Axe treffen.

Also folgt:

Satz 19: Die Pfaff'sche Gleichung eines Nullsystems

Ä{y dz — z dy) -\- B(z dx — x dz) -f- C(x dy — y dx) -\-

-\-Ddx + Edy-\-Gdz =
kann durch projective Transformation überführt werden entweder in

xdy — ydx-\-dz =
oder aber in

xdy — ydx = 0.

Hieran reiht sich noch der

Satz 20: Jedes Nullsystem ist durch projective Transformation

üherführhar in das System aller der Geraden

X = rz -{- Q, y = sz -\- 6,

die entweder der Bedingung

SQ — ra -\- 1 =
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oder aber der Bedingung
SQ — rö =

genügen. Die Systeme der letzten Art sind die spedellen.

e^is Nun- Wollen wir alle projectiven Transformationen bestimmen, die ein

Systems. J^ullsystem invariant lassen, so können wir uns mithin auf die beiden

im letzten oder vorigen Satze aufgestellten Typen beschränken.

Suchen wir zunächst alle projectiven Transformationen, die das

specielle Nullsystem

SQ — rö =
in sich überführen, so handelt es sich um die Bestimmung derer, die

die ß-Axe invariant lassen. Dies sind nach (37) diejenigen, bei denen

die Constanten Cj, d^, Cg, d^ gleich Null sind, sodass noch 11 Ver-

hältnisse der Constanten willkürlich bleiben.

Satz 21: Jedes specielle Nullsystem gestattet gerade oo^^ projective

Transformationen.

Wir kommen zu dem nicht-specieilen Nullsystem, dessen Pfaff'sche

Gleichung wir nach Satz 19 in der Form zugrunde legen dürfen:

(42) xdp — ydx-\-dz = 0.

Bei der projectiven Transformation (37) ist*)

wenn wir für den Augenblick die Zähler der Ausdrücke (37) mit

P, Q, jR, den gemeinsamen Nenner mit N bezeichnen. Wir haben

also zu fordern, dass

PdQ — QdP + NdB — BdN
gleich Null sei infolge von (42). Da dieser Ausdruck wie die linke

Seite von (42) homogen und linear in dx, dy, dz, sowie linear in

X, y, z ist, so muss er also die Form

Const. {xdy — ydx-\- dz)

haben. Wir fordern somit, dass für alle Werte von x, y, z, dx, dy, dz

die Gleichung

BdQ~ QdP -\- NdB — BdN= Jc(x dy — y dx -\- dz)

bestehe, in der k eine Constante bedeutet. Dies liefert zunächst 12 Be-

dingungen, von denen aber drei identisch erfüllt sind. Von den übrigen

*) Der folgende Nachweis, dass ein nicht- specielles System gerade oo*"
projective Transformationen gestattet, wird hier mit möglichst elementaren Hülfs-

mitteln geführt. Kürzer würde er sich gestalten , wenn begriffliche Betrachtungen
benutzt würden.
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sind drei sofort als überzählig auszuscheiden, und es bleiben die sechs

Bedingungen:

(a^\ — ac^\ + aj)^ — a.^h^ = Je,

d^c^ — d^c^ + d^c. — d^c^ = h,

a^c^ — a^^Cy -\- a^c^ — a^c^ = 0,

\c^ — \c^ H- &4C3 — &3C4 =0,
«1^2— «2^1 + «4(^3 — a^d^ = 0,

\d^ — \d^ + hj^ ^h.^d^=0.

Wenn wir die in der projectiven Transformation (37) nicht auftretende

Constante Je dadurch fortschaffen, dass wir die beiden ersten Gleichungen

von einander subtrahieren, so erhalten wir schliesslich fünf Gleichungen

für die 15 Verhältnisse der Constanten a,-, &,, c,-, di {i = 1, 2, 3, 4).

Dies sind die oben (S. 221) erwähnten Bedingungen. Zur Berechnung

der Constanten wird man jedoch die sechs Gleichungen (43) beibehalten

können. Sie sind z. B. nach den sechs Grössen a^, \, c^, d^, a^, h^

.auflösbar. Denn sie sind in ihnen linear und ihre Determinante hin-

sichtlich dieser Grössen ist nicht identisch Null. Also lassen sich sechs

der Constanten durch die übrigen zehn und die willkürliche Grösse Je

ausdrücken, oder auch: fünf der ConstantenVerhältnisse lassen sich

durch die übrigen zehn ausdrücken. Damit ist aber bewiesen:

Satz 22: Jedes nicht -spedelle Nullsystem gestattet gerade 00^" pro-

jective Transformationen.

Die Aufeinanderfolge zweier solcher Transformationen lässt eben-

falls das Nullsjstem invariant; da sie einer projectiven Transformation

äquivalent ist, muss diese also ebenfalls zu den oo^" Transformationen

gehören. Jene 00^^ projectiven Transformationen bilden mithin eine

Gruppe, und zwar, wie wir sagen, eine zeJingliedrige Gruppe. Ent-

sprechendes gilt von den oo^^ projectiven Transformationen eines

specieilen Nullsystems. Wir sagen daher:

Satz 23: Jedes nicJd- spedelle Nidlsystem gestattet eine zeJingliedrigey

jedes spedelle eine elfgliedrige Gruppe von projectiven Transformationen.

Fragen wir insbesondere nach den infinitesimalen projectiven Trans-
^^^^^

^f^^j^

formationen eines Nullsystems in sich. Nuiisystems

Soll die projective Transformation (37) infinitesimal sein, so müssen

die in (37) auftretenden Brüche unendlich wenig von x, y, z verschieden

sein. Dies ist der Fall, wenn a^, \, c^, d^ unendlich wenig von ein-

ander oder, was auf dasselbe hinauskommt, von Eins und die übrigen

Constanten unendlich wenig von Null verschieden sind. Wir setzen also

liie, Geometrie der Berührungstransformationen I. 15 [22. VII. 1895.]
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% == 1 + a^ dt, h^ = ß^ dt, c^ = Yx^^t * ' '

«2 = «2 8t, \ = l-\- ß^dt, . • . •

Wenn wir dann nach Potenzen von 8 t entwickeln und nur die Glieder

erster Ordnung berücksiclitigen, so übersehen wir, dass sich ergiebt:

tx^ = x-{- [a^x -\r ßiV + 7x^ + ^1 — ^K^ + kV + 74^+ ^^^ ^t,

(37') 2/i
= 2/+ [«2^+ ß^y + n^ + 8^— y{a^x+ ß^y + y^^ + 8^)] 8t,

^^1 = ^ + [o^3^+ ^3?/ + rs^ + ^3 — ^(«4^+ ß^y+ n^+ ^4)] ^^

als allgemeinste infinitesimale projective Transformation. Soll sie die

Pfaff'sche Gleichung (42) invariant lassen, so müssen die Gleichungen

(43) für die obigen Werte a-i^
= 1 -\- a^8t, b^^ = ß^ 8 1 n. s. w. erfüllt

sein. Dies liefert zunächst, dass auch k die Form 1 -\- x8t hat, und

ausserdem, wenn nur die Glieder erster Ordnung in d^ berücksichtigt

werden:

^x + ß2 = rs + ^A = ^,

«4 + ^2 = /54 — n = «3 — ^2 = /^S + «^l = 0.

Es ist also:

ß2 = ^ — 0^1, Tx = ßi, 72 = — o^i, n = ^ — ^i,

8^ = — ßs, ^2 = «3

zu setzen. Führen wir diese Werte in (37') ein, so sehen wir, dass

sich die Incremente, die x, y, z erfahren, linear aus Gliedern zusammen-

setzen, die mit den elf Factoren behaftet sind: cCx, c^^, c^^j ^ij ßx7 ßz^ ßi:

y^, 8^, 8^ und x. Setzt man je eine dieser Constanten, die ganz be-

liebig sind, gleich Eins, aber alle anderen gleich Null, so findet man
also elf einzelne infinitesimale Transformationen. Eine von ihnen lässt

sich jedoch linear aus zwei anderen ableiten, sodass nur zehn verbleiben.

Aus diesen lässt sich alsdann die allgemeine infinitesimale projective

Transformation des vorgelegten Nullsystems linear (mit beliebigen

Constanten Coefficienten) wieder ableiten. (Vgl. § 5 des 4. Kap.,

S. 123.) Die Symbole der einzelnen zehn infinitesimalen projectiven

Transformation sind — wenn wir einige noch mit — 1 multiplicieren —
diese:
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dx
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längs der ^-Axe, von denen dasselbe gilt. Endlieh die Transfor-

mationen:

(46) x^ = Ix,
yi^
= ly, ^i

= A^^ (A = Const.).

Dies letztere ist sofort zu verificieren, da

^1 ^Vi — Vi ^^1 + ^^i = A^(ic dy — ydx-\- dz)

ist. Wir können daher, sobald uns eine einzige Nullgerade bekannt

ist, alle Nullgeraden aus ihr folgendermassen ableiten: Wir führen

auf die gegebene Nullgerade alle Rotationen um die Centralaxe sowie

alle Translationen längs der Centralaxe aus, d. h. also überhaupt alle

Schraubungen um die ^-Axe. Dies liefert oo^ Nullgeraden. Unter-

werfen wir sie allen oo^ linearen Transformationen (46), so ergeben

sich alle oo^ Nullgeraden.

Der Überblick, den man hierdurch von der Gesamtheit der Null-

geraden erhält, kann noch durch folgende Bemerkung klarer werden:

Schneiden wir alle Nullgeraden

x = rz-{-Q, y=^sz-\-<3,
für die ja nach S. 222

(47) S() — rö + 1 =
ist, durch die Ebene z = und die Parallelebene z ^ 1, so werden

auf ihnen Strecken abgeschnitten. Diese projicieren wir auf die Ebene

AbbUdg. z = 0. So erhalten wir oo-^ Strecken, die das NuUsystem bildlich
der Null- .

.

geraden als wiedergeben. Es sind p, (? die Coordinaten des einen und r+ p, s-\-6
strecken.

^ ^' i «r? i

Fig. 50.

die des anderen Endpunktes einer solchen Strecke. Die Relation (47),

die sich auch so schreiben lässt:

(s + (5)p — (r+p)(? = — 1,

sagt aus, dass die Dreiecke, die von den Strecken und dem Anfangs-

punkt bestimmt werden, alle gleichen Inhalt haben. Oder auch: Das
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Drehungsmoment aller dieser oo^ Strecken hinsichtlich des Änfangspmiktes

ist constant. In den beiden Figuren 50 (S. 228) sind je cx)^ dieser Strecken

durch eine Anzahl Pfeile angedeutet, einmal solche, die aus cx)^ durch

Rotation um den Anfangspunkt hervorgehen, und dann solche, die aus

oo^ durch Verschiebung in ihren Geraden hervorgehen. Beide Figuren

zusammen geben einen Überblick über alle oo^ Strecken und demnach

über alle oo^ Nullgeraden.

Schliesslich sei bemerkt: Ersetzen vrir die infinitesimale Schraubung

(45) durch eine infinitesimale Rotation um die ^-Axe:

8x== — ydt, dy ^^ xöt, 8z = 0,

so treten an die Stelle der Schraubenlinien Kreise und anstelle des

allgemeinen Nullsystems das specielle, dessen Pfaff'sche Gleichung

lautet:

xdy — ydx=^0,

und dessen Nullgeraden sämtlich die 0-Axe schneiden.

Als Abschluss des Paragraphen wollen wir noch angeben, wie

man ausgehend von einer hilinearen Relation in x, y, z, x^, y^, z^ nach

Möbius*) zu dem allgemeinen Nullsystem gelangt:

Eine allgemeine bilineare Gleichung:

{a^x + \y + c^z + d^) x^ -\- (a.^x + \y + c^z + d^ y^ +
' + {a^x + \y H- c^z + ^3) z^ + {a^x + l^y + c^z,-{- d^ =

ordnet jedem Punkte (x, y, z) des Raumes eine Ebene zu, geschrieben

in den laufenden Coordinaten x^, y^, z^, und umgekehi-t jedem Punkt

(^1? Vij ^i) ^^^^ Ebene, geschrieben in den laufenden Coordinaten

X, y, z. Diese Zuordnung heisst bekanntlich die allgemeine Dualität^'^^^^^ ""

im Räume**).

Verlangt man nun, dass die dem Punkte (x, y, z) zugeordnete

Ebene stets den Punkt enthalte, so muss (48) identisch für alle Werte

von X, y, z bestehen, sobald man x-^,y^, z^ durch x, y, z ersetzt. Dies

liefert Bedingungen für die Coefficienten, und man findet als allgemeinste

bilineare Relation (48), die der Forderung genügt, folgende:

^ ^ \^{Ay—Bx+G)z^-{I)x^Ey+Gz) = 0.

*) Möbius, Über eine besondere Art dualer Verhältnisse zwischen Figurin
im Baume, Crelle's Joum. 10. Bd. (1833), S. 317, Ges. Werke 1. Bd., S. 489.

**) Es entspriclit dies der in § 5 des 2. Kap., S. 56 , behandelten allgemeinen
Dualität in der Ebene. Wie letztere factisch eine Berührungstransformation in
der Ebene ist, so ist erstere eine Berührungstransformation im Räume. Da wir
aber die Berührungstransformationen im Räume erst im zweiten Teile dieses Werkes
ausführlich besprechen, so deuten wir es hier nur nebeiibei an.
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Diese Relation ändert sieh nicht, wenn x, y, z mit x^^ y^, z^ ver-

tauscht werden. Die beiden Zuordnungen von Punkten und Ebenen,

die durch die allgemeine bilineare Relation bestimmt werden, sind

hier also mit einander identisch. Die bilineare Relation (49) bestimmt

t^Iiitat
^i^^^'^ ^i'^® involutorische Dualität (Vgl. S. 7.)

In der Ebene nun, welche die Relation (49) einem Punkte (x, y, z)

zuordnet, und die, wie wir es eingerichtet haben, den Punkt enthält,

sei (x -f- dx, y -\- dy, z -\- dz) ein dem Punkt {x, y, z) unendlich

benachbarter Punkt. Alsdann muss die Relation (49) erfüllt werden,

wenn darin x^, y^, z^ durch x -\- dx, y -\- dy, z -\- dz ersetzt werden.

Dies giebt:

{Bz - Cy -{-D)dx + (Cx— Äz + E) dy + (Äy — Bx-j-G) dz =
oder, anders geordnet:

Ä(ydz — zdy) -f- B(zdx — xdz) -f- C(xdy — ydx) -j-

-^ Ddx-^ Edy-i- Gdz = 0.

Hiermit aber sind wir auf die Pfaff'sche Gleichung eines allgemeinen

Nullsystems geführt. Die involutorische Dualität, die durch die bilineare

Relation (49) vermittelt wird, ist also nichts anderes als die Zuordnung

von Nullpunkt und Nullebene in einem Nullsystem.

§ 4. Über die Curven eines Nullsystems *).

Es liege ein Nullsystem vor, und es sei

(50) A{ydz — zdy) -j- B(zdx — xdz) + C(xdy — ydx) -\-

-\-Bdx-\-Edy-\- Gdz =
oder, anders geordnet,

(50') {Bz-Cy-\-B)dx-^{Cx-Az+E)dy-\-{Ay-Bx-\-G)dz=
seine Pfaff'sche Gleichung. Diese Pfaff'sche Gleichung besitzt nach

§ 2 (S. 193) unendlich viele Integralcurven, die definiert sind als die

Curven, die in jedem ihrer Punkte eine der Richtungen zur Tangente

haben, die dem Punkte durch die Pfaff'sche Gleichung zugeordnet sind.

Da nun im jetzigen Falle diese Richtungen durch die Nullgeraden

gegeben sind, die durch den Punkt gehen, so folgt, dass die Integral-

curven der Pfaff'sehen Gleichung (50) die Curven sind, deren Tangenten
Curven des sämtlich Nullgeradcu sind. Wir nennen sie auch Curven des Nullsmtems.
NuUsystems.... .

"^

Sind X, y, z die Coordinaten der Punkte einer solchen Curve, so werden

*) Die Entwickelungen dieses Paragraphen rühren von Lie her. Vgl. Ver-
handig. d. Ges. d. Wiss. zu Christiania 1871, Mathem. Annalen 5. Bd. (1872),
S. 154 (Z. 20 V. 0.) u. S. 179, Verhandig. d. Ges. d. Wiss. zu Christiania 1883.
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sie solche Functionen einer Hülfsveränderlichen t sein, deren Incremente

dx, dy, dz der Gleichung (50') genügen. Wenn wir also durch Accent

die Differentiation nach t bezeichnen, so werden diese Functionen von

t der einzigen Bedingung unterworfen sein:

(51) {Bz— Cy ^B) x' -\- {Cx—Az^E)y' -\- {Ay— Bx-\r G) ^' = ^-

Wie wir aus § 2 wissen, bestimmt diese Differentialgleichung x, y, 2

nur bis auf willkürliche Functionen. Zu den Curven des Nullsysteras

gehören insbesondere auch die Nullgeraden.

Durch jeden Punkt (x, y, z) gehen unendlich viele Curven des

Nullsystems. Sie berühren daselbst sämtlich die Nullebene, die dem

Punkte [x^ y, z) durch das Nullsystem zugeordnet ist. Es ist leicht

einzusehen, dass diese Ebene soffar ihre Schmiegunqsehene ist. Es seht schmie-
7 o a a o gungsebene.

nämlich aus (51) durch Differentiation nach t, wie man am bequemsten

übrigens mit Rücksicht auf die Form (50) der Pfaff'schen Gleichung

erkennt, die Gleichung hervor:

{Bz—Cy-\-I))x" -^{Cx— Az-\-E)y" -^{Ay~Bx-^G)z"^Q).

Aus dieser Gleichung und (51) folgt also:

(V^^\ Bz— Cy + D _ Cx — Az + E _ Ay — Bx

-

\- G
^ '' y z — y z z X — z x x y — x y

Die Nenner sind bekanntlich proportional den Richtungscosinus der

Schmiegungsebene. Da die Zähler frei von den Ableitungen von x,y, z

sind, so folgt, dass die Schmiegungsebene in jedem Punkte (x, y, z)

eine ganz bestimmte, nämlich offenbar die Nullebene des Punktes ist.

Satz 25: Alle Cwrven eines Nullsystems, die durch einen bestimmt

gewählten Punkt gehen, haben daselbst eine gemeinsame Schmiegungsebene,

nämlich die dem Punkte zugeordnete Nullebene.

Dieser Satz lässt sich geometrisch leicht plausibel machen: Sind

t und t' zwei consecutive Tangenten einer Curve des Nullsystems, so

schneiden sie sich in einem Punkte p der Curve und ihre Ebene ist

die Schmiegungsebene der Curve. Andererseits aber sind t, t' Null-

geraden. Ihre Ebene ist also die Nullebene des Punktes p.

Wir können dem Satz 25 noch einen zweiten analogen Satz an

die Seite stellen:

Satz 26: Alle Curven eines Nullsystems, die du/rch einen bestimmt'^°''^^°'^ ^^^
"^ ' Curven des

gewählten Punkt gehen, haben daselbst die gleiche Torsion^). Nuusystems.

*) Siehe Verhdl. (Sitzungsber.) d. Ges. d. Wiss. zu Christiania 1883, S. 20.
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Dieser Satz ist deshalb besonders merkwürdig, weil wir das Null-

system projediv definiert haben, während die Torsion ihrer Natur nach

ein metrischer Begriff ist.

Zum Beweise entnehmen wir aus den Formeln (52), dass die

Richtungscosinus der Schmiegungsebene oder Binormalen der Curve

des Nullsystems im Punkte (x, y, 0) proportional sind den Grössen:

(53) a = Bz— Cy-\-D, ß=Cx—As-\-E, y = Ay— Bx-\-G.

Bei Benutzung dieser Bezeichnung lautet die Differentialgleichung (51)

der Curve des Nullsystems

(51') ax' + ßy' + y^' =
und die Pfaff'sche Gleichung

(50") adx + ßdy + ydz = 0.

Ist nun

SO sind die Richtungscosinus der Schmiegungsebene oder Binormale:

A = QKj |u. == Qß, • V = gy.

Noch merken wir an, dass aus (53) unmittelbar folgt:

da dx -\- dßdy -{- dy dz = 0,

sodass diese Gleichung und (50") liefern:

dx == <3{ßdy — y dß), dy = 6{y da — ady),
(55)
^ ^

[
dß = 6(adß — ßda).

Nachher wird sich zeigen, dass 6 eine Constante ist. Nun ist das

Quadrat des Winkels zweier benachbarter Schmiegungsebenen:

dz'' = dl'' + d^^ + dv^ = S(Qda + adgf =
= Q^Sda^ -\- 2QdQSada -j- dg^Sa^,

wenn nämlich das Summenzeichen S jedesmal über alle drei Ausdrücke

zu erstrecken ist, die durch cyklische Vertauschung von a, ß^y hervor-

gehen. Nach (54) ist aber:

sodass kommt:

2
1

-j
Sadcc

9 =-;s^? 9"'9 = — -^S^^'

(X %

Bezeichnet ds das Bogenelement der Curve, so ist also das Quadrat

der Torsion:
/c?t\2_ Sa^- Sda^ — {Scida)

\ds/ ~~ (Sa')^ds^
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Der ZäUer lässt sich aber so schreiben:

(ßdy — ydßf + (yda — ccdyf + (adß — ßdaf,

ist also nach (55) gleich ~y } sodass wir erhalten:

w • m- (̂a« + ß*+y«)«ff«

cc, ß, y hängen nach (53) nur von x, y, z ab. Dasselbe gilt von ö,

denn aus der ersten Gleichung (55) folgt nach (53):

— = A[ Ä(y dz— z dy) -\-B(zdx,— x dz) + C(x dy— y dx) ]
-|-

+ E(Ädy — Bdx) — G(Cdx - Adz)

oder wegen der Pfaff'sehen Gleichung (50):

'^= — A(J)dx-\-Edy-\-Gdz)-\-E{Ady— Bdx)—G{Cdx-Adz),

d. h.:

\ = -{AB^BE+CG).
Die Torsion ist also nach (56):

^ ^ ds
"~

{Bz — Cy -\- Dy- + {Cx — Äz + Ef + {Ay — Bx+ G)^'

Sie hängt nur von x, y, z ab, sodass alle Curven des Nullsystems

durch den Punkt (x, y, z) daselbst die gleiche Torsion haben. Hiermit

ist Satz 25 bewiesen.

Wir wissen, dass das Nullsystem, sobald die invariante Centralaxe

keine Minimalgerade ist, bei passender Wahl des rechtwinkligen Coordi-

natensystems die Gleichung erhält (vgl. § 3, S. 210):

(58) xdy — ydx-\-Jcdz = 0.

Hier ist insbesondere:

A = B = 0, 0=1, D==E=0, G = h,

sodass (57) liefert:

(59)
dx -Tc
ds x^ + y"" -\- k^

Auch ist jetzt die ^-Axe die Centralaxe des Nullsystems. Wir sehen

hieraus: Die Curven des Nullsystems haben in allen den Punkten, in

denen sie einen Rotationscylinder um die Centralaxe schneiden, die

gleiche Torsion. Ist r der Radius des Cylinders, so ist die Torsion

gleich:

dr — k

~ds ~ r* + k^

'
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Dasselbe gilt für alle Nullsysteme, bei denen Ä^ -\- B^ -\- C^^
ist (S. 209). Daraus folgt wegen (57), dass die Gleichung

{B3 — Cy + Bf + (Cx — Ä0-\- Ef + {Ay - Bx + Gf = Const.

Rotationscylinder um die Axe des Nullsystems vorstellt.

Anknüpfend an (58) und (59) bemerken wir noch: Das Nullsystem

(58) wurde 'zu Anfang des § 3 (S. 210) durch Ausgang von einer

infinitesimalen Schraubung

dx = — yöt, öy = xdt, dz = kdt

erhalten. Wenn wir unter dt ein Zeitelement verstehen, so können

wir sagen, dass diese Schraubung die Geschwindigkeit hat:

Nach (59) besteht also zwischen der Torsion der durch den Punkt

(x, y, z) gehenden Curven des Complexes und der Geschwindigkeit v,

die dem Punkte durch die Schraubung erteilt wird, die Relation:

dx — h

ds v^

In § 2 haben wir erkannt, wie man unendlich viele von einer

willkürlichen Function abhängende Integralcurven einer vorgelegten

Pfaff'schen Gleichung durch Differentiation aus oo^ bekannten Integral-

curven ableiten kann (vgl. Satz 5, S. 206). Von der jetzt vorliegenden

Pfaff'schen Gleichung (50) sind uns nun sogar oo^ Integralcurven be-

kannt, nämlich die Nullgeraden des zugehörigen Nullsystems. Wir
werden direct ableiten, wie man aus ihnen unendlich viele Integral-

curven zu finden vermag, die von willkürlichen Functionen abhängen.

Regelfläche Zu dicscm Zwccke betrachten wir eine von oo^ Nullgeraden ffe-
V. Null- .

, .

geraden, bildete Begclfläche. Die Tangentenebenen der Regelfläche in den Punkten

einer ihrer Erzeugenden g enthalten sämtlich diese Erzeugende und

bilden also ein Büschel, dessen Axe die Erzeugende ist. Aus der

Flächentheorie ist bekannt, dass die Ebenen dieses Büschels projectiv

auf die jeweiligen Berührpunkte, also auf die Punktreihe der Er-

zeugenden g bezogen sind.

Andererseits ordnet das Nullsystem jedem Punkte von g eine Ebene

zu. Dieselbe enthält g, da g eine Nullgerade ist. Nach Satz 10 des

§ 3 (S. 215) sind auch diese Nullebenen projectiv auf ihre Nullpunkte

bezogen.

Um die Erzeugende g der Regelfläche, die aus oo^ Nullgeraden ge-

bildet ist, legen sich somit zwei Büschel von Ebenen, die auf die Punkte
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der Geraden g projectiv bezogen sind. Mithin sind auch diese Ebenen-

büschel projectiv auf einander bezogen. Da aber zwei projectiv auf-

einander bezogene einfönnige Gebilde im Allgemeinen zwei Doppel-

elemente (im besonderen eines) haben, so folgt: Auf der Geraden g

wird es zwei Punkte p und q geben, in denen die Tangentenebene der

Regelfläche zugleich die Ebene ist, die dem Punkte p bez. g durch das

Nullsystem zugeordnet wird. So erhalten wir auf jeder Geraden g der

Regelfläche zwei Punkte p, q. Der Ort dieser Punkte ist eine Curve,

die also im allgemeinen jede Erzeugende in zwei Punkten trifft. Diese

Curve ist eine Curve des Nullsystems, da sie in jedem Punkte jj die

dem Punkte zugeordnete Ebene berührt. Nach Satz 25 hat sie zu

Schmiegungsebenen lauter Tangentenebenen der Regelfläche und ist

daher eine Haupttangentencurve der Eegelfläche. Wir finden somit eine tangenten-

die Erzeugende in je zwei Punkten schneidende Haupttangentencurve

der Regelfläche ohne weiteres.

Da nun bei der Auswahl der Regelfläche willkürliche Functionen

auftreten, so erkennt man, dass wir hiermit unendlich viele Curven des

Nullsystems finden. Umgekehrt betrachten wir irgend eine Curve des

Nullsystems. Es giebt stets Regelflächen von Nullgeraden, die durch sie

hindurchgehen. Also folgt, dass die soeben angegebene Construction alle

Curven des Nullsystems liefert.

Nach einem Satze von Bonnet sind die Haupttangentencurven Bestimmg.

einer Regelfläche bei Einführung passender Flächencoordinaten w, v tgcurven.

durch eine Riccati'sche Gleichung:

Ju + ^(") + ^i(^) ^ + ^^W ^' = ^

bestimmt. Die Flächencoordinate u ist dabei längs jeder Erzeugenden

constant, während v variiert. Wir können nun eine passende Function

von V so als neue Flächencoordinate v einführen, dass v auf den Haupt-

tangentencurven nach wie vor durch eine Riccati'sche Gleichung mit

u verknüpft ist und dass überdies v = und ^; = oo die Schnittpunkte

der allgemeinen Erzeugenden (ii) mit der bekannten Haupttangenten-

curve liefert. Alsdann aber reduciert sich die Integration der Riccati-

schen Gleichung, von der v = und v= (X) zwei particulare Lösungen

sind, bekanntlich auf die durch eine Quadratur zu erledigende Inte-

gration einer homogenen linearen Differentialgleichung

a + UM V = 0.

Auch wenn — ausnahmsweise — die eine bekannte Haupttangenten-

curve, die Curve des Nullsystems ist, jede Erzeugende der Regelfläche
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nur in einem Punkte ^ = 00 trifft, so redueiert sich die Riccati'sche

Gleichung auf eine lineare, die bekanntlich durch Quadratur integrierbar

ist. Also

:

Satz 27: Auf jeder BegelfläcJie, deren geradlinige Erzeugende Null-

geraden eines gegebenen Nullsystems sind, findet man durch Differentiation

eine Haupttangentencurve, die jede Erzeugende zweimal schneidet, und

sodann durch Quadratur alle Haupttangentencurven*).

Burch*
^^ ^^® obigen Überlegungen zum Teil auch analytisch wieder-

führung. zugeben, betrachten wir eine beliebige Regelfläche, deren Geraden

Nullgeraden des zur Pfaff'schen Gleichung

(60) X dg — y dx -\- Je dz =
gehörenden Nullsystems sind. Dies ist keine Specialisierung, weil sich

jedes Nullsystem durch lineare Transformation auf diese Form bringen

lässt (nach Satz 18 des § 3, S. 223). Die Geraden u = Const. der

Regelfläche

X = q)(u) -{- k(u) V,

y =tlj(u)-jr ii(u)v,

^ == %{u) + v(;u)v

gehören diesem Nullsystem nur dann an, wenn die Gleichung (60) durch

diese Werte und die aus ihnen durch partielle Differentiation nach v

folgenden Werte von dx, dy, dz identisch erfüllt wird. Dies liefei-t

sofort:

1.1p — fiqp

sodass die allgemeinste Regelfläche, deren Geraden Nullgeraden sind,

hier die Gleichungen hat:

'

X = (p(u) -\- X{ii) V,

y = f(u) -f ^(u)v,
(61)

^ = Z(«)+ 7: (^t — ^(p)v.

Die Tangentenebene der Fläche im Punkte (u, v) hat Richtungscosinus

proportional den zweireihigen Unterdeterminanten der Matrix:

(p'-\-X'v f' -{- ^'v
;u' + ^.

(A^ — ^9))'

y

*) Siehe Verhandl. d. Ges. d. Wiss. zu Christiania 1871, S. 102; Math.
Annalen 6. Bd. (1872), S. 179.



§ 4. Über die Curven eines Nullsystems. 237

Femer hat die dem, Punkte (w, v) oder {x,y, z) durch das Nullsystem

zugeordnete Ebene Richtungscosinus proportional

—
y, X, k

oder nach (61): — ^ — ^v, (p -\- Xv, 1c.

Sollen beide Ebenen übereinstimmen, so sind die einen Grössen den

anderen proportional zu setzen. Dies liefert anscheinend zwei, in

Wahrheit nur die eine Bedingung:

(62) cpip' — il^cp' -{- Jcx' + '2(kt' — jw-^') 'V + (A|u.' — fiA') v- = 0.

Die Grleichung liefert für v zwei Functionen von u. Sie stellt diejenige

Haupttangentencurve der Fläche dar, die Curve des Nullsystems ist.

Die Gleichungen (61) stellen uns die allgemeinste Curve des Null-

systems dar, sobald wir darin für v einen aus (p2) folgenden Wert

setzen, während ^, ^, x, ^, i"-
beliebige Functionen von u sind. Durch

Quadratur findet man alle Haupttangentencurven der Fläche (61).

Dies sei an einem speciellen Beispiel durchgeführt: Die Regel-

flächen, deren Geraden dem speciellen Nullsystem

ydx — xdy =
angehören, haben allgemein eine Gleichung von der Form:

=^(D
Hier ist:

also

dx x^^ dy

^ = F" -^ -\- 2F' -^
^'^ = — F" -^ F' ^

dx^ X*
"'

x^' dxdy x^ x^'

d^ = F" . ^

sodass die Differentialgleichung der Haupttangentencurven lautet:

{F"y^- + 2F'yx) dx^ — 2(F"y + F'x) xdxdy + F"x^dt/ =
oder:

(ydx — xdy) {F"(ydx — xdy) -f 2F'xdx) = 0.

Der erste Factor giebt die Geraden der Regelfläche. Der zweite liefert

eine in x, y homogene Differentialgleichung. Setzen wir

y = ux,
so kommt:

— xF"(u)du-\-2F'dx = 0,
also integriert:

F' [^ = Const. xK
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Diese Gleichung stellt zusammen mit

z^(I)
=

die krummen Haupttangentencurven der vorgelegten Fläche dar.

Schliesslicli sei noch hervorgehoben^ dass, wenn die vorgelegte

Regelfläche algebraisch ist, auch die Haupttangentencurve, die Curve

des Nullsystems ist und jede Erzeugende zweimal trifft, algebraisch

ist, was unmittelbar einleuchtet.

§ 5. Beziehung zwischen den Geraden eines Nullsystems und den
Kreisen in der Ebene *).

Wir haben die Pfaff'sche Gleichung eines allgemeinen Nullsystems

auf die typische Form gebracht (vgl. Satz 19, § 3, S. 223):

(63) xdy — ydx-\-d3 = 0.

Diese Gleichung können wir auch so schreiben:

d(z -j- xy) — 2ydx = 0.

Setzen wir daher:

(64) ? = ^, t) = 0-\-xy, p = 2«/,

so kommt in den neuen Veränderlichen die Pfaff'sche Gleichung:

(65) d^ — pdi = 0.

Es ist dies aber die Pfaff'sche Gleichung, die wir in § 1 unter-

suchten, mit dem Unterschiede, dass wir jetzt ihre Veränderlichen zur

Unterscheidung statt mit x^ y, p mit l, t), p bezeichnet haben. Wohl-

bemerkt definiert diese Pfaff'sche Gleichung, wenn j, t), ^ als recht-

winklige Punktcoordinaten im Räume gedeutet werden, durchaus kein

Nullsystem, da sie nicht die in Satz 12 des § 3 (S. 218) angegebene

Form hat. Dies war aber auch nicht anders zu erwarten, da die Trans-

formation (64) im Räume nicht projectiv ist.

Abbildung Deuten wir j, ^ als rechtwinklige Punktcoordinaten in der Ebene

Baumes als und dementsprechend j, ^, p als Coordinaten der Linienelemente der

Ebene. "Ebene, so entspricht jedem Linienelement (j, t), p) der Ebene infolge

von (64) ein Punkt (x, y, £) des Raumes. Diese Beziehung ist nach

(64) ein- eindeutig. Es werden also wie in § 1 die Linienelemente der

Ebene als Punkte des Raumes abgebildet. Die jetzige Abbildungsart

hat 'einen besonderen Vorzug:

*) Die Entwickelungen dieses Paragraphen rühren von Lie her. Vgl. Math.
Ann. 5. Bd. (1872), Göttinger Nachrichten 1874 und ausführlicher die Theorie der

Transformationsgruppen, Bd. 2, 24. Kap.
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Jeder Schar von oo^ Linienelementen der (jt))-Ebene entspricht

eine Curve des Raumes (x, y, z) und umgekehrt, also gerade so wie

in § 1. Aber jedem Elementverein der Ebene, jeder Schar also, die

(65) erfüllt, entspricht eine Integralcurve der PfaflF'schen Gleichung (63),

also eine Curve des zugehörigen Nullsystems. Umgekehrt ist jede Curve

des Nullsystems das Bild eines Elementvereines der Ebene. Vermöge

dieser Abbildung kann man also ohne weiteres, da man alle Element-

vereine der Ebene kennt, alle Curven des Nullsystems bestimmen.

Eine andere Bestimmung derselben gaben wir im vorigen Paragraphen

(S. 237).

Wenn der Elementverein in der. Ebene aus allen Linienelementen

eines Punktes (je, t)) besteht, so ist seine Bildcurve im Räume (x, y, z)

nach (64) eine Curve:

X = Const., z -\- xy = Const.,

also eine gewisse Gerade. Besteht der Elementverein aus allen Ele-

menten einer Curve^ so wird er gegeben durch zwei Gleichungen von

der Form:

Wenn wir hierin für J, 9, p ihre Werte (64) einsetzen, so ergiebt sich

die allgemeinste Curve unseres Nullsystems.

Man kann sich fragen, welchen Curven der Ebene — aufgefasst BUder

als Elementve»einen -— die Nullgeraden im Räume entsprechen. Eine geraden.

Nullgerade

(66) X = rz -\- Q, y = sz -\- 6

wird bestimmt durch die Gleichung (vgl. Satz 20, § 3, S. 223):

(67) s^ — r<5 4- 1 = 0.

Setzen wir in (^&) die aus (64)- folgenden Werte:

(64') x = i, y = \)?, z^\) — \i)?

ein, so kommt:

(68) j = rt) — ^rjp + ^, p = 2st) — sj;) + 2ö.

Wählen wir die Constanten r, s, q, 6 hierin so, dass (67) erfüUt ist,

so müssen diese beiden Gleichungen also einen Elementverein in der

Ebene darstellen. Um die Curve zu finden, der die Elemente (y, t), p)

angehören, eliminieren wir p aus (68). Dies giebt mit Rücksicht

auf (67):

^ = - ^ + f J + - f

,
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also eine Parabel. Da durch (67) q, r, s niclit gebunden werden, so

sind die drei Coefficienten der letzten Gleichung ganz beliebig. Wir

Parabeln. Sehen somit: Die oo^ Parabeln

(69) t)=a-{-2hi^-j-cf

der (^t))-Ebene werden als die oo^ Nullgeraden im Furnme abgebildet.

pkurtdll
Betrachten wir irgend eine Punkttransformation im Räume:

^^™"(70) x, = X{x,y,z), y,= Y{x,y,z), ,,== Z{x,y, ,).

Sie führt jeden Punkt {x, y, z) in einen Punkt {x-^, y^, z^ über. Diese

Punkte sind die Bilder von Linienelementen (f, t), :p) und (j^, \)^, ^jj

der (j^)-Ebene, Also wird auch jedes Linienelement der Ebene in

ein Linienelement übergeführt. Jeder Punkttransformation des Raumes

entspricht somit eine Transformation der Linienelemente der Ebene,

und dies lässt sich umkehren. Will man die Transformation der Linien-

elemente aufstellen, die der Transformation (70) des Raumes entspricht,

so hat man nach (64') in (70) die Werte

(71) und analog

einzusetzen und nach jc^, \)^j p^ aufzulösen. Dies liefert die gesuchten

Gleichungen: •

(70') Ji = 3e(E, ^, P), ^1 = ?)(?;^,P); Pi=^(j,^,p).

Berührgstrf. Ist letztere Transformation eine Berührungstransformation, so ist

bei ihr, wie bekannt (vgl. § 3 des 2. Kap., S. 44):

f?t)i — ))^dl, = x(dt) — pdi).

Vermöge (71) geht aber hieraus hervor:

x-^dy^ — y^dx^ -\- dZi = r{xdy — ydx -\- dz),

d. h. die Transformation (70) lässt die Pfaff'sehe Gleichung (63) unseres

Nullsystems invariant.

Jeder JBerüJirungstransformatimi der Ebene entsiyriclit also eine solcJic

PunJcttransformation des Baumes , bei der die Pfaff'sehe Gleichung des

Nullsystems invariant bleibt, d. h. jede Curve des Nullsystems wieder

in eine Curve des Nullsystems übergeht. Dies lässt sich selbstver-

ständlich umkehren.

Da die allgemeinste Berührungstransformation in der Ebene von

willkürlichen Functionen abhängt, so folgt, dass die allgemeinste
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Punkttransformation des Raumes, bei der die Pfaff'sehe Gleichung eines

Nullsystems invariant bleibt, ebenfalls von willkürlichen Functionen

abhängt. (Vgl. § 1, S. 192.)

Im allgemeinen wird eine derartige Transfonnation insbesondere project.
Trfn Im

die geradlinigen* Integralcurven der Pfaff'schen Gleichung, d. h. die Räume.

Nullgeraden, nicht wieder in Nullgeraden, sondern in krumme Curven

des Nullsystems überführen. Wir haben aber in § 3 in Satz 14 (S. 220)

gesehen, dass jede Punkttransformation des Raumes, die jede Null-

gerade in eine Nullgerade verwandelt, projectiv ist, und in Satz 22

(S. 225), dass es deren insgesamt gerade oo^® giebt. Da den NuU-

geraden in der (j^)- Ebene die Parabeln (69) entsprechen, so folgt

daraus, dass es gerade oo^*^ Berührungstransformationen in der Ebene

giebt, die jede dieser Parabeln wieder in eine solche Parabel verwandeln.

Da die oo^ Parabeln

(69) \) = a + 2hi-\-cf

die Integralcurven der gewöhnlichen Differentialgleichung dritter Ord-

nung in j, t):

^ — O

sind, so folgt:

Satz 28: Es giebt gerade oo^*' BerüJirungstransformationen in der

(i:t))-Ebeite, hei denen die gewöhnliche Differentialgleichung dritter Ordnung

^ =
dt

invariant bleibt.

Insbesondere sagte Satz 24 des § 3 (S. 227) aus, dass es zehn

von einander unabhängige infinitesimale projective Transformationen des

Raumes giebt, bei denen jede Nullgerade in eine Nullgerade übergeht.

Daraus können wir schliessen:

Satz 29: Die gewöhnliche Differentialgleichung dritter Ordnung

df

gestattet gerade zehn von einander unabhängige infinitesimale Berührungs-

transformationen der (it))-Ebene und jede aus ihnen linear ableitbare.

Wir stellten damals auf S. 227 die zehn infinitesimalen projectiven

Transformationen auf. Wenn wir nun in sie die Veränderlichen J, ^, ^

einführen, so erhalten wir die im letzten Satze genannten infinitesi-

malen Berührungstransformationen. Es kommt (vgl. § 3 des 4. Kap.,

S. 115):

Iiie, Geometrie der Berilhrungstransformationen I. 16 [24. VIII. 1895.]
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endlich ferne Gerade in ihrem Schnittpunkt mit der t)-Axe berühren,

also daselbst ein Linienelement gemein haben.

Es gelingt nun, durch eine Berührungstransformation in der (j^)- '^''^- '^•.

Ebene diese oo^ Parabeln überzuführen in die oo^ Kegelschnitte, welche ^jp^^^»^^

durch die unendlich fernen Punkte der beiden Axen gehen, also in aUe

gleichseitigen Hyperbeln, deren Asymptoten den Coordinatenaxen parallel

sind. Zu dieser Berührungstransformation können wir auf folgendem

Wege gelangen:

In der Schar jener oo^ Parabeln (69) sind alle od^ Geraden der

Ebene enthalten, gegeben durch die Gleichung, die hervorgeht, wenn

c = gesetzt wird:

(72) ^ = «^ + 2&E.

Andererseits enthält die Schar aller jener Hyperbeln, die wir zur Unter-

scheidung in den laufenden Coordinaten j^, \)^ schreiben:

ebenfalls alle oo^ Geraden der Ebene. Zunächst stellen wir nun eine

Berührungstransformation auf, die die Geraden der Ebene wieder in

die Geraden überführt, also eine Geradentransformation. (Vgl. § 3 des

3. Kap., S. 84, 85.) Dieselbe ist vollständig bestimmt (vgl. Satz 14,

§ 3 des 3. Kap., S. 83), sobald man angiebt, in welche Gerade jede

bestimmte Gerade

(72) t) = a + 2bi

übergehen soll. Wir wollen verlangen, dass sie in die Gerade

(73) \),==a-4.b%

übergehe. Um diese Berührungstransformation aufzustellen, beachten

wir, dass die Differentialgleichung t)" = aller Geraden die beiden

intermediären Integrale ^' und t) — JQ' besitzt. Bei der Geraden (72) ist

9' = 2&, 9 — £^' = a
oder:

a = 9 — £t)', b = \
und bei den Geraden (73) entsprechend

t)i' = — 46^ tli — Eit)/ = a
oder:

« = t)i — Jit)/, b = \Y^.

Nach den Formeln (34) des § 3 des 3. Kap. (S. 82) wird also die ge-

suchte Berührungstransformation der Linienelemente (5, ^, Q') in die

Linienelemente (j^, \)^, ^/) bestimmt durch die drei Gleichungen
16*
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(74) t)i-?i^i' = 9-Et/, IV^ = 1\)',

Die letzte Gleichung giebt ausgerechnet, indem \)" und t)^", wie es

sein muss, fortfallen:

Lösen wir diese und die beiden Gleichungen (74) nach j^, t)^^ t)^' auf,

so erhalten wir die gesuchte Berührungstransformation. Von jetzt ab

wollen wir wieder, wie gebräuchlich, t)' mit p und t)^' mit p^ bezeichnen,

sodass die Berührungstransformation lautet:

(75) j^ = _^i, ^^^t)-lTcp, p, = ~p'.

Wenn wir nun diese Berührungstransformation auf alle oo^ Parabeln

(69) ausüben, deren Linienelemente (j, ^, p) die beiden Gleichungen

erfüllen:

t) = a + 2&J + cf, p = 2b-{- 2cic,

so gehen oo^ Vereine von Linienelementen (j^, t^^, p^) hervor, deren

Punktorte sich durch Elimination von y, t), p, p^^ aus den beiden letzten

Gleichungen und aus (75) in der Form ergeben:

(76) 4c Ji t)i + 4 (&2 - ac) i, -{- \),
- a = 0.

Diese Gleichung aber stellt alle oo^ Kegelschnitte dar, die durch die

unendlich fernen Punkte der Coordinatenaxen gehen.

Es ist ferner bekannt, dass die Kreise der Ebene definiert werden

können als die oo^ Kegelschnitte, die durch die Kreispunkte der Ebene

gehen. Indem wir durch eine lineare Transformation die unendlich

fernen Punkte der j^- und ^^-Axe in die Kreispunkte überführen,

Trf. d. werden wir also die oo^ Hyperbeln (76) in die Kreise der Ebene ver-

in die Wandeln. Wir wählen die lineare Transformation in der Form:
Kreise.

indem wir die neuen Punktcoordinaten in der Ebene mit x^, y^ be-

zeichnen. Erweitern wir diese Punkttransformation (vgl. § 1 des 1. Kap.,

S. 10 bis 12), so erhalten wir die Berührungstransformation:

(77) ^i = Sr^, y. = H^, p^ = iy^,-

Wenn wir nacheinander die beiden Berührungstransformationen

(75), (77) ausüben, so werden also die oo^ Parabeln (69) in die Kreise
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der Ebene verwandelt. Diese Aufeinanderfolge ist aber nach Satz 5

des 2, Kap. (S. 46) einer einzigen Berührungstransformation äquivalent,

nämlich der, die durch Elimination der Veränderlichen j^, ^j^, p^ aus

(75) und (77) hervorgeht:

(78)

— 2t) p -{- ip'— 1) IC ^ 2\)p-ip'-}- 1) J

4:ip ' ^1 4^ }

Pi = «
: 1 - P*

i + P

Bei dieser Berührungstransformation ist, wie man leicht ausrechnet:

(78
')

dy, — p^ dx, = ^-^p^ {d\) — p di).

Jetzt sind wir soweit, um von diesen Betrachtungen eine wichtige Berührgs-

Anwendung zu machen. Wir haben oben (S. 241) alle oo^° Berührungs- Kreise der

transformationen der (j^)-Ebene bestimmt, bei denen die Parabeln

(69) unter einander vertauscht werden. Da diese Parabeln vermöge

der Berührungstransformation (78) in alle Kreise der (x^y^-Woeue

übergehen, so sehen wir zunächst:

Satz 30: Die Schar aller Kreise der Ebene gestattet gerade oo^"

Beruhrungstransformationen.

Aus Satz 29 folgt noch:

Satz 31: Die Schar aller Kreise der Ebene gestattet gerade sehn von

einander unabhängige infinitesimale Berührungstransformationen.

Hiermit haben wir auf einem ganz anderen Wege einen schon

früher aufgestellten Satz bewiesen. Man vergleiche Satz 6, § 3 des

5, Kap. (S. 150). In diesem früheren Satze haben wir zugleich die

charakteristischen Functionen dieser zehn infinitesimalen Berührungs-

transformationen aufgestellt. Auch diese können wir hier von neuem

bestimmen.

Um dies zu thun, haben wir nur die Berührungstransformation

(78) auf die oben (S. 242) angegebenen zehn infinitesimalen Berührungs-

transformationen auszuüben, welche die Schar jener oo^ Parabeln in-

variant lassen. Wollen wir direct die charakteristischen Functionen

der dadurch hervorgehenden infinitesimalen Berührungstransformationen

aufstellen, so haben wir nach Satz 9, § 3 des 4. Kap. (S. 116), in die

oben (S. 242) angegebenen charakteristischen Functionen, nachdem sie

in Gemässheit der Formel (78') mit

1

multipliciert worden sind, die neuen Veränderlichen x^, y^, p^ ver-
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möge der Gleichungen (78) einzuführen. Alsdann ergeben sich die

charakteristischen Functionen:

2(2/1 + *^i)' (1 + m), (2/1 + *^i) (1 + Wi), lO- + m),

Sie sind zunächst noch sehr unübersichtlich und mit Imaginärem be-

haftet. Die charakteristische Function der allgemeinsten infinitesimalen

Berührungstransformation, welche die Schar der Kreise

{x, - af + {y, - ßf = f
invariant lässt, ist aber linear mit beliebigen constanten Coefficienten

aus diesen zehn zusammensetzbar. Man übersieht nun, dass sie auch

aus den folgenden zehn mit beliebigen constanten Coefficienten zu-

sammensetzbar ist:

1, Px, 2/1
— ^lÄ; ^x + ViPu

2^i2/i + {Vi — ^i')ä; 2/1' - ^1' — ^^iViPu

VTTp?> ^iViT^, v.VTTJ?, (^i' + yx')y^^Tp?-

Dies sind aber genau dieselben wie in Satz 6, § 3 des 5. Kap.

(S. 150), mit dem äusserlichen Unterschiede, dass damals die Coordi-

naten der Linienelemente mit x, y, y' bezeichnet wurden, während hier

die Zeichen x^, Vxj Pi benutzt sind.

Schliesslich bemerken wir nun noch Folgendes:

Zu Beginn dieses Paragraphen haben wir die Punkte {x, y, z) des

Raumes vermöge der Gleichungen

(64) l = x, '^ = z-\-xy, )? = 2y

auf die Linienelemente (j, ^, ))) der (j^)-Ebene bezogen, sodass jeder

Nullgeraden des durch die Pfaff'sche Gleichung

(63) xdy — ydx -\- dz =
definierten Nullsystems eine Parabel

(69) \) = a-\-2hi + cf

in der Ebene entsprach. Vermöge der Berührungstransformation (78)

sind nun ferner die Linienelemente (j, ^, p) so auf die Linienelemente
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(^i; Viy Pi) einer (xj^i/j)-^hene bezogen worden, dass jeder dieser

Parabeln ein Kreis

der (iCi^j)-Ebene entspricht.

Wir können natürlich auch direct die Punkte des Raumes (xysi)

auf die Linienelemente der (x^yj)-^hene beziehen, indem wir aus (64)

und (78) die Veränderlichen J, ^, § eliminieren. Dies liefert alsdann das

Theorem 8: Vermöge der Gleichungen Abbud. d.

Nullgeraden

_ ijiyz + X) _ 4.yz-x _ 1 - 4y' ,t Irene.
«'1
—

81/ 7 Vi—
82/ ' -Pi "" * 1 + 42/*

werden die Punkte {x, y, z) des Baumes so auf die Linien-

elemente (a?!, y^, p^) der (x^y^-Ehene bezogen, dass jeder Curve
des durch die Pfaff'sche Gleichung

xdy — y dx -^ dz =
definierten Nullsystems ein Elementverein der (x^y^-Ehene und
insbesondere jeder Nullgeraden des Nullsystems ein Kreis

der Ebene entspricht. Den Punlcttransformationen des Baumes,
welche die Pfaff'sche Gleichung des Nullsystems invariant

lassen, entsprechen dabei die JBerührungstransformationen der

{xy)-Ebene, insbesondere den oo"^ projectiven Transformationen
des Baumes, die jede Nullgerade in eine Nullgerade ver-

wandeln, diejenigen oo^" Berührungstransformationen der (x^y^)-

Ebene, die jeden Kreis in einen Kreis überführen.

Stellen wir die einander entsprechenden Gebilde tabellarisch zu-

sammen, so haben wir:

1) Ebene.

2) Linienelement der Ebene.

3) Elementverein in der Ebene.

4) Kreis in der Ebene.

5) Berührungstransformation in der

Ebene.

6) Berührungstransformation der

Ebene, die jeden Kreis in einen Kreis

überfährt.

1) Raum.
2) Punkt des Raumes.

3) Curve des Nullsystems.

4) Nullgerade.

5) Punkttransformation, welche die

Pfaff'sche Gleichung des Nullsystems

invariant lässt.

6) Projective Transformation, die

jede Nullgerade in eine Nullgerade

überführt.

Später, im Schlusskapitel dieses Abschnittes, werden wir diesen

besonders wichtigen Untersuchungen wiedeinim näher treten.
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Kapitel?.

Monge'sche Gleichungen nnd Plücker'sche Liniencomplexe.

Im vorigen Kapitel beschäftigten wir uns mit den Pfaff'sclien

Gleichungen

Xdx+ Ydy-\- Zdz = 0,

die für unsere Auffassung Scharen von oo^ Linienelementen im Räume
{x, y, d) bestimmen. Charakteristisch für diese Scharen vrar der Um-
stand, dass diejenigen oo^ Linienelemente einer Schar, die durch einen

Punkt gehen, ein ebenes Büschel von Fortschreitungsrichtungen be-

stimmen. Jetzt wollen wir ganz allgemeine Scharen von oo'^ Linien-

elementen im Räume (x, y, z) betrachten. Jede derartige Schar wird

gegeben durch eine Gleichung von der Form:

Sl{x, y, 0] dx, dy, dz) = 0,

die in dx, dy, dz homogen ist. Wir nennen derartige Gleichungen zu

Ehren des Verfassers der „Application de l'analyse ä la geometrie"

Monge'sche Gleichungen *).

Mit jeder Monge'schen Gleichung sind eine Reihe von Integrations-

problemen verknüpft, von denen wir in diesem Kapitel die einfachsten

besprechen. So liegt hier das Problem vor, alle Integralcurven einer

Monge'schen Gleichung zu finden, d. h. alle Curven zu bestimmen,

deren Linienelemente die Monge'sche Gleichung erfüllen. Andererseits

werden wir sehen, dass die allgemeinen Monge'schen Gleichungen zu

einem Probleme führen, das wieder in einer partiellen Differential-

gleichung erster Ordnung seinen analytischen Ausdruck findet.

Ganz besonders beschäftigen wir uns mit solchen Monge'schen

Gleichungen, unter deren Integralcurven oo^ Geraden enthalten sind.

Wir werden sehen, dass eine Monge'sche Gleichung diese Eigenschaft

hat, wenn sie auf die Form gebracht werden kann:

0(ydz — zdy, zdx ~ xdz, xdy — ydx, dx, dy, dz) = 0.

Die Theorie dieser Gleichungen steht somit in engstem Zusammenhange

mit der Theorie der dreifach unendlichen Geradenscharen oder Linien-

complexe. In der That lässt sich die von Plücker begründete Linien-

geometrie als ein Abschnitt der Theorie der Monge'schen Gleichungen

auffassen.

*) Vgl. Monge, Supplement, oü Ton fait voir que les equations aux differences

ordinaires pour lesquelles les condüions d'integrabilüe ne sont pas satisfaites sont

susceptibles d'une veritable integration et que c'est de cette Integration que depend
Celle des equations aux differences partielles elevees, Memoires de TAcademie,
Paris 1784, S. 502.



§ 1. Monge'sche Gleichungen. 249

Nachdem wir die älteren Untersiicliungen über Geradenscharen,

die zum Teil von Gesichtspunkten der Mechanik ausgingen, in einem

geschichtlichen Überblick zusammengestellt haben, geben wir daher in

diesem Kapitel auch eine Einleitung in die PlücJcer'sche Liniengeometrie.

Schon in seinen ersten geometrischen Arbeiten betonte Lie, dass

sich die Plücker'sche Liniengeometrie unter die Theorie der Monge'schen

Gleichungen unterordnet, allerdings als ein besonders wichtiger Ab-

schnitt, und er zeigte zugleich an vielen Anwendungen die Fruchtbarkeit

dieser Betrachtungsweise*). Im letzten Paragraphen geben wir einige

unter seinen ersten Arbeiten über diesen Gegenstand wieder, in denen

die charakteristischen Eigenschaften derjenigen Monge'schen Gleichungen,

die Liniencomplexe definieren, von verschiedenen Gesichtspunkten aus

entwickelt werden.

§ 1. Monge'sclie Gleichungen.

Monge ist der erste Mathematiker, der sich eingehend mit

Gleichungen von der Form

ü(^, y, z\ dx, dy, di) =
beschäftigte, die in dx, dy, dz homogen sind. Wir bezeichnen deshalb

derartige Gleichungen als Monge'sche Gleichungen. Dementsprechend ^"'».s«'»«'''«

nennen wir Ausdrücke von der Form

^(x, y, 0; dx, dy, dz),

die in dx, dy, dz homogen sind, Monge'sche Ausdrücke. DifiPerential-

ausdrücke von dieser Form haben besonders durch Untersuchungen von

Gauss und Riemann eine grosse Bedeutung erlangt. Hier werden

wir uns aber nur mit Monge'schen Gleichungen beschäftigen.

Schon in § 1 des vorigen Kapitels (S. 184) gebrauchten wir ge-

legentlich den Begriff Linienelement im Baume. Wir verstehen darunter

wie in der Ebene den Inbegriff eines Punktes und einer durch ihn

gehenden Geraden. Die Bestimmungsstücke eines Linienelementes sind

die Coordinaten x, y, z seines Punktes und die beiden Verhältnisse der

Incremente dx, dy, dz, welche die Coordinaten x, y, z beim Fort-

schreiten auf der Geraden des Elementes erfahren. Es giebt also im

ganzen oo^ Linienelemente im Räume. Durch die vorgelegte Monge'sche

Gleichmig

(1) ^(^} V} ^\ ^^j ^V) ^^ = ö

*) Sophus Lie, Om en Classc gemnetriske Transformationer ^ Verhandl. d.

Ges. d. Wiss. zu Christiania 1870, ferner ebenda 1871, sowie: Über Complexe,
insbesondere Linien- und Kugelcomplexe mit Anwendung auf die Theorie partieller

Differentialgleichungen, Math. Annalen 5. Bd. (1872), S. 145.
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werden daher oo* Linienelemente (x, y, z, dx : dy : dz) ausgewählt.

Durch den Punkt {x, y, z) gehen oo^ dieser Elemente, da die Gleichung

(1) bei gegebenem x, y, z eines der beiden Verhältnisse der Grrössen

dx, dy, dz bestimmt. Diese durch einen Punkt gehenden oo^ Linien-

elemente bilden daselbst einen Kegel von Fortschreitungsrichtungen

*^' kl^^ei" (^^ : dy : dz), den wir den Elementarhegel des Punktes (x, y, z) nennen.

Die Monge'sche Gleichung (1) ordnet also jedem Punkte des Raumes

einen Elementarkegel zu. Umgekehrt leuchtet ein, dass man eine

Zuordnung von Elementarkegeln zu den Punkten des Raumes in all-

gemeinster Weise durch eine Gleichung von der Form (1) zu bewerk-

stelligen hat.

Der allgemeine Elementarkegel wird zu einem ebenen Büschel

von Fortschreitungsrichtungen, wenn die Gleichung (1) linear in

dx, dy, dz ist, also wenn insbesondere eine Pfaff'sche Gleichung vor-

liegt. Bis auf weiteres werden die folgenden Überlegungen auch diesen

besonderen Fall mit umfassen.

^cuTv?^"
Integ'>^cdcurve der Monge^schen Gleichung (1) Tieisst jede Curve, deren

Linienelemente die Monge'sche Gleichung erfüllen. In jedem Punkte p
einer Integralcurve c ist daher die Tangente des Punktes p
eine Mantellinie des Elementarkegels, dessen Spitze dieser

Pvmkt ist. (Siehe Fig. 51.) In § 2 des vorigen Kapitels

sahen wir schon, dass die endlichen Gleichungen der all-

gemeinsten Integralcurve einer Pfaff'schen Gleichung nicht

nur willkürliche Constanten, sondern auch willkürliche

Functionen enthalten. Dasselbe gilt für beliebige Monge-

sche Gleichungen, zu denen ja die Pfafif'sehen als Special-

fälle gehören. Wir werden dies durch die folgende Be-

trachtung nochmals zeigen.

iurve^n*iüf *^ ^^^ uehmeu irgend eine Fläche im Räume an und
geg. Fläche. ^ construieren in jedem Punkte p der Fläche sowohl die

Tangentenebene als auch den durch die Gleichung (1)

zugeordneten Elementarkegel (siehe Fig. 52). Die Ebene

^. schneidet den Kegel, da sie durch seine Spitze geht, nach

einer oder einigen Geraden, die Tangenten der Fläche im

Punkte jP sind. Wir können daher sagen, dass

die Monge'sche Gleichung (1) jedem Funkte

einer heliebig gewählten Fläche gewisse Forih

schreitungsri'chtungen auf der Fläche zuordnet.
Fig. 52.

. .

Wählen wir unter diesen Fortschreitungs-

richtungen eine aus und gehen ihr beständig nach, so erhalten wir
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eine Curve auf der Fläche, also eine Curve, deren Linienelemente die

Monge'sche Gleichung erfüllen. Diese Curve ist daher eine Integral-

curve. Auf jeder Fläche liegen also eine oder mehrere Scharen von oo^

Integralcwrven' der Monge'schen Gleichung (1). Da die Fläche will-

kürlich gewählt war, so folgt hieraus genau so wie in § 2 des 6. Kap.

bei der Pfaff'sehen Gleichung (S. 193), dass die allgemeinen endlichen

Gleichungen der Integralcurven willkürliche Functionen enthalten müssen.

Wenn z. B. die Monge'sche Gleichung (1) eine homogene Gleichung

zweiten Grades hinsichtlich dx, dy, dz ist, so wird jeder ElementarJcegel

ein Kegel zweiten Grades sein. In diesem Falle werden mithin jedem

Punkte der beliöbig gewählten Fläche gerade zwei Fortschreitungs-

richtungen auf der Fläche vermöge der Monge'schen Gleichung zu-

geordnet. Die Fläche wird hier also doj^elt üherdeckt von oo^ Integral-

curven.

Ist die vorgelegte Gleichung (1) homogen vom n^"^ Grade in

dx, dy, dz, so wird eine allgemein gewählte Fläche w-fach von oo^

Integralcurven überdeckt.

Eine Curve im Räume wird dadurch analytisch dargestellt, dass

X, y, z als Functionen eines Parameters t gegeben werden. Bezeichnen

wir mit x', y', z alsdann die Differentialquotienten von x, y, z nach t,

so folgt, da die Gleichung (1) homogen in dx, dy, dz ist, dass die

Curve dann und nur dann Integralcurve der Monge'schen Gleichung (1)

ist, wenn sie die Bedingung erfüllt:

(1') ^{x, y, z; X, y, z) = 0.

Wir werden öfters,' wenn es zweckmässig erscheint, die Monge'sche

Gleichung auch in dieser Form (1') benutzen. Die Gleichung (1') ist

homogen in x'
,
y', z .

Die Ffaff'schcn Gleichungen stellen wie gesagt einen Specialfall

der Monge'schen Gleichungen dar. Wir erkannten in § 3 des vorigen

Kapitels (vgl. Satz 12, S. 218), dass eine Pfaff'sche Gleichung dann

und nur dann oo^ geradlinige Integralcurven besitzt, wenn sie die be- integrai-

sondere Form hat:

Ä{ydz — zdy) -\- B{zdx — xdz) -\- C{xdy — ydx) -{-

-f Bdx -f Edy + Gdz = 0.

Es ist nun offenbar auch denkbar, dass eine Monge'sche Gleichung

(1) Sl{x, y, z\ dx, dy, dz) = 0,

die keine Pfaff'sche Gleichung ist, oo' Geraden als Integralcurven zu-



252 Kap. 7. Monge'sche Gleichungen und Plücker'sche Liniencomplexe.

lässt. Wir wollen die notwendige und hinreichende Bedingung hierfür

aufstellen.

Soll die Monge'sche Gleichung (1) oo^ geradlinige Integralcurven

besitzen, sollen also durch jeden Punkt (x, y, 8) deren cx>^ hindurch-

gehen, so muss es möglich sein, für x, y, z solche lineare Functionen

eines Parameters t zu finden, dass sie und ihre Differentiale dx, dy, dz

die Monge'sche Gleichung (1) und sonst keine Gleichung erfüllen.

Es muss also möglich sein, für x, y, z solche Functionen eines Para-

meters t zu finden, dass einerseits

(2) x" = y" ==z" =
wird und andererseits die Grössen x, y, z, x

,
y', z' die Relation

(1') St{x, y, z-, x\ y', z') =
und zwar nur diese Relation erfüllen. Die Accente deuten hierbei die

Differentiation nach ^ an.

Wenn wir (1') nach t differenzieren, so folgt mit Rücksicht auf (2),

dass

(3) ^^x' + Slyy' + Sl,z' =
sein muss vermöge (1'). Diese Gleichung (3), aufgefasst als lineare

partielle Differentialgleichung für ü, ist nun äquivalent dem System

von simultanen gewöhnlichen Differentialgleichungen

r iv dx dy dz dx' dy' dz'

^ ^ W 'y'~ T" Ö
~Ö~

'

Wir haben also zu verlangen, dass Sl = eine Integralgleichung des

Systems (4) sei. Dies System besitzt fünf von einander unabhängige

Integrale. Nun sind die sechs Functionen:

yz' — zy', zx' — xz', xy — yx\ x, y\ z'

solche Integrale, zwischen denen nur die eine Relation besteht:

(5) xi^z — zy') -\- y'izx — xz') + ^' {ocy' — yx') ^ 0.

Daher ist die allgemeine Integralgleichung und mithin auch Sl =
eine Gleichung zwischen diesen sechs Integralen. Sie muss somit die

Form haben:

(6') ^{yz' — ^y', zx — xz\ xy' — yx , x
,

y', z') = 0.

Es soll nun aber die Gleichung (1'), die ja aus (1) hervorgegangen

ist, homogen in x', y', z' sein. Die Euler'sche Bedingung hierfür, dass

nämlich

dx ' dy ^
' dz

eine Folge von = sei, liefert sofort, dass ^ = in den sechs

in auftretenden Argumenten homogen sein muss.
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Es liege andererseits irgend eine Gleichung vor von der Form:

(6') ^{yz' — zy', zx — xz , xy' — yx\ x', y', z') = 0,

die in den sechs Argumenten von O homogen sei, oder also es liege

die Mmigesche Gleichung vor:

(6) 0(ydz — zdy, z dx — xdz, xdy — ydx^ dx, dy, dz) = 0.

Natürlich darf die Gleichung (6') nicht die Form (5) haben, die eine

Identität ist. Man sieht nun sofort ein, dass die Monge'sche Gleichung

(6) oo^ geradlinige Integralcurven besitzt.

In der That, die Gerade

(7) x = rz-{-Q, y = sz-\- ö,

für die

dx = r dz, dy = sdz

ist, wird eine Integralcurve sein, wenn die Constanten r, s, q, 6 so

gewählt werden, dass sie die durch Substitution dieser Werte für

X, y, z, dx, dy aus (6) hervorgehende Gleichung erfüllen:

^{6 dz, — gdz, {sQ,— r6)dz, rdz, sdz, dz) =
oder, da diese Gleichung in dz homogen ist:

(8) ^(ö, -— Q, SQ ~ re, r, s, 1) = 0.

Dies ist eine Bedingungsgleichung für die vier Bestimmungsgi'össen

r, s, Q, 6 einer Geraden (7). Es giebt daher oo^ Geraden (7), die

Integralcurven der Monge'schen Gleichung (6) sind.

Scharen von oo^ Geraden im Räume sind schon seit langer Zeit

in der Mathematik untersucht worden. Wir werden weiter unten

geschichtliche Notizen hierüber beibringen. Eine allgemeine Theorie

für solche Geradenscharen hat aber erst Plücker*) geschaffen, der

für die Scharen von oo^ Geraden den heutzutage allgemein gebräuch-

lichen Namen: Liniencomplexe einführte. Linien-

Liegt ein beliebiger Liniencomplex vor, ist also eine Schar von

(X)^ Geraden im Räume gegeben, so werden durch diese Geraden oo^

Linienelemente gegeben, da jede Gerade oo^ Linienelemente enthält.

Andererseits aber wissen wir, dass jede Schar von oo^ Linienelementen

durch eine Monge'sche Gleichung definiert wird, und es ist klar, dass

jene oo^ Geraden Integralcurven dieser Monge'schen Gleichung sind. Da
nun die soeben gefundene Monge'sche Gleichung (6) die allgemeinste

ist, die oo^ geradlinige Integralcurven besitzt, so folgt, dass ein Linien-

complex in allgemeinster Weise durch eine Monge'sche Gleichung von

*) Plücker, Nette Geometrie des Baumes, gegründet auf die Betrachtung der
geraden Linie als Baumelement, herausgegeben von Klein, Leipzig, 1868— 69,
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der Form (6) definiert wird. Die oo^ Geraden des Complexes, die

durch einen gegebenen Punkt allgemeiner Lage gehen, bilden daselbst

den Elementarkegel, der dem Punkte vermöge der Monge'schen Gleichung

zugeordnet ist. Wir kommen somit zu dem

Satz 1: Zu jedem Liniencomplex im Baume {x, y, z) gehört eine

ganz bestimmte Monge'sche Gleichung von der besonderen Form

0(ydz — zdy, zdx — xdz, xdy — ydx, dx, dy, dz) = (),

die homogen in den sechs Argumenten der Function ^ ist. Die Geraden

des Complexes sind die oo^ geradlinigen Integralcurven dieser Monge'schen

Gleichung. Die durch einen beliebigen Punkt allgemeiner Lage gehenden

oo^ Complexgeraden erzeugen den FlementarTcegel, der dem Punkte ver-

möge der Monge'schen Gleichung zugeordnet ist. Umgekehrt definiert jede

solche Gleichung = einen Liniencomplex.

Es erhellt hieraus, dass sich die Plücker'sche Liniengeometrie der

Theorie der Monge'schen Gleichungen unterordnet*).

Wir wollen das Vorangehende durch zwei Beispiele erläutern.

1. Beispiel. 1. Beispiel: Es liege die Monge'sche Gleichung vor:

(9) «11 dx^ -\- «22 dy^+ %3 dz^ -\- 2 «23 dydz-\-2 a^^ dzdx-{-2 a^^ dx dy= 0.

Die Coefficienten «^ sollen Constanten sein. Diese Gleichung (9) ge-

hört zu denen von der obigen Form ^ = 0. Sie besitzt also oo^

geradlinige Integralcurven. Um deren Lage im Räume festzustellen, be-

trachten wir den Elementarkegel, den die Gleichung (9) einem Punkte

{x, y, z) zuordnet. Da die Gleichung (9) frei von a?, y, z ist, so ordnet

sie allen Punkten congruente und gleichgestellte Kegel zweiten Grades

zu. Wir wollen annehmen, die Gleichung (9) sei nicht in zwei lineare

Gleichungen in dx, dy, dz zu zerspalten, d. h. der Elementarkegel sei

irreducibel. Da die Elementarkegel in diesem Beispiele durch Trans-

lation in einander übergehen, so ist jede Gerade, die einem Elementar-

kegel angehört, in jedem ihrer Punkte eine Gerade des zugeordneten

Kegels, d. h. sie ist eine Integralgerade. Führt man nun auf einen

solchen Kegel mit seinen oo^ Geraden alle oo^ Translationen des Raumes

aus, so erhält man alle oo^ Elementarkegel. Sie schneiden sämtlich,

da sie einander congruent und gleichgestellt sind, die unendlich ferne

Ebene in ein und demselben Kegelschnitte. Der vorliegende Linien-

complex besteht daher aus allen oo^ Geraden, die einen unendlich fernen

Kegelschnitt schneiden.

*) Verhandlungen der Ges. d. Wiss. zu Christiania 1871 und Mathem. Ann.
5. Bd. (1872). Vgl. Fussnote S. 249.
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Da dx, dy, dz längs aller einander paralleler Geraden, also längs

aller Geraden durch einen gemeinsamen unendlich fernen Punkt, die-

selben Verhältnisse haben, so können wir dx, dy, dz als Jiomogene

Punktcoordinaten in der unendlich fernen Ebene auffassen. Die vor-

gelegte Gleichung (9) stellt bei dieser Auffassung geradezu den er-

wähnten unendlich fernen Kegelschnitt dar.

Geben wir der Gleichung (9) die speciellere Form

(9') dx^ + dy^ — 7c^ dz" = (x + 0),

so sind die Elementarkegel Botationskegel, deren Axen parallel der z-Axe

verlaufen, und deren Mantellinien einen Winkel y mit der (a;«/)-Ebene

bilden, dessen Tangente gleich - ist. Hier besteht der Complex aus

allen Geraden, die zur {xy)-Ebene die Neigung y haben. Die Integral-

curven der Monge'schen Gleichung (9') sind die Curven, deren Tangenten

mit der (xy)-Woene den Winkel y bilden. Man kann auch sagen:

Sie sind die Biickkehrcurven der abtvickelbaren Flächen, die den un-

endlich fernen Kegelschnitt (9') enthalten.

In dem noch specielleren Falle

(9") dx^ + dy^ -]-dz^ =
besteht der Complex aus allen Geraden, die den imaginären unendlich

fernen Kugelkreis treffen, d. h. aus allen Mitiimalgeraden. Die Integral-

curven der Monge'schen Gleichung (9") sind die Minimalcurven. In

der metrischen Geometrie spielt deshalb diese Monge'sche Gleichung

(9") eine wichtige Rolle.

2. Beispiel: Eine gegebene Fläche besitzt oo^ Tangenten, sobald sie keine 2. Beispiel,

abwickelbare Fläche ist. Diese Tangenten stellen also einen Liniencomplex dar.

Die Elementarkegel der zugehörigen Monge'schen Gleichung sind die Tangential-

kegel der Fläche. Liegt z. B. eine Fläche zweiten Grades vor:

F{x, y, z) = a^^x^ + a^^y^ + a^^z^ -\- 2a^^yz + 2as^zx + ia^^xy -f-

+ 2ai^x + 2a^^y -\-2as^z + a^^ = 0,

die keinen Kegel zweiten Grades vorstellen soll, so bestimmen ihre Tangenten
einen Liniencomplex, dessen Monge'sche Gleichung so zu bilden ist: Sind x, y, z

die Coordinaten eines beliebigen Punktes des Raumes und x\ y', z' proportional

den Richtungscosinus einer durch diesen Punkt gehenden Complexgeraden , so

müssen x -\- x't, y -\- y't, z -\- z' t bei variablem t die laufenden Coordinaten

einer Flächentangente sein, d. h. es muss die in t quadratische Gleichung

F{x + x't, y + y't, -f «'«) = 0,

welche die Schnittpunkte der Geraden mit der Fläche bestimmt, eine Doppel-

wurzel t haben. Stellt man die Bedingung hierfür auf, so erhält man die

Gleichunsr:
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Kl «22 — «?«) (^y' — y^y + • • • +
-f- 'ia^^a^^{xy' — yx') {zx' — xz') + • • • +
+ 2(012 «14 — «iiOäi) {^y' — yx') «;' + ••• +
+ 2 («11 «84 — «81 «14) {zx' — xz') x' -{- -^

-{- a^i{aiiX'^-\- -{-2a^sy'^' + )

—

— («14«' + «14?/' + «S4^')^ = 0.

Hierin sind die Glieder, die durch cyklische Vertauschung von x, y, z und gleich-

zeitige cyklische Vertauschung der Indices 1, 2, 3 aus den angegebenen Gliedern

hervorgehen, durch Punkte angedeutet. Schreiben wir in dieser Gleichung dx,

dy, dz für x', y', z', so erhalten wir die Monge'sche Gleichung, welche die oo*
Tangenten der Fläche zweiten Grades F = als Integralcurven besitzt. In der

That ist hier der Satz 1 erfüllt.

Inte- Mit einer Monge sehen Gleichung lassen sich mehrere Integrahons-
grations- , • -,

Probleme, prooleme verbinden:

Zunächst kann man nach allen Integralcurven einer vorgelegten

Monge'schen Grieichung fragen. Wir werden an einer späteren Stelle

(im dritten Abschnitt) sehen, in welcher Weise Monge dieses Problem

auf das der Integration eines einzigen Systems simultaner gewöhnlicher

Differentialgleichungen zurückgeführt hat, und gehen hier noch nicht

darauf ein.

Es giebt ein anderes und noch wichtigeres Integrationsproblem,

das mit einer vorgelegten Monge'schen Gleichung verknüpft ist.

Wie wir oben schon bemerkten, wird eine beliebig gegebene

Fläche im allgemeinen mehrfach von 00^ Integralcurven der Monge'schen

Gleichung bedeckt. Ist, wie wir beispielsweise erwähnten, die Monge-

sche Gleichung homogen und ganz vom n*'^^ Grade in dx, dy, dz, so

enthält der Elementarkegel in einem Punkte der Fläche im allgemeinen

n Tangenten der Fläche, sodass die Fläche w-fach von Integralcurven

überdeckt wird. Es ist aber denkbar, dass die Fläche von solcher

besonderer Form ist, dass in jedem ihrer Punkte zwei der genannten

n Tangenten zusammenfallen, sodass sie nur noch (n — l)-fach von

Integralcurven überdeckt wird, wobei dann die eine der auftretenden

Curvenscharen doppelt zu zählen ist. Dieser Fall tritt ein, wenn in

jedem Punkte der Fläche die Tangentenebene der Fläche zugleich

Tangentialebene des Elementarkegels ist, der dem Punkt zugeordnet

wird, oder wenn, wie wir uns kürzer ausdrücken können, die Elementar-

kegel, die den Punkten der Fläche zugeordnet sind, die Fläche berühren.

Fläche, Es ist nun ein sehr wichtiges Integrationsproblem, hei vorgelegter

Elementar- Monge'scJieT Gleichung
kegeln
berührt
wird. (1) ilix, y, z\ dx, dy, ds) =



§ 1. Monge'sche Gleichungen. 257

alle Flächen zu bestimmen, die in aUen ihren Punkten die den Funkten

zugeordneten Elem£ntarkegel berühren.

Hierbei ist von dem Fall abzusehen, dass der Elementarkegel

selbst in eine Ebene ausartet, d. h. dass die Monge'sche Gleichung (1)

in dx, dy, dz linear ist und sich also auf eine Pfaff'sche Gleichung

reduciert.

Wir können dies noch anders auffassen, wenn wir den Begriff

Flächenelement einführen. Unter einem Flächenelement im Räume ver- "^g^^^°'

stehen wir den Inbegriff eines Punktes und einer durch den Punkt

gehenden Ebene. Da es oo^ Punkte im Räume giebt und durch jeden

Punkt oo^ Ebenen gehen, so giebt es insgesamt oo^ Flächenelemente.

Eine Fläche enthält oo^ Punkte und hat in jedem eine Tangentenebene.

Eine Fläche besitzt daher oo^ Flächenelemente. Nebenbei sei bemerkt,

dass dies auch für abwickelbare Flächen gilt, die zwar nur oo^ Tangenten-

ebenen besitzen, aber doch oo^ Punkte, also auch oo^ Flächenelemente

enthalten. Hier tritt nur der besondere Fall ein, dass je oo^ dieser

Flächenelemente die Ebene gemein haben.

Eine Monge'sche Gleichung ordnet jedem Punkte einen Elementar-

kegel, bestehend aus oo^ Fortschreitungsrichtungen, zu. Dieser Kegel

hat, sobald er nicht in eine Ebene ausartet, oo^ Tangentialebenen. Jeder

Elementarkegel bestimmt demnach oo^ Flächenelemente. Der Elementar-

kegel ist zwar auch eine abwickelbare Fläche, aber gemäss dem Be-

griffe des Elementarkegels kommen bei ihm nur die oo^ Flächenelemente

in betracht, die zum Punkte die Spitze des Kegels haben. Da die

Monge'sche Gleichung im Ganzen oo^ Elementarkegel definiert, so

folgt: Eine nicht lineare Monge'sche Gleichung bestimmt oo^ Flächen-

elemente im Baume und zwar so, dass sie jedem Punkte oo^ Flächen-

elemente zuordnet, die- den Elementarkegel des Punktes umhüllen.

Fordern wir nun, dass eine Fläche in jedem ihrer Punkte den zu-

geordneten Elementarkegel berühren soll, so können wir dies auch so

ausdrücken: Wir fordern, dass die oo^ Flächenelemente der Fläche in

der Schar der oo* Flächenelemente enthalten seien, die durch die

Monge'sche Gleichung definiert werden. Unser obiges Integrations-

problem kann also so formuliert werden:

Es liegt eine Monge'sche Gleichung (1) vor, die also oo* Flächen- Neue

demente im Baume definiert. Gesucht werden alle Flächen, deren samt- Problems.'

liehe Flächenelemente zu diesen oo* Flächenelementen gehören.

Um unser Problem analytisch zu formulieren, müssen wir für die Anai. ror-

Oü^ Flächenelemente des Raumes Bestimmungsstücke einführen. Ist

Lie, Geometrie der Eerühnmgstrangformationen I. 17 [10. IX. 1895.]
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(x, y, z) der Punkt eines Flächenelementes, so hat die Gleichung der

Ebene des Flächenelementes, geschrieben in den laufenden Punkt-

coordinaten j, t), §, die Form:

(10) (5_^)_^(j_a;) — g(t)— i/) = 0,

in der p^ q die Stellung der Ebene im Räume bestimmen. Die Grössen

p, q, — 1 sind proportional den Richtungscosinus der Ebene des

Flächenelementes. Wir können daher die fünf Grössen x, y, 2, p, q
coord des ^jg Coordinatcn des Flächenelementes bezeichnen, dessen Punkt der Punkt
Flachen- '

eiements.
(^/^^ y^ ^^ ^^d desscu Ebene die Ebene (10) ist.

Soll nun das Flächenelement {x, y, z, p, q) der Fläche

(11) 2 = co{x, y)

angehören, so muss (x, y, z) ein Punkt dieser Fläche und die Ebene

(10) die Tangentenebene der Fläche in diesem Punkte, also

/i ^,\ dz dz
(11) ^-ä^ = «'-' 2 = a^ = ^^

sein. Das Flächenelement (x, y, z, p, q) gehört somit der Fläche (11)

dann und nur dann an, wenn seine Coordinaten x, y, z, p, q die drei

Gleichungen (11) und (11') erfüllen.

Auf der anderen Seite stellt die Gleichung

(1') ^{^, y, ^; x', y', ^') = o

den Elementarkegel des Punktes {x, y, z) dar, indem x', y', z' propor-

tional den Richtungscosinus der Mantellinien dieses Kegels sind. Daher

wird jede Tangentialebene dieses Kegels dargestellt durch eine Gleichung

von der Form

ßx'(£ - ^) + ^y{^ -y)-\- ^/(ä - ^) =
oder:

ßT(£-^) + a-(ä - ^) + To~ (£ - ^) + ö- {^-y) = 0.

Vergleich mit (10) lehrt, dass ein Flächenelement (x, y, z, p, q) dann

und nur dann ein Flächenelement des Elementarkegels des Punktes

{x, y, z) ist, wenn
St f Sl •

(12) i' = -^. « = -^
ist und x', y', z' die Bedingung (1') erfüllen. Elimination der drei

homogen auftretenden Grössen x', y', z' aus (1') und (12) liefert mithin

eine einzige Gleichung in x, y, z, p, q:

(13) F(x,y,z,p,q) = 0,

die von allen oo* Flächenelementen (x, y, z, p, q) erfüllt wird, die

durch die vorgelegte Monge'sche Gleichung (1) definiert sind.
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Satz 2: Eine vorgelegte nicht lineare Monge'sche Gleichung

^{x, y, Z'^ dx, dy, dz) =
definiert oo* Flächenelemente (x, y, 2, p, q) im Baume. Die oo^ dieser

Flächenelemente, die den Punkt (x, y, z) gemein haben, umhüllen den

Elementaricegel des Punhtes. Die Gleichung, die von allen diesen cx)*

Flächenelementen (x, y, z, p, q) erfüllt wird, ergiebt sich durch Elimi-

nation der homogen auftretenden Grössen x',y',z' aus den drei Gleichungen:

Sl{x, y, z; X, y, z) = 0,

z z

in der Form
F{x, y,z,p,q) = 0.

Wenn die vorgelegte Monge'sclie Gleichung nicht linear, d. h.

keine Pfaff'sche Gleichung ist, so umhüllen die Flächenelemente, die

einem Punkte (x, y, z) zugeordnet werden, einen wirklichen Kegel.

Daraus folgt, dass dann die Gleichung (13) in p und q nicht linear ist.

Die Flächenelemente der Fläche

z = c}{x,y)

gehören nun nach (11') dann und nur dann zu den oo* Flächenelementen,

welche die Monge'sche Gleichung definiert, wenn für diese Fläche z

eine solche Function von x, y ist, dass es stets Werte x', y', z giebt,

für die

St{x, y, z; x, y, z') =
und

dx ß^. ' dy Sl^.

ist. Das Wertsystem x', y', z' stellt dann Grössen proportional den

Richtungscosinus der Mantellinie dar, die der Elementarkegel des Punktes

(x, y, z) mit dem Flächenelemente (x, y, z, p, q) gemein hat. Die drei

letzten Gleichungen enthalten x', y', z' homogen. Elimination von

X
, y , z' aus ihnen liefert also eine Gleichung, die nach (13) augen-

scheinlich diese ist:

(14) f(., ,, .,j|,
|i) = 0.

Wenn umgekehrt

(11) z = ci{x,i)

die Gleichung (14) für alle Werte von x, y erfüllt, so gehört jedes Flächen-

element (x,y,z,p,q) der Fläche (11), für das ja

17*
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P
dl

^ = ^-7.

dz_

dy

ist, nach Satz 2 zu den oo* Flächenelementen, welche die Monge'sche

Gleichung definiert. Mit anderen Worten: Dann hat die Fläche (11)

in jedem Punkte zur Tangentenebene eine der Tangentialebenen des

Elementarkegels, der dem Punkte zugeordnet ist.

Unser Integrationsproblem kommt also hinaus auf die Integration

Dlffof^i^o
^^^ 'partiellen Differentialgleiclmfig erster Ordnung (14) zwischen der

abhängigen Veränderlichen s und den beiden unabhängigen Veränder-

lichen X, y. Somit haben wir gefunden *)

:

Satz 3: Alle Flächen

z=(o{x, y),

die in jedem ihrer Punkte den Elementarkegel berühren, der dem Punkte

durch eine vorgelegte in dx, dy, dz nicht lineare Monge'sche Gleichung

Sl{x, y, ^; dx, dy, dz) = '

zugeordnet wird, ergeben sich durch Integration einer gewissen partiellen

Differentialgleichung erster Ordnung für z:

F[x,y,z,^,^-} = 0.

Diese Differentialgleichung geht hervor durch Elimination der drei homogen

auftretenden Grössen x', y', z' aus den drei Gleichungen:

Sl(x, y, z; X, y', z') = 0,

% ß./ si.

dz

dx

Ist z = (0 (x, y) eine Integralfiäche der partiellen Differentialglei-

chung (14), so wird sie in jedem ihrer Punkte eine gewisse Fort-

schreitungsrichtung {x':y':z') mit dem

zugehörigen Elementarkegel gemein

haben. Jedem Punkt der Fläche wird

somit eine Richtung auf der Fläche

zugeordnet. Geht man beständig der

zugeordeten Richtung nach, so erhält

man eine Curve. Jede Integralfläche

der partiellen Differentialgleichung (14)

wird also von oo^ Curven überdeckt, derart

dass in jedem Punkte der Fläche der zu-

gehörige Elementarkegel längs der betreffenden Curve berührt. (Siehe Fig. 53.)

*) Die Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung beginnt

mit Euler und Lagrange. Ihre geometrische Einkleidung rührt in erster Linie

von Monge her. Hierüber später, im dritten Abschnitt, Ausführlicheres.

Fig. 53.
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Man nennt nach Monge diese Curven auf den IntegralfläcJien CharoJc- charakte-

T k T 1 ' • -n 1 -t
• •

riatiken.

teristiKen. Im dritten Abscnnitte dieses Buches werden wir uns ein-

gehend mit ihnen beschäftigen. Wir werden insbesondere sehen, dass,

obgleich jede partielle Differentialgleichung unendlich viele von will-

kürlichen Functionen abhängige Integralflächen besitzt, doch die Zahl

ihrer Charakteristiken die Zahl oo^ nicht übersteigt.

Wir wollen nun zeigen, dass die soeben durchgeführte Rechnung sich voll- Andere

ständig mit der Rechnung deckt, die man in der Geometrie der Ebene ausführt, *
obigen

*'

um von der Gleichung einer ebenen Curve in homogenen Punktcoordinaten zur Rechnung.

Gleichung dieser Curve in nicht - homogenen Liniencoordinaten überzugehen.

Deuten wir nämlich x\ y', z' als Jwmogene Punktcoordinaten in der Ebene,

fassen wir dagegen x, y, z oXs Constanten auf, so bestimmt die Gleichung

(1') ß(«, y, ^; x\ y', z') = o

eine Curve in den laufenden homogenen Punktcoordinaten x', y', z' . Die Tangente
der Curve im Punkte {x' : y' : z') wird dargestellt durch die Gleichung

(15) ß^'S' + ß,/^' + ß,'S' = o,

wenn j', ^', 5' ihre laufenden homogenen Punktcoordinaten sind. Nun lässt sich

aber die Gleichung einer Geraden iu den homogenen Punktcoordinaten g', t)', j'

auch so schreiben:

i' — PI' — q^' = 0.

Es lassen sich alsdann die Coefficienten p, q als nicht-homogene Liniencoordinaten

der Geraden auffassen. Der Vergleich mit (15) zeigt, dass die Tangente der be-

trachteten ebenen Curve die Liniencoordinaten

hat. Will man also die Relation haben, die von den Liniencoordinaten p, q aller

00^ Tangenten der ebenen Curve erfüllt werden, so hat man hieraus und aus

der Curvengleichung ß = selbst die homogenen Punktcoordinaten x\ y', z' zu

eliminieren, wodurch man zu der früheren Gleichung

(13) F{x,y,z,p,q) =
gelangt. Bei dieser ganzen Betrachtung spielen x, y, z die Rolle von Parametern.

Es ist nicht schwer, sich diesen Zusammenhang zwischen einem ProblemBegriffiicher

des Raumes und einem Problem der Ebene begrifflich klar zu machen: Alle oo^^'J^*'"'^"'

durch den festgewählten Punkt (x, y, z) des Raumes gehenden Linienelemente verschied.

bilden eine zwei - dimensionale Mannigfaltigkeit mit den homogenen Coordinaten ^®^*'^8en.

x\ y\ z' . In dieser Mannigfaltigkeit spielen also die c»* Linienelemente die-

selbe Rolle wie die Punkte der Ebene, sobald wir x\ y\ z' als homogene Punkt-

coordinaten auffassen. Die 00* Linienelemente lassen sich zu 00* ebenen Büscheln

von je 00^ Elementen oder also zu 00* Plächenelementen zusammenfassen. Jedes

solche Flächenelement im Punkte {x, y, z) wird durch eine lineare Gleichung
zwischen x\ y', z' dargestellt:

z' — px' — qy' = 0,

sodass p, q nicht - homogene Bestimmungsstücke dieser 00* Flächenelemente sind.

Diesen Flächenelementen entsprechen bei der Deutung in der Ebene die oo^
Geraden der Ebene mit den nicht -homogenen Bestimmungsstücken p, q. Die

Monge'sche Gleichung

(D Sl{x, y, z; x, y', z') = 0,
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die in x', y' , z' homogen ist, bestimmt im Punkte {x, y, z) des Raumes oo*
Linienelemente jener zweifach ausgedehnten Mannigfaltigkeit, nämlich die eines

Kegels. Bei der Deutung in der Ebene bestimmt sie die Punkte einer Curve.

Im Räume erhalten wir die Gleichung,

welche die Bestimmungsstücke p, q jener

Oü^ Flächenelemente erfüllen, die den

Kegel umhüllen; in der Ebene entspricht

ihr die Gleichung in den Liniencoordi-

naten p, q, die von den Tangenten der

ebenen Curve erfüllt wird.

Direct können wir den Zusammen-
hang zwischen dem Problem im Räume
und dem in der Ebene herstellen, wenn
wir x\ y', z' als homogene Coordinaten

desjenigen Punktes der unendlich fernen

Ebene auffassen, in dem die Gerade des

Linienelementes {x' : y' : z') diese Ebene trifft. Der Kegel schneidet dann die

unendlich ferne Ebene in der besprochenen ebenen Curve, die Flächenelemente,

die den Kegel umhüllen, schneiden sie in den Tangenten der Curve. (Siehe Fig. 54.)

Fig. 54.

(14) F(x,y, z,

Umkehning. Wir können unsere bisherige Betrachtung auch umkehren. Liegt eine partielle

Differentialgleichung erster Ordnung von der Form

dx' dyJ

vor, so verlangt ihr Integrationsproblem, die Flächen zu bestimmen, die in jedem
ihrer Punkte {x, y, z) eine solche Tangentenebene

(10) i
— z — p{i — x) — q{\) — y) = Q

haben, deren Bestimmungsstücke ^, q der Gleichung

(14') F{x,y,z,p,q)==0

genügen. Durch diese Gleichung werden aber aus den oo* Ebenen, die durch den

Punkt (ic, y, z) gehen, gerade oo^ ausgezeichnet, also oo^ Flächenelemente mit

gemeinsamem Punkte {x, y, z). Diese Flächenelemente umhüllen, sobald die

Gleichung (14') nicht linear ist, einen Kegel. Auf den Fall, dass die vorgelegte

Differentialgleichung (14) linear ist, kommen wir nachher zu sprechen. Durch
die Gleichung (14') wird nun also jedem Punkte (ic, y, z) ein Kegel durch ihn

zugeordnet, und das Integrationsproblem kommt darauf hinaus, alle Flächen zu

finden, die in jedem ihrer Punkte den zugeordneten Kegel berühren. Die Zu-

ordnung der Kegel zu den Punkten des Raumes wird aber, wie wir wissen, durch

eine Monge'sche Gleichung dargestellt. Wie man rechnerisch die Monge'sche

Gleichung findet, soll uns hier nicht beschäftigen, da wir im dritten Abschnitte

darauf zurückkommen.

Wir erläutern das Vorhergehende durch einige Beispiele, die für

unsere Zwecke eine hervorragende Wichtigkeit haben:

I.Beispiel. !• Beispiel: Vorgelegt sei die schon früher (S. 255) betrachtete

Monge'sche Gleichung

(16) dx' -\- dy'^ — x'd2' = (x=^0)

oder

(16') a;'2-fi/'2_ 5^2/2 = 0.
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Hier sind, wie wir wissen, die Elementarkegel congruente Rotations-

kegel, deren Axen der ^-Axe parallel sind und deren Mantellinien den

Winkel y mit der (ici/) -Ebene bilden, wobei

tgy =
ist. Hier also ist die Ebene

ih — ^) — i>(£ — ^) — 2i^ — y) = ^

dann Tangentialebene des Elementarkegels im Punkte (x, y, z), wenn

sie ebenfalls diesen Winkel mit der (ic«/)-Ebene bildet, wenn also

d. b.

l+/ + 3^ = 7t« + 1

ist. Mithin ist

die partielle Differentialgleichung erster Ordnung im vorliegenden

Beispiele. Man findet sie natürlich auch durch directe Anwendung

des oben gegebenen Verfahrens. — In diesem Beispiel ist es leicht,

Integralflächen der partiellen Differentialgleichung zu bestimmen, Flächen

also, deren Tangentenebenen sämtlich den Winkel y mit der (ic?/)- Ebene

bilden. Zunächst gehören hier-

zu die oo^ Ebenen, die diese

Neigung haben und ferner alle

die od^ Rotationskegel, deren

Mantellinien den Winkel y mit

der (ici/) -Ebene bilden. (Siehe

Fig. 55.) Wenn wir eine be-

liebige Schar von oo^ jener

Ebenen mit der Neigung y
herausgreifen, so erhalten wir

als Umhüllende derselben eine

abwickelbare Fläche. Da ihre

Tangentenebenen gerade die gewählten oo^ Ebenen sind, so erfüllt

diese abwickelbare Fläche die Bedingung, die wir an eine Integral-

fläche stellen müssen. Jede abwickelbare Fläche also, die von oo^

Ebenen umhüllt wird, die den Winkel y mit der (icj^) -Ebene bilden,

ist eine Integralfläche.

Hiermit sind aber auch alle Integralflächen bestimmt. Denn eine

beliebige Integralfläche muss notwendig abwickelbar sein. Wäre sie

Fig. 55.
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dies nicht, so hätte sie oc^ Tangentenebenen und wir müssten fordern,

dass diese Ebenen sämtlich den Winkel y mit der (a?i/) -Ebene bilden.

Es giebt jedoch gerade nur <x>^ Ebenen mit dieser Neigung. Sie um-

hüllen aber augenscheinlich nicht sämtlich eine Fläche. Nicht-ab-

wickelbare Integralflächen giebt es somit nicht. Soll nun eine ab-

wickelbare Integralfläche hergestellt werden, so müssen die Ebenen, die

sie umhüllen, als ihre Tangentialebenen den Winkel y mit der (xy)-

Ebene bilden. So kommen wir wieder zu den oben bestimmten

Integralflächen.

Erinnern wir uns daran, dass im gegenwärtigen Beispiel alle oo^

Elementarkegel bis ins Unendliche ausgedehnt die unendlich ferne

Ebene in ein und demselben Kegelschnitt k schneiden, so können wir

auch sagen: Die Integralflächen der partiellen Differentialgleichung (17)

sind die abwickelbaren Flächen, die den durch (16') in homogenen

Punktcoordinaten x', y' , s' dargestellten unendlich fernen Kegelschnitt

Ä; enthalten, sowie die Ebenen, die diesen Kegelschnitt berühren.

Betrachten wir eine der Integralflächen (vgl. Fig. 56). Als ab-

wickelbare Fläche enthält sie oo^ Geraden, die den unendlich fernen

Kegelschnitt ^ treffen. Wollen wir

in einem Punkte J9 der Fläche den

Elementarkegel des Punktes con-

struieren, so haben wir den Punkt p
mit allen Punkten des Kegelschnittes

Ä; durch Greraden zu verbinden. Die

Tangentenebene der Integralfläche im

Punkte jp aber berührt ^ und ist so-

mit auch Tangentialebene dieses Ele-

mentarkegels, mit dem sie die durch ^
gehende Gerade der Integralfläche gemein hat. In jedem Punkte j>

einer Integralfläche berührt also der Elementarkegel die Fläche längs

der Richtung der durch den Punkt ^ gehenden

Geraden, die li trifft. Daraus folgt, dass diese

oü^ Geraden auf der Integralflüche die CJmrak-

teristiken der Integralfläche sind. In dem
Specialfall, dass die Integralfläche eine den

Kegelschnitt li berührende Ebene e ist (vgl.

Figur 57), sind dies die Geraden der Ebene,

die vom Berührpunkt ausgehen. Jede Inte-

jj,. g^ gralfläche enthält also oo^ den Kegelschnitt

h treffende Geraden als Charakteristiken. Da es

nur oo^ Geraden giebt, die sämtlich h treffen, so folgt, dass überhaupt

Fig. 56.
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nur oo^ Qiarakteristiken vorhanden sind. Im vorliegenden Fall sind also

die Charakteristiken alle die oo^ Geraden, die den WinJcel y mit der

(xy)-Ebene bilden.

2. Beispiel: Betrachten wir allgemeiner überhaupt eine nicht- 2. Beispiel.

lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung, die frei von

X, y, z ist:

(18) f(~ —^ =
In einem Punkte (x, y, z) können dann nur diejenigen Flächenelemente

{x, y, z, p, q) auf Integralflächen durch den Punkt liegen, für die

(18') F{p,q) =
ist. Diese cx)^ Flächenelemente umhüllen einen Kegel. Ihre Ebenen

schneiden die unendlich ferne Ebene in 00^ Geraden, die dort die

Curve c umhüllen, in der jener Kegel die unendlich ferne Ebene

trifft. Wir können p, q als Liniencoordinaten derjenigen Geraden

der unendlich fernen Ebene auffassen, in der die Ebene

h
— 2—p(TC — x) — q())-y) =

des Flächenelementes (x, y, z, p, q) die unendlich ferne Ebene schneidet

(vgl. S. 261). In diesen Liniencoordinaten p, q stellt die Gleichung (18')

die Curve c dar. Ihre Gleichung ist frei von x, y, 0, d. h. für alle

Punkte (x, y, z) ergiebt sich dieselbe Curve c. Der einem beliebigen

Punkte zugeordnete Elementarkegel ist mithin hier der Kegel, der,

bis ins Unendliche ausgedehnt, die Curve c enthält. Die Integral-

flächen sind hier also die Flächen, deren Tangentenebenen die Curve c

berühren. Das vorige Beispiel ist ein Specialfall des jetzigen. Die-

selben Schlüsse wie dort lehren auch hier, dass die Integralflächen einer-

seits die 00^ Ebenen sind, die c berühren, andererseits alle abwickelbaren

Flächen, die c enthalten, ferner dass jede Integralfläche 00^ Geraden

enthält, die c schneiden und längs deren die den Punkten der Fläche

zugeordneten Elementarkegel berühren, sodass diese Geraden mithin

Charakteristiken sind. Insgesamt giebt es also 00^ Charakteristiken, es

sind dies alle Geraden, die c schneiden.

3. Beispiel : Vorgelegt sei eine partielle Differentialgleichung von 3. Beispiel,

der Form*)
/in\ -j-y/dz dz dz c z\ ^

*) Diese partielle Differentialgleichung wurde für specielle Fälle von La-
grange 1774 behandelt (vgl. Oeuvres Bd. 4, S. 83 u. f.). In voller Allgemeinheit
scheint sie zuerst von Monge betrachtet worden zu sein, obgleich er darüber
keine Abhandlung veröffentlicht hat. Man besitzt von ihm nur eine kurze An-
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Die Integralflächen werden von Flächenelementen (x, y, z, p, q) ge-

bildet, die der Gleichung

(19') F(p, q, z — xp — yq) =
genügen. Da die Ebene des Flächenelementes (x, y, z, p, q) die obige

Gleichung (10) oder

(10') j __pg _ g,^ _ (^ _ _p^ _ gy) ==

hat, so können die drei Coefficienten

P, ü, 3—px — qy

als JEbenencoordinaten aufgefasst werden. Daher wird der vorgelegten

partiellen Differentialgleichung zunächst durch oo^ Ebenen genügt,

nämlich durch die Ebenen, deren Coordinaten die Bedingung (19') er-

füllen. Andererseits ist (19') auch aufzufassen als die Gleichung einer

gewissen Fläche Sl in Ebenencoordinaten, und diese Fläche ü ist

Integralfläche. Die vorhin erwähnten oo^ Ebenen sind die Tangenten-

ebenen dieser Fläche il. Der Elementar-

kegel des Punktes p ist mithin der

Tangentenkegel, der sich von diesem

Punkte aus an die Fläche ß legen lässt

(vgl. Fig. 58). Es leuchtet unmittelbar

Fig. 58. ein, dass jeder der Fläche iß umschriebene

Kegel eine Integralfläche ist. Die all-

gemeinste Integralfläche ist eine Fläche, deren Tangentenebenen ebenfalls

Tangentenebenen der Fläche ß sind. Hat die Integralfläche oo^ Tangenten-

ebenen, so ist sie die Fläche ii selbst. Hat sie nur oo^ Tangenten-

ebenen, so ist sie eine abwickelbare Fläche, welche die Fläche Sl

umhüllt.

Jede Integralfläche — ausser der Fläche ß — enthält oo^ von

den oü^ Geraden, die ^ berühren. Sie wird von den Elementarkegeln

ihrer Punkte längs dieser Geraden berührt. Mithin sind hier alle oo^

Tangenten der Fläche il Charakteristiken und zwar alle Charakteristiken

überhaupt.

Dieses dritte Beispiel umfasst die beiden vorhergenannten. Die

soeben betrachtete Kategorie von partiellen Differentialgleichungen

erster Ordnung kann dadurch charakterisiert werden, dass sie unter

anderen auch oo^ Ebenen als Integralflächen besitzt. Ausserdem haben

wir gesehen, dass die allgemeinste Integralfläche dwch Umhüllung aus

deutung in dem Werke: Application de Vanalyse ä la geometrie, 4. Aufl., 1809,

S. IV. Vgl. Chasles, Apergu historique etc., Bruxelles 1837, Note XXX, sowie

Rapport etc., Paris 1870. S. 90.
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diesen oo^ Ebenen abgeleitet werden kann, sowie dass hier oo^ und nur

oo^ Charakteristiken vorhanden sind, nämlich gerade Linien.

Die partielle DiflFerentialgleichung

(14) F{oo,y,z,llJ^)^0 ^

definiert oo* Flächenelemente (x,y, z, p,q), die der Gleichung

(14') F{x,y,z,p,q) =
genügen. Die oo^ dieser Flächenelemente, die den Punkt {x, y, z)

gemein haben, umhüllen nur dann keinen Kegel, wenn die Gleichung

(14') linear m p, q^ ist. Diesen Ausnahmefall wollen wir hier noch

besprechen.

Es sei also vorgelegt eine in o— und -^ lineare partielle Differential-
p p^g^i

gleichung erster Ordnung:

(20) cc(x, y,z)^-\- ß(x, y, z) 1^ = y(x, y, z).

Sie lässt sich nicht wie die anderen partiellen Differentialgleichungen

mit einer Monge'schen Gleichung in Beziehung bringen. Die Integral-

flächen, die durch den Punkt (x, y, z) gehen, haben daselbst Tangenten-

ebenen:

h- z—p(jß — x)-q(t) — tj) =
und bestimmen somit wie im allgemeinen Fall in diesem Punkte (x,y,z)

oo^ Flächenelemente (x, y, z, p, q), die durch die lineare Gleichung

(20') ap + ßq = y

definiert sind. Aber diese <x^ Flächenelemente, deren Richtungscosinus

proportional p, q, — 1 sind, gehen sämtlich durch eine Fortschreitungs-

richtung des Punktes (x, y, z), bilden also ein BüscJiel von Flächen-

elementen. Bezeichnen dx, dy, dz die Incremente, die x, y, z längs

der Axe des Büschels erfahren, so ist also für alle diese oo^ Flächen-

elemente

dz — pdx — qdy = 0,

d. h. nach (20')

/cf-i\ dx dy dz
^ / a ß y

Es ist dies ein System von zwei simultanen gewöhnlichen Differential-

gleichungen in X, y, z, das oo^ Integralcurven besitzt. Die Integral-

curven sind die Curven, deren Tangenten in jedem ihrer Punkte {x, y, z)

die Axen der Büschel von Flächenelementen vorstellen, die dem Punkte

zugeordnet waren. Um die partielle Differentialgleichung (20) zu
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integrieren, muss man die Flächen finden, die in jedem ihrer Punkte

(x, y, £) eines dieser Flächenelemente besitzen. Daher sind die Integral-

flächen diejenigen Flächen, die in jedem ihrer Punkte {x,y, z) die Axe

des dem Punkte zugeordneten Büschels zur Tangente haben. Daraus

folgt, dass eine jede Integralfläche die Integralcurven der Gleichungen

(21) enthält, die gdurch ihre Punkte gehen. Mithin ergiebt sich die

allgemeinste Integralfläche, indem man die Flächen bestimmt, die cx)^

Integralcurven des Systems (21) enthalten. Übrigens ist dieser Zu-

sammenhang zwischen (20) und (21) aus der elementaren Theorie der

Differentialgleichungen bekannt.

§ 2. Ältere Untersuchungen über Geradenscharen im. Räume.

Es soll Her eine geschichtliche Darlegung der Entwickelung der heutigen

Theorie der Liniencomplexe und Strahlensysteme eingeschaltet werden. Freilich

ist sie nur knapp und insbesondere auf schon fortgeschrittene Leser berechnet. Wir
heben daher mit Nachdruck hervor, dass dieser Paragraph ohne Schaden für das

Verständnis des Späteren von solchen Lesern überschlagen werden mag, denen

er zu schwer erscheint. —
Schon in den bisherigen Entwickelungen dieses zweiten Abschnittes wurden

wir bei mehreren Gelegenheiten auf die Betrachtung von Geradenscharen im Baume
geführt, und im Laufe dieses Werkes werden derartige Raumgebilde oft eine

wichtige Rolle spielen. Es erscheint uns aus diesem Grunde zweckmässig, jetzt

einen knappgefassten und im wesentlichen nach der geschichtlichen Aufeinander-

folge der Entdeckungen angeordneten Überblick über die Theorie der Geraden-

scharen im Räume zu geben. Wir berichten dabei über diejenigen hierher-

gehörigen Arbeiten, die bis zu Plücker's liniengeometrischen Untersuchungen

reichen. In den beiden nächsten Paragraphen entwickeln wir sodann in kurzen

Zügen die wichtigsten von Plücker selbst herrührenden liniengeometrischen Ideen

und wenden uns sodann zu neuen Theorien.

Unter- Die aus dem vorigen Jahrhundert stammenden Untersuchungen über Geraden-

im°vori|en scharen im Räume haben , soweit uns bekannt , einen sehr speciellen Charakter.

Jahr- Behauptet man doch sogar, dass erst Monge die analytische Darstellung einer
ert.

(]}.gj.3^(jejj ijjj Räume gegeben habe. Es ist wahrscheinlich, dass man zuerst solche

Geradenscharen betrachtet hat, die nur oo^ Geraden enthalten, d. h. die Geraden-

scharen von Regelflächen. Hierbei erinnern wir daran, dass der jetzt so wohl-

bekannte Satz, dass jede nicht abwickelbare Fläche zweiten Grades in zwei

Weisen von Geraden erzeugt wird, zuerst von einem Schüler von Monge ge-

funden wurde, dessen Name uns jedoch nicht überliefert ist. Verhältnismässig

frühzeitig hat man natürlich auch gewisse specielle Scharen von oo* Geraden
betrachtet; es bildet ja z. B. der Inbegriff aller Tangenten einer Fläche eiüe

Euler derartige specielle Schar von oo^ Geraden. Femer haben Euler und Monge
Monge, gewisse specielle Scharen von oo* Geraden eingeführt, nämlich die Scharen der

Normalen von Flächen. Monge*) bemerkte, dass sich die Normalen einer

*) Monge, Sur les lignes de courbure de la surface de l'eUipsoide, Journal
de rficole polyt. 2. Heft (1795— 96), S. 145. Hierin findet sich als Einleitung
ein Expose sommaire des proprietes des surfaces courbes par rapport ä leurs

courbures, S. 146— 149. Vgl. auch Mämoires de l'Academie 1781, S. 684. Die
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Fläche in zwei Weisen zu je oo^ developpabeln Flächen zusammenfassen lassen.

Diese Bemerkung führte ihn einerseits zu dem wichtigen Begriff der Krümmungs-
linien, andererseits zu dem Begriff: Krümmungsmittelpunkte und in Verbindung
damit zu dem Satze, dass die Normalen einer Fläche Doppeltangenten einer

andern Fläche sind, nämlich der Fläche aller Krümmungsmittelpunkte. Ferner

erkannte Monge, dass diejenigen Normalen, die einer gegebenen Normalen n
unendlich benachbart sind, sämtlich zwei zu einander senkrechte, aber einander

nicht schneidende Geraden treffen, nämlich die Geraden, die in dem ersten bez.

zweiten Krümmungsmittelpunkte auf der Normalen n senkrecht stehen und der

Tangente der zweiten bez. ersten Krümmungslinie parallel laufen.

Da es im ganzen oo* Geraden

^ ^ rz -\- Q, y =^ sz -\- 6

im Räume giebt, so enthält eine Geradenschar, die nicht aus allen Geraden des

Raumes besteht, entweder oo^ oder oo* oder aber oo* Geraden. Die Mathe-
matiker des vorigen Jahrhunderts, insbesondere Euler und Monge, haben also

zu diesen drei Kategorien von Geradenscharen specielle Beispiele gefunden und
untersucht. In unserem Jahrhundert haben nun die Untersuchungen über Geraden-

scharen im Räume nach und nach einen allgemeineren Charakter angenommen.

Im Jahre 1808 betrachtete Malus *) die Annahme, dass jedem Punkte Malus.

(x, y, z) des Raumes eine Gerade durch den Punkt zugeordnet sei durch solche

Gleichungen in den laufenden Coordinaten j, Q, j:

j _ a; = r(ä — 2), \)
— y = s{i — z),

in denen r, s gegebene Functionen von x, y, z sind:

r = Bix,y,z), s = S{x,y,z).

Er wählte insbesondere diejenigen Geraden dieser Schar aus, die den Punkten

{x -\- dx, y -\- dy, z -\- dz) in der Umgebung des Punktes {x, y, z) zugeordnet

sind, und untersuchte, welche unter diesen Geraden die Gerade des Punktes

(a;, y, z) schneiden. Die Gleichungen der Geraden, die dem Punkte {x -\- dx,

y -\- dy, z -\- dz) zugeordnet ist, lauten:

l — X — dx ^ {R -\- dB) ii
— z — dz),

t)-y-dy=^ {S + dS){i-z- dz).

Diese Gerade schneidet die Gerade des Punktes {x, y, z), wenn die zuerst von
Malus aufgestellte Bedingung erfüllt ist:

{Bdz — dx) dS—{Sdz — dy)dR = 0,

die in dx, dy, dz vom zweiten Grade ist, da dB und dS in dx, dy, dz linear

sind. Hiermit gelangte also Malus zu einer Monge'schen Gleichung zweiten

Grades

:

(22) «11 dx- -\- «22 dy^ -{- «SS dz^ -\- 2a^g dy dz -j- 2^31 dz dx -\- 2«^ dxdy = 0,

in der die Coefficienten a^.^ Functionen von x, y, z bedeuten. Es wurde in dieser

Vorlesungen von Monge an der ^ßcole polytechnique sind später von Monge
zusammengestellt worden in dem berühmten Werke: Application de Vanalyse ä
la geometrie, letzte Auflage besorgt von Liouville, Paris, 1850. Daselbst vgl.

insbesondere § 15.

*) Malus, Optique, Journal de TlEcole polyt., 7. Bd., 14. Heft (1808), S. 1.

Vorher (1806) erschien von demselben Verfasser eine kurze nur Einiges enthaltende
Note: Optique in der Correspondance de TEcole polyt. I, S. 142.
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Allgem.
liinien-

complex.

Weise jedem Punkte ein Elementarkegel zweiten Grades zugeordnet, den man
mit Recht als den Malus'schen Kegel bezeichnet hat. Zur Vermeidung von
Irrtümern sei besonders hervorgehoben, dass die oo* von Malus betrachteten

Geraden durchaus nicht Integralcurven der obigen Monge'schen Gleichung sind.

Da Malus jedem der oo^ Punkte des Raumes eine durch ihn gehende
Gerade zuordnete, so betrachtete er eine Schar von oo^ Geraden, also — wie wir
uns heutzutage ausdrücken — einen allgemeinen Liniencomplex. Er hat also den
Satz aufgestellt: Sobald jeder Geraden eines Liniencomplexes ein Punkt auf ihr

zugeordnet wird, so findet die Bedingung des Schneidens solcher Geraden, deren
zugeordnete Punkte einander unendlich benachbart sind, ihren analytischen Aus-
druck in einer Monge'schen Gleichung zweiten Grades.

Aus diesem Satze, der wohl als der älteste Satz über Liniencomplexe zu
bezeichnen ist, zog Malus einen wichtigen Schluss, der sich auf Scharen von Oü*

Strahlen- Geraden bezieht, also auf Scharen, die man jetzt Strahlensysteme zu nennen pflegt.
Systeme. ^^ betrachtete nämlich die Punkte einer Fläche

fpi^, 2/, ^) =
und die ihnen nach seinen Festsetzungen zugeordneten, durch die betreffenden

Punkte gehenden Geraden. Damit erhielt er cx)* Geraden, d. h. ein allgemeines
Strahlensystem. Der durch die Monge'sche Gleichung (22) definierte Elementar-
kegel eines Punktes {x, y, z) der Fläche bestimmt nun zwei Fortschreitungs-

richtungen auf der Fläche durch seinen Schnitt

mit der Tangentenebene des Punktes (a;, y, z).

Demnach wird die ganze Fläche qp = von
zwei Scharen von je oo^ Curven c, k derart

überdeckt, dass je zwei consecutive Geraden
des Strahlensystems, die durch successive

Punkte einer dieser Curven gehen, einander

schneiden (siehe Fig. 59). Die Geraden des

Strahlensystems ordnen sieh daher in zwei

Scharen von je cx)^ abwickelbaren Fläclien

an, und diese Flächen schneiden die Fläche

qo= in jenen zwei Scharen von je oc^ Curven.

Diese Curven c, k sind zugleich diejenigen

Integralcurven der Monge'schen Gleichung

(22), die auf der Fläche qp = verlaufen.

Zieht man auf der Fläche qp = eine be-

liebige Curve, so werden die Geraden des

Strahlensystems, die durch die Punkte dieser

Curve gehen, eine Regelfläche bilden. Jede

Curve der Fläche kann daher als das Bild

einer Regelfläche angesehen werden, deren

Geraden dem Strahlensystem angehören. Insbesondere sind mithin diejenigen

Integralcurven der Monge'schen Gleichung (22), die auf der Fläche qp = ver-

laufen, die Bilder der Developpabeln, deren Geraden dem Strahlensystem zugehören.

Diese zweimal oo^ abwickelbaren Flächen haben nun zweimal oo* Rückkehr-

curven C, K. Da nun diese Rückkehrcurven C, K der Developpabeln zwei

Flächenmäntel erzeugen — die übrigens zusammen im allgemeinen eine irredu-

cibele Fläche bilden werden — , so erkannte Malus weiterhin, dass alle Strahlen

eines Strahlensystems Doppeltangenten einer aus zwei Mänteln bestehenden Fläche

sind. Diese Fläche hat man die Brennfläche oder auch ihre beiden Mäntel die

Brennflächen des Strahlensystems genannt.

Fig. 59.
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Erwähnt werden muss hierbei allerdings noch der Ausnahmefall, dass sich

die Rückkehrcurven einer der Scharen von oo^ Developpabeln auf Punkte redu-

cieren können, sodass die eine oder beide Brennflächen Brenncuwen werden. Man
kommt so zu den Strahlensystemen, deren Geraden diejenigen Tangenten einer

gegebenen Fläche (Brennßäche) sind, die ausserdem eine gegebene Curve {Brenn-

curve) schneiden, und insbesondere zu den Strahlensystemen, die aus den TrefiP-

geraden zweier Curven (Brenncurven) oder aus den Secanten einer Curve (Brenn-

curve) bestehen *). Auch kann es vorkommen , dass die beiden Mäntel der Brenn-

fläche zusammenfallen **).

Durch jeden Punkt (x, y, z) der Fläche qp = gehen zwei abwickelbare

Flächen, deren Geraden dem Strahlensystem angehören. Diese beiden Flächen

schneiden sich in dem Strahl des Punktes (ic, ?/, z) nach einem gewissen Winkel,

der im allgemeinen von Punkt zu Punkt ein anderer sein wird. Malus stellte

nun noch die Bedingung dafür auf, dass dieser Winkel beständig ein Rechter

ist, und kam so zu dem Strahlensystem, dessen Geraden die Normalen der Fläche

qp = sind, sodass die oben erwähnten auf der Fläche gelegenen zweimal oo^

Integralcurven c, k der Monge'schen Gleichung (22) die Krümmungslinien der

Fläche werden***).

Auf die schönen Anwendungen, die Malus von diesen Betrachtungen in

der Optik gemacht hat, gehen wir erst später ein. Es dürfte dagegen angebracht

sein, zu betonen, dass Monge und Malus durch ihre EntwicJcelungen im Grunde

die moderne Theorie der Strahlensysteme geschaffen haben.
'

Nach Malus haben sich viele Mathematiker mit liniengeometrischen Problemen

beschäftigt, indem sie zum Teil specielle Geradensysteme mehr oder minder ein-

gehend untersuchten und zum Teil Beiträge zur allgemeinen Theorie der Geraden-

systeme gaben.

Binet betrachtete 1811 f) das System der oo^ Hauptträgheitsaxen eines Binet.

starren materiellen Körpers in bezug auf die verschiedenen Punkte des Raumes
und zeigte, dass sie die Normalen einer Schar von confocalen Flächen zweiten

Grades sind. Diese Schar wurde dann von Ampere 1821 weiter untersucht ff). Ampöro.
Der von diesen Geraden gebildete Liniencomplex ist in neuerer Zeit unter dem

*) Man hat neuerdings die Frage aufgeworfen, ob es Strahlensysteme giebt,

deren Geraden eine Curve C dreimal treffen. Die Fragesteller hatten offenbar

nicht bemerkt, dass diese Frage factisch durch Malus erledigt ist. Denn definiert

man wie Malus ein Strahlensystem als die den Punkten einer Fläche <p = zu-

geordneten Strahlen, so müsste es unter den Strahlen, die durch die einem Punkte
p der Fläche cp = benachbarten Punkte der Fläche gehen, drei geben, die

den Strahl des Punktes p schneiden. Dann also müsste der Elementarkegel
zweiten Grades (22) des Punktes p mit der Tangentenebene des Punktes drei

Geraden gemein haben, also alle. Dies führt mithin auf das triviale Strahlen-

system, das aus allen Geraden in einer Ebene besteht.
**) Insbesondere kann es vorkommen, dass die beiden Mäntel der Brenn-

fläche zusammenfallen sowie auch die beiden Berührpunkte jedes Strahles mit
den Brennflächen. Alsdann sind die Strahlen die Haupttangenten einer Fläche
(der Brennfläche). Hierauf kommen wir später zurück.

***) Dieser specielle Fall ist, wie oben erwähnt wurde, schon von Monge
betrachtet worden. Einige ältere Verfasser haben wohl mit Unrecht Monge die

allgemeineren Betrachtungen zugeschrieben, die Malus anstellte.

f) Binet, Memoire sur la theorie des axes conjugues et des momens d'itiertie

des Corps. (Gelesen im Institut 1811.) Journal de l'Ecole polyt., 16. Heft, 9. Bd.
S. 41.

ff) Ampere, Memoire sur quelques nouvelles proprietes des axes permanens
de rotation des corps et des plans directeurs de ces axes. (Gelesen 1821.) M^moires
de TAcadömie des sciences, 5. Bd., gedruckt 1826, S. 86.
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Namen: tetraedraler Complex vielfacli behandelt worden, und wir kommen im
nächsten Kapitel ausführlich hierauf zurück. Bei Ampere findet sich auch die

explicite Darstellung des Kegels zweiten Grades, der von allen den Geraden
dieses Complexes gebildet sind, die durch einen gegebenen Punkt gehen.

Aus den ersten Jahrzehnten unseres Jahrhunderts stammen ferner die ersten
Linearer Untersuchungen über lineare Liniencomplexe. Man versteht darunter diejenigen

complex. Scharen von oo^ Geraden, denen die Eigenschaft zukommt, dass durch jeden

Punkt (x>^ ein ebenes Büschel bildende Geraden der Schar gehen. Durch einen

derartigen Complex wird also jedem Punkt {Nullpunkt) eine durch ihn gehende

Ebene {Nullebene) zugeordnet, und diese Zuordnung, die man nach Möbius als

Nullsystem, ein Nullsystem bezeichnet und die wir im vorigen Kapitel auseinandergesetzt

haben, ist es, die zuerst in der geschichtlichen Entwickelung auftrat. Dabei

ging man wie beim tetraedralen Complex von mechanischen Überlegungen aus,

indem man an die Bewegungen im Räume anknüpfte. Soweit uns bekannt, wurden

Giorgini. die Nullsysteme zuerst von Giorgini 1827*) behandelt. Später (1833) gelangte

Möbius. Möbius**), wie es scheint, auf demselben Wege, zu den Nullsystemen und den

damit verbundenen linearen Complexen, die aus den Geraden bestehen, die wir

im vorigen Kapitel als die Nullgeraden bezeichneten. Hinzuzufügen ist, dass

Chasies. sich später (1837) auch Chasles***) mit den Beziehungen zwischen infinitesi-

malen Bewegungen und linearen Complexen eingehend beschäftigte.

Indem wir wieder zu den Strahlensystemen übergehen, müssen wir bis zum
Hamilton. Jahre 1830 zurückkehren, um Hamilton f) zu erwähnen. Man nennt Hamilton

gern den eigentlichen Begründer der Theorie der Strahlensysteme. So verdienst-

voll aber auch die liniengeometrischen Arbeiten dieses hervorragenden Forschers

sind, glauben wir doch hervorheben zu müssen, dass Malus lange vorher die

grundlegenden Ideen entwickelte. Wir knüpfen hier an, dass sich viel später

Kummer. (1859) auch Kummer ff) mit der allgemeinen Theorie der Strahlensysteme be-

fasste. Er führte das Dichtigkeitsmass für Strahlensysteme ein, das insbesondere

für das System der Normalen einer Fläche mit dem Gaussischen Krümmungsmass
der Fläche identisch ist. Kummer's allgemeine Untersuchungen über Strahlen-

systeme dürften indess vielleicht weniger Bedeutung für die Entwickelung der

Geometrie gehabt haben als seine Untersuchungen über Strahlensysteme erster und
zweiter Ordnung aus dem Jahre 1866 fff). Die Betrachtung der zugehörigen

Brennflächen führte ihn zu wichtigen Flächen, unter andern zu der nach ihm
benannten Fläche vierter Ordnung und vierter Classe, die als besonderen Fall

die viel früher untersuchte Fresnel'sche Wellenfläche umfasst.

*) Memorie di mat. della soc. ital. delle scienze, 20. Bd., Modena 1827.

Diese Arbeit ist uns leider nicht zugänglich gewesen.
**) Möbius, Über eine besondere Art dualer Verhältnisse zwischen Figuren

im Baume, Crelle's Journal 10. Bd. (1833), S. 317, vgl. auch Lehrbuch der Statik,

Erster Teil, Leipzig 1827, § 69, § 84 u. s. w. (Ges. Werke 3. Bd.).
***) Chasles, Äpergu historique sur Vorigine et le developpement des methodes

en geom. (1837), dtsch. v. Sohncke (1839), daselbst Note XXXIV, § 4— 6, S. 451,
sowie: Proprietes geometriques relatives au mouvement infiniment petit d'un corps

solide libre dans Vespace Comptes Eendus 16. Bd. (1843), S. 1420.

f) Hamilton, Supplements to an essay an the theory of Systems of rays.

Transactions of the ß. Irish Acad., 16. Bd. (1830), S. 3.

ff) Kummer, Allgemeine Theorie der geradlinigen Strahlensystem^. Crelle's

Journal Bd. 57 (1860), S. 189 (datiert von 1859).

fff) Kummer, Über die algebraischen Strahlensysteme, insbesondere über die

der ersten und zweiten Ordnung. Abhandl. der Berliner Akademie 1866 (gedruckt

1867), S. 1.
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Interessant sind einige Untersuchungen von Abel Transon*) (1861), in Transon.

denen er die in einem Liniencomplexe enthaltenen Strahlensysteme, die Normalen-

systeme von Flächen sind, zu bestimmen unternimmt. Dies Problem kommt zurück

auf das der Integration einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung, die

sich sofort aufstellen lässt, sobald die Gleichung des Complexes in den vier

Bestimmungsstücken der Geraden vorliegt. Charakteristisch für die Kategorie von

Differentialgleichungen, auf die man so geführt wird, ist, dass mit einer Fläche

auch alle oo^ Parallelflächen Integralfiächen sind, dass also die partielle Difl'erential-

gleichung eine infinitesimale Dilatation im Räume zulässt. Der Leser wird den
Begi-iff Dilatation im Räume aus dem entsprechenden in der Ebene sofort ableiten

können, wenn er nur die Linienelemente durch Flächenelemente ersetzt. Transon
erkannte, dass das Integrationsgeschäft bei seiner Kategorie von partiellen Diffe-

rentialgleichungen gewisse Vereinfachungen gestattet. Ähnliche Vereinfachungen

treten überhaupt ein, wenn eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung
eine infinitesimale Berührungstransformation zulässt. Doch gehen wir auf diesen

letzteren Punkt erst viel später ein.

Ein besonderes Interesse bieten einige lange Zeit unbeachtet gebliebene

Untersuchungen, in denen der Begriff Liniencooi'dinaten in richtiger Weise, wenn iiinien-

auch zuerst ohne die moderne Bezeichnung, eingeführt wurde. Da die oo* Geraden*^""'

X = rz -\- q, y ^^ sz -\- 6

von den vier wesentlichen Constanten r, s, q, g abhängen , so stellt eine Gleichung
zwischen r, s, q, a die Geraden eines Liniencomplexes dar. Hier bemerkte man
aber, dass sich, wenn eine solche Geradenschar durch eine Gleichung w*"" Grades
in r, s, p, <; dargestellt wird, der Grad n bei orthogonaler Transformation (und

umsomehr bei projectiver Transformation) ändert. Man fand nun — und das ist

die eigentliche Grundlage der neueren Liniengeometrie — , dass es möglich ist,

statt jener vier Bestimmungsstücke der Geraden deren fünf, r, s, q, a, t}, in solcher

Weise einzuführen, dass der Grad der Gleichung eines Complexes bei den ge-

nannten Transformationen ungeändert bleibt. Natürlich muss zwischen diesen

fünf Liniencoordinaten eine gewisse Relation bestehen.

Hierauf kommen wir im nächsten Paragraphen zurück, und wir beschränken

uns hier auf kurze geschichtliche Notizen. Ursprünglich hat man nicht jene vier

oder fünf Liniencoordinaten eingeführt, sondern deren sogar sechs homogene:

Im Jahre 1844 bestimmte Grassmann in seiner Ausdehnungslehre**) zuerst Grassman n.

die Gerade im Räume durch sechs Grössen, die er Zeiger nannte und die im
Grunde genommen nichts anderes sind als die sechs homogenen Liniencoordinaten.

Er fügte hinzu, dass die Bestimmung der geraden Linie durch ihre Zeiger zu

eigentümlichen, bisher nicht beachteten Gebilden führe, die er zuerst in einer

Abhandlung in Crelle's Journal 24. Bd. (1842) ***) der Betrachtung unterworfen

habe. Beim Neudruck seiner Ausdehnungslehre im Jahre 1877 schaltete er noch

die Anmerkung ein: „Diese Gebilde sind besonders seit Plücker's letztem Werke
«Neue Geometrie des Raumes 1868» vielfach von den ausgezeichnetsten Mathe-

matikern bearbeitet worden und bilden den Hauptgegenstand der heutigen Linien-

geometrte/'^ Obgleich er auf seine Abhandlung in Crelle's Journal 24. Bd. ver-

weist, können wir doch die Ansprüche, die er mit diesem Citate in bezug auf die

*) Transon, Memoire sw les proprietes d'un ensemble de droites menees de

tous les points de l'espace, suivant une loi continue. Journal de l'Ecole polyt.,

38. Heft, 22. Bd. (1861), S. 193.
**) Grassmann, Die lineale Ausdehnungslelire , Leipzig 1844, insbesondere

S. 167 u. 170, in den Gesammelten Werken 1. Bd., 1. Teil, S. 192 u. 195.
***) Grassmann, Theorie der Centralen, Crelle's Journal 24. Bd. (1842),

S. 262 u. 372.

Lie, Geometrie der Berührungstransformationen I. 18 [15, IX. 1895.]
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Liniengeometrie erhebt, nicht anerkennen. In der Fortsetsimg*) jener Abhandlung
im 25. Bande (1843) hatte er allerdings Bestimmungsstücke von Geraden ein-

geführt, aber nur Bestimmungsstücke jener oo^ Geraden, die eine feste Gerade
schneiden, und zwar gab er dafür vier Bestimmungsstücke, die einer Relation

zweiten Grades genügen.

piüokor. Plücker hob im Jahre 1846**) ausdrücklich hervor, dass eine Gerade im
Räume von vier Bestimmungsstücken abhängt, und nannte die oben erwähnten
Bestimmungsstücke r, s, q, c die Liniencoordinaten. Er setzte hinzu, dass sich

die Liniengeometrie des Raumes als eine sinnliche Geometrie eines vierdimen-

sionalen Raumes auffassen lässt. Auf diese Bemerkung kommen wir nachher
zurück. Durch seinen Übergang zu physikalischen Arbeiten wurde Plücker für

lange Jahre an der Ausführung der von ihm angedeuteten Ideen gehindert.

Cayley. Unabhängig von Grassmann benutzte Cayley 1859 ***) die sechs homogenen
Liniencoordinaten, ohne auf ihre Bedeutung als solche besonderes Gewicht zu

legen. Hauptsache war ihm nämlich vielmehr die interessante Bemerkung, dass

man eine Raiimcurve analytisch durch eine Gleichung darstellen kann. Er stellte

sie nämlich dar durch die Gleichung, die zwischen den Liniencoordinaten der

oo® Treffgeraden jener Curve besteht. Er ersetzte also factisch die Raumcurve
durch den Liniencomplex aller Geraden, welche die Curve treffen.

Augenscheinlich unabhängig von Grassmann und Cayley führte alsdann

Plücker. Plücker 1865 f) die oben erwähnten /Vm/" Liniencoordinaten r,s,Q,6,r] sowie

die sechs homogenen Liniencoordinaten in die Geometrie ein und machte viele

Kummer, wichtige Anwendungen von ihnen. Im folgenden Jahre hat auch Kummer die

sechs homogenen Liniencoordinaten benutzt ff).

Es möge hier noch auf die geschichtliche Entwickelung eines für die Linien-

Baum von geometrie äusserst wichtigen Begriffes, nämlich des Begriffes: Baum vmi n Di-
n Dirnen- mcnsionen, hingewiesen werden. Gewiss ist lange vor Grassmann und Plücker
sionen. ^^^ abstracte Begriff des w-fach ausgedehnten Raumes in der Analysis auf-

getreten; wir meinen damit die Anschauung, dass es für die Auffassung der

Beziehungen zwischen Gleichungen in w Veränderlichen x^^ x^, . . . x^ zweckmässig

ist, die Begriffe und die Terminologie der analytischen Geometrie auf einen ab-

stracten «-fach ausgedehnten Raum auszudehnen, also statt Wertsystem {x^ . . .x^)

Punkt, statt System von q Gleichungen in x^ . . . x^ auch (n — g)-fach ausgedehnte

Mannigfaltigkeit u. s. w. zu sagen. Wir halten es für wahrscheinlich, dass nicht

allein Gauss und Cauchy, sondern auch Euler und Lagrange mit solchen

Vorstellungen operiert haben, wenn sich auch kaum deutliche Beweise hierfür in

den Veröffentlichungen der beiden letzteren Mathematiker erbringen lassen.

*) Desgl. Fortsetzung, Crelle's Journal 25. Bd. (1843), S. 57, vgl. insbesondere
S. 62 u. f.

**) Plücker, System der Geometrie des Maumes in neuer analytischer Be-
handlungsweise , insbesondere die Theorie der Flächen zweiter Ordnung und Classe

enthaltend, Düsseldorf 1846, 2. Aufl. 1852. Siehe insbes. Nr. 258 (S. 322).
***) Cayley, On a new analytical representation of cwives inspace, Quarterly

Journal of Math. 3. Bd. (1860), S. 225 (datiert von 1859), u. 5. Bd. (1862), S. 81
(datiert von 1860). Beide Abhandlungen in den Collected Papers 4. Bd., S. 446
u. 490.

f) Plücker, On a new geometry of space, Philosoph. Transactions 155. Bd.

(1865), S. 725, übersetzt in Liouville's Journal de Math. 2. Serie 11. Bd. (1866),

S. 337. Ferner in dem Werke: Plücker, Neu£ Geometrie des Baumes, gegründet

auf die Betrachtung der geraden Linie als Baumelement, herausgeg. von Klein,
Leipzig 1868— 69, auf den ersten Seiten.

ff) Kummer, Über die algebraischen Strahlensysteme u. s. tc, Abhandlungen
d. Berliner Acad. 1866 (gedruckt 1867), S. 1, vgl. insbes. S. 7.
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In Grassmann's erster Ausdehnungslehre vom Jahre 1844: findet man Grnssmann.

jedenfalls den abstracten Begi-iff des «-fach ausgedehnten Raumes in voller

Allgemeinheit. Insbesondere verweisen wir auf folgende Sätze der Note, die

Grassmann in Grunert's Archiv 1845*) darüber veröffentlichte:

„Meine Ausdehnungslehre bildet die abstracte Grundlage der Raumlehre,

das heisst, sie ist die von allen räumlichen Anschauungen losgelöste, rein mathe-

matische Wissenschaft, deren specielle Anwendung auf den Raum die Raum-
lehre ist."

„Doch sind die Sätze der Ausdehnungslehre nicht etwa blosse Übertragungen

geometrischer Sätze in die abstracte Sprache, sondern haben eine viel allgemeinere

Bedeutung; denn, während die Raumlehre gebunden bleibt an die drei Dimen-

sionen des Raumes, so bleibt die abstracte Wissenschaft von diesen Schranken frei."

Grassmann fasste also die von Descartes und seinen Nachfolgern be-

gründete analytische Geometrie des Raumes als eine reine Analysis in drei Ver-

änderlichen auf, und diese rein analytische Wissenschaft dehnte er mit voller

Consequenz auf n Veränderliche aus. Mag auch Grassmann den Wert seiner

Ausdehnungslehre vielleicht überschätzt haben, so ist es doch sicher, dass er als

der Begründer des Begriffes: n-dimensionaler Baum in hohem Masse zur Weiter-

entivickelung der Mathematik heigetragen hat.

Auf der andern Seite steht die Idee der Durchführung einer sinnlichen Dar-

stellung der Geometrie des n-fach ausgedehnten Baumes. Sie ist das Verdienst

von Plücker, der — wie wir schon bemerkten (S. 274) — darauf hinwies, dass Piücker.

der gewöhnliche dreidimensionale Raum, sobald man in ihm nicht den Punkt,

sondern die Gerade als Element wählt, als ein vierdimensionales Gebilde er-

scheint, dessen Elemente vier von einander unabhängige Coordinaten r, s, q, a

besitzen. Allerdings sind auch Grassmann solche Ideen wohl nicht fremd

gewesen.

§ 3. Grundlagen der Plücker'sehen Liniengeometrie.

Öfters schon machten wir davon Gebrauch, dass eine beliebige

Gerade im Räume mit den Cartesischen Coordinaten x^ y, z durch

zwei lineare Gleichungen

(23) X = rz A^ ^, y = sz -\- ö

dargestellt wird, in denen r, s, q, a vier Constanten sind derart, dass

verschiedenen Wertsystemen dieser Constanten stets auch verschiedene

Geraden des Raurnes entsprechen. Diese vier Bestimmungsstücke

r, s, Q, 6 können daher mit Plücker (1846) als Coordinaten der

Geraden, als Liniencoordinaten**), bezeichnet werden. vierLinien-
' '

'

coordiuaten.

Stellen wir eine Gleichung zwischen diesen vier Liniencoordi-

naten her:

_______ F{r, s, Q, 6) = 0,

*) Grassmann, Kurze Übersicht über das Wesen der Ausdehnungslehre,
Grunert's Archiv, 6. Bd. (1845), S. 337. Siehe auch die Ausdehnungslehre von 1844,
Leipzig 1878, S. 277, sowie Ges. Werke 1. Bd., 1. Teil, S. 297.

**) Vgl. P 1 ü ck e r ' s schon citiertes Werk : System der Geometrie des Baumes u. s. to.,

Düsseldorf 1846.

18*
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SO werden dureli diese Gleichung oc^ Geraden aus der Gesamtheit aller

oo* Geraden des Raumes ausgewählt; also stellt jede derartige Gleichung
Linien- nach Plücker's Terminologie einen Liniencomplex dar. Diese Dar-
complex. '-' -•

Stellung ist ein Analogon zur analytischen Darstellung einer Curve in

der (aj«/)-Ebene oder einer Fläche im Räume {x,y,z), denn eine Curve

der (rr«/)-Ebene wird durch eine Gleichung

fp(x, y) = 0,

eine Fläche im Räume {x, y, 0) durch eine Gleichung

0(x, y,2) =
gegeben. Aber in einem wesentlichen Punkte ist die Analogie nicht

mehr vorhanden.

Fassen wir nämlich algebraische Gleichungen ins Auge, so ist es

bekannt, dass eine algebraische Gleichung g)(x,y)= oder 0(x,y,2)=O

ihren Grad nicht ändert, sobald man die Punkte auf ein neues recht-

winkliges Coordinatensystem (x', y\ z') bezieht. Denn x'
,
y', 2' drücken

sich in diesem Falle linear durch die alten Coordinaten x, y, z aus.

Entsprechendes gilt nun nicht bei den Liniencoordinaten r, s, q, a.

Man erkennt dies sehr leicht, wenn man z. B. bloss die Änderung

der Coordinatenaxen vornimmt:

x' = X, y' = z, z' = y,

denn bei ihr geht die Gerade (23) über in diese:

x' = ry' -\- Q, z = sy + ö,

und letztere Gleichungen geben nach x' und y' aufgelöst:

, r , , so — rff , 1, G
X = - z -\—^^ —

, y = - z
S ' S ^ "^ s s

Soll aber diese neue Gerade die Liniencoordinaten r', s\ q', 0' haben,

so müssen die letzten Gleichungen dieselben sein wie:

x' = r'z' -\- q', y' = s' z' + ^'7

sodass

(24)

wird.

Wenn nun eine Gleichung w*"" Grades in r', s', q\ a' vorliegt,

und wenn man darin für r', s', q', 0' diese Werte einsetzt, so sieht man

sofort, dass die hervorgehende Gleichung in r, s, q, 6 im Allgemeinen

nicht vom w*®° Grade ist.

Diesem Übelstand lässt sich nun auf folgende Weise abhelfen:

Zu den beiden Gleichungen (23) einer Geraden fügen wir noch diejenige

rc%A\ f r , 1 , SQ — ra , a
(24) r=-, s=~, ^=~~^—, ^--7
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hinzu, die durcli Elimination von z aus ihnen hervorgeht, sodass die

drei Gleichungen vorliegen:

(25) X = rz -\- q^ 1/ = sz -{- 0, ry — sx == ra — sq,

von denen dann eine eine Folge der beiden anderen ist. In diesen

drei Gleichungen treten die fünf Grössen:

r, s, Q, 0, rö — SQ

linear auf. Die letzte bezeichnen wir mit tj:

(26) rj^rö — sq.

Alsdann können wir unter den Liniencoordinaten der Geraden (24)

oder (25) die fünf Grössen r, s, q, 6, rj verstehen, wobei allerdings zu Fünf

beachten ist, dass sich die fünfte, rj, durch die übrigen ausdrückencoordinaten.

lässt infolge von (26).

Wenn wir nun irgend eine orthogonale oder gleich allgemeiner

eine beliebige projective Punkttransformation ausüben, so geht die Ge-

rade (25) mit den Liniencoordinaten r, s, q, 6, rj in eine neue Gerade

mit neuen Liniencoordinaten r', s', q', (?', rf über, wobei

7]' ^E r'ö' — s'q'

zu setzen ist. r', s', p', 0' lassen sich durch r,s,Q,6 ausdrücken, also

auch rj'. Man findet aber, dass sich die fünf Grössen r', s', q\ 6', rf

linear gehrochen mit gleichen Nennern durch die fünf Grössen r, s, q, 0, r]

ausdrücTien lassen. Da wir dies später (S. 285) auf bequemerem Wege
zeigen können, unterdrücken wir hier den Nachweis und führen ihn

nur für das obige specielle Beispiel (24), in dem sich sofort ergiebt:

^r r
,

1 , — 73 ,
G , 9

s

'

s ' " s ' s ' ' s

Liegt nun eine von (26) verschiedene Gleichung in den fünf Linien-

coordinaten r, s, Q, 6, ri vor:

F{r, s, Q, 6, v) = 0,

so definiert sie, da rj den Wert (26) hat und diese Gleichung also

eine Gleichung zwischen den vier ursprünglichen Liniencoordinaten

r, s, Q, 6 ist, 00^ Geraden im Räume. Ist sie algebraisch und vom
j^ten

(Ji-ade in den fünf Grössen r, s, Q, 0,r} und übt man auf die Punkte

des Raumes eine projective Transformation aus, so gehen die 00^ Geraden

in neue Geraden über, deren Liniencoordinaten r', s', 9', ff', rj' sich, wie

bemerkt, linear gebrochen mit gleichen Nennern durch r, s, q, 6,7j aus-

drücken. Umgekehrt drücken sich also auch r, s, q, 6, rj linear ge-

brochen mit gleichen Nennern durch r', s', 9', a', rf aus. Die Gleichung

w*"" Grades 1^= geht also in eine Gleichung w*^° Grades

i^i(r',s»', 7?') =
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in den fünf Liniencoordinaten der oo^ neuen Geraden über. Der

Grad einer algebraischen Gleichung in den fünf Liniencoordinaten

r, s^ Q, 0, 7] bleibt also bei projectiver Transformation des Baumes invariant.

Dieser Ideengang war es, der Plücker 1865*) veranlasste, ausser

r, s, Q, noch als überzählige fünfte Liniencoordinate die Grösse

Tj ^ rö — SQ einzuführen.

Wie man nun mit Vorteil statt der drei gewöhnlichen Punkt-

coordinaten im Räume vier homogene Punktcoordinaten benutzt, so

kann man auch statt der bisherigen fünf Liniencoordinaten sechs

homo'eno J^omogenc Liniencoordinaten einführen. Es kommt alsdann nur auf die

Linien- £^j^£ Verhältnisse dieser homogenen Coordinaten an, und es besteht
coordinaton. O 7

zwischen diesen fünf Werten eine Relation, entsprechend der Relation

(26). Solche homogene Liniencoordinaten wurden durch Grassmann

(1844) und unabhängig von ihm durch Cayley (1859) und Plücker

(1865) eingeführt**).

^"TnT^n"* Nach Grassmann gehen wir von folgender Überlegung aus:

coordinaten.
gjjj^j y^^ y^^ y^^ y^ ^j^j ^^^ ^^^ ^^^ ^^ homogeuc Coordinatcu zweier

Punkte des Raumes und sind äj^, x^, x^, x^ die homogenen Coordinaten

eines veränderlichen Punktes des Raumes, so liegt der letztere Punkt

(x) dann und nur dann auf der Geraden der Punkte (^) und {s), wenn

alle dreireihigen Determinanten der Matrix:

"2 X-x X,

\yi !/2 ^3 Vi
!

^i ^2 -^3 -^4

verschwinden. Die Gleichungen, die durch Nullsetzen dieser drei-

reihigen Determinanten hervorgehen, sind mithin die Gleichungen einer

Geraden in den laufenden Coordinaten x^^, x^, x^, x^. Diese Coordinaten

haben darin als Coefficienten die zweireihigen Determinanten von der

Form
'

Vi Vk
(27) pi.

Zk

(*,Ä;=l,2,a,4).

Insgesamt giebt es sechs solche Grössen pn:, da pa'E^^ und pki^=^—Pik

ist. Diese sechs Grössen, etwa:

*) Vgl. Plücker's in der 4. Fussnote, S. 274, citierte Arbeiten. Implicite

war der im Text erwähnte Übelstand der Veränderlichkeit des Grades bei pro-
jectiver Transformation schon vorher von Grassmann und Cayley durch die

von ihnen eingeführten homogenen Liniencoordinaten überwunden worden. Vgl.

die geschichtliche Übersicht in § 2.

**) Man vergleiche die in den Fussnoten, S. 273 u. 274, genannten Schriften

von Grassmann, Cayley und Plücker, sowie überhaupt die dort im Text
gegebene geschichtliche Darstellung.
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Ihiy Ihsj Ä47 Ihs) P427 Pu)

lassen sich daher nach Grassmann als Jwmogetie Liniencoordinaten (Jer^'"^^'|'"'°"^-

Geraden benutzen, die durch die beiden Punkte (1/) und {2) hin-

durchgeht.

Diese Definition der homogenen Liniencoordinaten pik lehrt un-

mittelbar eine wichtige Eigenschaft derselben bei projectiver Trans-

formation des Raumes. Eine projective Punkttransformation wird

nämlich in den homogenen Punktcoordinaten x^, x^, Xq, x^ dargestellt

durch vier auflösbare lineare homogene Gleichungen:

(28) Xi' = aiiXi-\ \- auXi (i=l,2, 3, 4).

Setzt man also

y/ = anyi-\ \- ciu y^ , z/ = anZi-\ f- au 2^

(i=l,2,3,4),

so ist es eine bekannte Thatsache, dass sich die Determinanten

. _ !
2// yk

I

linear und homogen aus den Determinanten

Uli yk
\

Pik ^
I

Zi Zk \

zusammensetzen. Es kommt ja augenscheinlich:

(29) pik =2 «//, «A- VJV V (i, Ä; = 1 , 2 , 3 , 4).

Somit haben wir:

Satz 4: Bei

Jwmogenen Liniencoordinaten pik linear und Jiomogen transformiert

Satz 4: Bei projectiver Transformation des Baumes werden die ^'°i ^rf.
des Baumes.

Unabhängig von Grassmann hat Cayley 1859 dieselben sechs^^yiey's Be-

homogenen Liniencoordinaten eingeführt. Wir haben Cayley 's Be-

trachtung schon im vorigen Paragraphen erwähnt und wiederholen hier

nur, dass er bemerkte, dass eine Curve, sobald sie als Ort ihrer 00^

Treffgeraden aufgefasst wird, die ja einen Liniencomplex bilden, durch

eine einzige Gleichung zwischen den Liniencoordinaten pi^ dieser

Geraden, eben durch die Gleichung dieses besonderen Complexes,

dargestellt wird. Hierzu tritt sodann die erst von Cayley aufge-

stellte Relation, die stets zwischen den sechs Liniencoordinaten pik be-

stehen muss.

Diese Relation, deren Notwendigkeit schon daraus folgt, dass es
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nur oo* Geraden im Räume giebt, ergiebt sich aus dem Satze, dass

die sechs zweireihigen Determinanten pik der Matrix

Vi Vi Vz Vi

^1 ^2 % ^4
,

eine quadratische Gleichung erfüllen, einem Satze, den Cayley*) schon

1859 als „wohlbekannt" bezeichnete. In der That besteht zwischen

ihnen für alle Werte der y und ^ die Gleichung

(30) P^2Pm + P19P42 + Ä4P23 = 0,

wie man durch Ausrechnung verificiert.

Cayley zeigte ferner, was wir hier ohne Beweis nur erwähnen

wollen, dass eine lineare Gleichung zwischen den pik nur dann alle

TreiFgeraden einer Geraden des Raumes darstellt, wenn zwischen ihren

Coefficienten eine gewisse quadratische Relation besteht. Hierauf

kommen wir nachher zurück. Er fügte hinzu, dass eine Gleichung

zwischen den Liniencoordinaten|9/t unter Umständen von allen Tangenten

einer Fläche erfüllt wird, nicht aber immer**). Man sieht, dass Cayley

also die Liniencomplexe betrachtet hat, die von allen Trejffgeraden

einer Curve, insbesondere einer Geraden, gebildet werden, sowie die

Complexe, die von allen Tangenten einer Fläche gebildet werden.

Botrach!
Plückcr gelangte 1865 zu den /^omö^ewew Liniencoordinaten, indem

tiingen. gj. einmal — wie Grassmann und Cayley — die Geraden als Ver-

bindungslinien zweier gegebener Punkte, das andere Mal als Schnitt

zweier gegebener Ebenen auffasste.

Es mögen m^, U2, W3, u^ die homogenen Ebenencoordinaten in dem

Coordinatensystem sein, in dem x^, X2, x.^, x^ homogene Punktcoordi-

naten bedeuten, sodass die Gleichung

1 1 "1 2 2 "1 3 3 ~l 4 4
—'"

die Bedingung dafür wird, dass der Punkt {x) in der Ebene (w) liegt.

Es seien nun zwei Ebenen durch ihre homogenen Coordinaten Vi,i\jV^yV^

und w^, W2, W3, w^ gegeben. Sind %, Wg, %, w^ die Coordinaten einer

beliebigen Ebene durch die Schnittgerade der Ebenen (v), (w), so ist

*) In Cayley's oben in d. 3. Fussnote S. 274 erwähnter Abhandlung,
Collected Papers 4. Bd., S. 447. Von Klein rührt die Bemerkung her, dass die

allgemeinste lineare homogene Transformation der p^.^., bei der die weiter unten

erwähnte Bedingungsgleichung (30) invariant bleibt, die projectiven und dualisti-

schen Transformationen des dreifachen Raumes liefert. Vgl. Kl ein 's Dissertation,

Düsseldorf 1869.
**) In der in der 3. Fussnote S. 274 genannten zweiten Abhandlung, S. 448

des 4. Bandes der Collected Papers.



§ 3. Grundlagen der Plücker'schen Liniengeometrie. 281

die analytische Bedingung für diese die, dass alle dreireihigen Deter-

minanten der Matrix:

"Uf-t t4/a wo (A/a

W-,

^2

Wo w. w.
1 2 3 4

verschwinden müssen. Nullsetzen dieser dreireihigen Determinanten giebt

also die Gleichungen, die jene Schnittgerade in den laufenden homo-

genen Ebenencoordinaten u^,u^,u^,u^ darstellen. In diesen Gleichungen

haben die u die Coefficienten

(31) qik (*,7.-=l,2,3,4).

qki "EE: — g/i ist, insgesamt zu sechs

'Vi Vk

Wi Wk

So kommen wir, da g,,: ^-: 0,

homogenen Bestimmungsstücken

9'l2> 313? Ili^y %Z1 Q.i2J %i

der Geraden, die als Schnittlinie der beiden Ebenen (y) und (w)

definiert ist. Es lassen sich also diese qik als homogene Liniencoordinaten ^./.j..

auffassen. Auch zwischen diesen Liniencoordinaten besteht eine quadra-

tische Relation analog der Relation (30) zwischen den p,k identisch,

nämlich offenbar diese:

(32) q,2 fei + gi3 ^42 + 9^14 fe -- ^•

Angenommen, es seien zwei Geraden gegeben durch ihre homogenen

Liniencoordinaten pik bez. pi\. Sind (y), (2) Punkte der einen, (1/'), (2')

Punkte der anderen Geraden, so können wir dann setzen:

(33) (i,Ä;=l,2,3,4).
pn = yt Sk — Vk Zi

Pik^^ylzk — tjk^l

Die beiden Geraden schneiden sich dann und nur dann, wenn die vier

Punkte (1/), (z), (y'), (/) in einer Ebene liegen, d. h. wenn

2/1 2/2 ^3 2/4

^1 ^2 -^3 ^4

yi 2/2' Ps yl

=

ist. Entwickeln wir diese Determinante zunächst nach y^, y^, y^, y^,

alsdann die sich ergebenden dreireihigen Determinanten nach z^, z^, Z-ij z^,

so erhalten wir zwölf Glieder, die sich paarweise vereinigen lassen

und wegen (33) die Relation liefern:

(34) 2)i2i>34 + i>13i>42 + Pl4l'23 + Pi^p'lA. + Pnp'vi + PuPn = 0.
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Bedingg. Dies ist also die Bedingung dafür, dass zwei Geraden mit den

schneideus.homogenen Liniencoordinaten pa hes. pä einander schneiden.

Sie miiss natürlich insbesondere dann erfüllt sein, wenn beide

Geraden zusammenfallen, also wenn wir jedes pik = Pik setzen. Thun

wir dies, so werden wir zu der oben aufgestellten Relation (30) ge-

führt, die stets zwischen den Liniencoordinaten einer Geraden besteht.

Bezeichnen wir die linke Seite dieser Relation mit P, setzen wir also

(30') P= p^^p^^ + j9i3p^2 + p^^p^. = 0,

so können wir die Bedingungsgleichung (34) für den Schnitt zweier

Geraden (i^a) und {pik) auch so schreiben:

Hierin ist die Summe über alle sechs Liniencoordinaten ^),:i- zu er-

strecken.

Die Relation (34) lehrt zugleich die Richtigkeit einer oben (S. 280)

erwähnten Bemerkung von Cayley: Die in den ])ik lineare homogene

Gleichung

^^ciikPik =
wird von allen Treffgeraden (pa) einer Geraden {pa) erfüllt, wenn

die Coefficienten «a- als Liniencoordinaten pik aufgefasst werden können,

d. h, wenn sie der dazu notwendigen quadratischen Relation genügen:

^12 %4 'T ^13 ^42 I ^14 ^23 """^ ^•

Ahnliche Betrachtungen lassen sich für die homogenen Linien-

coordinaten qik aufstellen, die aus den homogenen Ebenencoordinaten

abgeleitet wurden. Man findet, dass die Bedingung dafür, dass zwei

Geraden (q^k) und [q/k) einander schneiden, so lautet:

(36) 2" »f. «" = "*'

wenn unter Q die nach (32) identisch verschwindende Grösse ver-

standen wird: •

(32') Q = ^12 334 + Q'l3 ?42 + 3u 323 ^ ^^

Beziehung Zwischcu den homogenen Liniencoordinaten pik und q/k besteht
zwischen

. -wt • ^ oc • i • ^ i*i
den^;;j. eme enge Beziehung: Sie sind einander proportional.
«J^a nk- jn (jgj. That, sind (y) und (0) zwei Punkte einer Geraden und

(v), (w) zwei Ebenen durch die Gerade, so ist:

«^l^/l + ^2«/2 + hys + ^4?/4 == 0; ^1^1 -h '^2^2+ '^3^3 + ^4^4 = ö,

«^l!/l +^2^/2 + ^3^3 + «^4^/4= 0, W^Sj^ -\- W^S^ + ^3^3 + ^4^4 = 0.
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Die Relation P eE: 0, die zwisclien den sechs homogenen Liniencoor-

dinaten pik besteht, stellt sich nach (37) so dar:

(39) (x' ~x") iy'z" — z'y") + {y' — y") (0'x" — x' z") +
+ {z' — z") (x'y" — y'x") = 0.

Insbesondere können wir die Liniencoordinaten pik einer Geraden

aus den Coordinaten zweier unendlich henachharter Punkte der Geraden

ableiten *). Ist — in nicht homogenen Punktcoordinaten — (x, y, z)

ein Punkt und (x -\- dx, y -\- dy, z -\- dz) ein benachbarler Punkt,

so sind die homogenen Liniencoordinaten pij, ihrer Verbindenden nach

(37) gleich den folgenden infinitesimalen Grössen:

xdy — y dx, ydz — z dy^ zdx — x dz,

dx, dy, dz.

Statt die pn diesen Grössen gleich zu setzen, können wir sie ihnen

proportional setzen, da die pu, homogene Liniencoordinaten sind. Wir
setzen also:

(40)
Pii

xdy — y dx
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Sind nun r\ s', q\ ö', r{ die transformierten Liniencoordinaten

r, s, p, 0, r[j so ist analog (38) und (38') zu setzen:

r' = — s' = -^ ' = ^1 (?' = ^^ 7
' = ^^^

1^34

'

i^34' ^ i^3l' 1^34' '^ 1^34'

Setzen wir hierin die Werte (29) ein und alsdann die Werte r^ s, q, 0, 7]

nach (38) und (38'), so erkennen wir, dass sich r\ s', q', ö'
, iq' linear

durch r, s, Q, 6, rj ausdrücken. Also folgt:

Satz 5: Bei einer projectiven Transformation des Baumes werden Trf. von... r, s, gm, tj hei

die nicht homogenen fünf Liniencoordinaten r, s, q, 6, rj prqjectiv trans- proj. Trf.

formiert.

Hiermit ist die auf S. 277 aufgestellte Behauptung bewiesen.

Wir wollen nun mit Plücker eine Gleichung zwischen den Linien-

coordinaten 2^n- betrachten. Soll sie einen begrifflichen Sinn haben

so muss sie homogen in den pit sein, da die pik homogene Coordi-

naten sind. Jede in den pa- homogene Gleichung

(42) 0{pn) =
bestimmt 00^ unter den 00* Geraden des Raumes, also einen Linien- i^inien-

complex.

cotnplex. (Vgl. S. 253.) Eine Ausnahme macht die Gleichung P= 0,

die ja identisch besteht für jede Gerade des Raumes. Nehmen wir an,

die Gleichung O == sei algebraisch und zwar vom w*®° Grade in

den pi}.. Wie wir wissen, geht sie bei projectiver Transformation des

Raumes wieder in eine algebraische Gleichung n^"^ Grades über. Es

rechtfertigt sich daher, den Grad n dem Complex selbst beizulegen,

also den Complex einen Liniencomplex w**° Grades zu nennen.

Durch einen bestimmten Punkt des Raumes, der die homogenen

Coordinaten y^, y^, y^, y^ habe, gehen 00^ Geraden des Complexes.

Sie bilden einen Kegel, dessen Spitze der Punkt {y) ist. Um die

Gleichung dieses Kegels in homogenen Punktcoordinaten rCj, x^, x^, x^

zu erhalten, setzen wir jedes

Pik = Xiyk — Xi.yi

und erhalten:

0(xiyk — xtyi) = 0.

Diese Gleichung ist nach den gemachten Voraussetzungen algebraisch,

homogen und vom w*''° Grade in x^, x^, x^, x^. Sie stellt daher einen

Kegel n^^^ Ordnung dar. Wir nennen den Kegel, der von allen durch

einen festen Punkt des Raumes gehenden Geraden des Complexes ge-

bildet wird, einen Complexkegel , und finden also, dass der allgemeine compiex-

Complexlcegel eines Complexes n''"'^ Grades ein Kegel n'*"'" Ordnung ist. „«" q^.^^
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Oben haben wir gesehen, dass die Liniencoordinaten g/^ den

Liniencoordinaten pik proportional sind, nach den Formeln (36). Mithin

wird der vorliegende Complex in den Liniencoordinaten ga- ebenfalls

durch eine algebraische Gleichung n^^ Grades dargestellt:

^{qn) = 0.

Betrachten wir eine bestimmte Ebene (v) des Raumes. In ihr

sind oü^ Geraden des Liniencomplexes enthalten. Sie werden in der

Ebene eine Curve umhüllen. Den analytischen Ausdruck dieser Curve

erhalten wir, wenn wir jedes

setzen, in der Form:
qik = UiVk U/cVi

^{uiVk — UkVi) = 0.

Hierin sind m^, u^, %, u^ homogene Coordinaten der Ebenen, welche

die Ebene (v) in den Geraden schneiden, die dem Liniencomplex an-

gehören. Da die hervorgehende Gleichung algebraisch vom w*®" Grade

in Wj, Mg, Mg, M4 ist, so folgt, dass die ebene Curve, die von den in

der Ebene (v) enthaltenen Complexgeraden umhüllt wird, in Ebenen-
^Curve coordinaten eine algebraische Gleichung w*®"" Ordnung hat. Sie ist also

in geg. eine Curve n*^'' Classe.
Ebene.

Es ist auch geometrisch einzusehen, dass die Classe dieser Curve

mit der Ordnung des Complexkegels übereinstimmt. Es möge nämlich

n die Zahl der Complexgeraden sein, die durch

einen gegebenen Punkt p gehen und in einer

gegebenen Ebene e liegen. Lässt man nun die

Ebene e um eine Gerade durch p drehen, so

erhält man nach und nach alle Geraden des

Complexes, die durch p gehen. Der von ihnen

gebildete Kegel ist von w**'' Ordnung, weil er

jede Ebene durch seine Spitze in n Geraden

trifft. Andererseits, lässt man den Punkt p
eine Gerade der Ebene e durchlaufen, so erhält

man nach und nach alle Complexgeraden, die

in der Ebene e enthalten sind. Durch jeden

Punkt p der Ebene e gehen gerade n dieser Geraden, d. h. diese

Geraden umhüllen eine Curve w**"" Classe.

In Fig. 60, die sich auf den Fall n = 2 bezieht, ist der Complex-

kegel eines Punktes p angegeben sowie der Kegelschnitt c, der von

den Complexgeraden in einer durch p gehenden Ebene e umhüllt wird.

Beiden sind zwei Complexgeraden g, h gemein.

Wir haben gefunden:

Fig. GO.

I
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Satz 6: Der Grad eines Liniencomplexes ist gleich der Ordnung

des allgemeinen ComplexJcegels und gleich der Glosse der Curve, die von

den in einer beliebigen Ebene liegenden Complexgeraden umhüllt wird.

Er ist somit auch gleich der Anzahl der Complexgeraden, die durch einen

gegebenen Funkt gehen und zugleich in einer gegebenen Ebene durch den

Punkt liegen. Bei projectiver Transformation des Baumes bleibt der

Grad des Complexes ungeändert.

Im ersten Paragraphen haben wir erkannt, dass gewisse Monge'sche^'^^^'^'^^'^

Gleichungen ocfi geradlinige Integralcurven besitzen, die also einen ^°™p^^^«^-

Liniencomplex bilden. (Vgl. Satz 1, S. 254.) Liegt umgekehrt der

Complex (42) vor, so ist es nicht schwer, die zugehörige Monge'sche

Gleichung aufzustellen. Denn in den nicht -homogenen Punktcoordinaten

X, y, z werden die Linienelemente [x, y, z, x' : y' : z'), die durch den

Punkt (ic, y, z) gehen und deren Geraden Complexgeraden (p,i.) sind?

durch die obigen Formeln (41) bestimmt. Daher werden die Linien-

elemente der zugehörigen Monge'schen Gleichung gegeben durch die

Gleichung, die aus (42) hervorgeht, wenn darin die Substitutionen (41)

gemacht werden. Die Monge'sche Gleichung in x, y, z, dx, dy, dz

selbst ergiebt sich, wenn man in (42) für die Coordinaten pu^ die

ihnen nach den Formeln (40) proportionalen Grössen einsetzt.

Wenden wir uns jetzt zu den linearen Linienconiplexen, d. h. zu ^om Y*'
den Scharen von oo^ Curven, denen nach Satz 5 die Eigenschaft zu-

kommt, dass durch jeden Punkt oo* der Geraden gehen, die einen

Kegel erster Ordnung, d. h. ein ebenes Büschel bilden. In § 3 des

vorigen Kapitels haben wir die oo^ Nullgeraden eines Nullsystems

gerade auch durch diese Eigenschaft definiert (vgl. S. 212). Also sind

die linearen Liniencomplexe identisch mit den Scharen der Nidlgeraden

von Nullsystemen. Die Nullgeraden sind die Complexgeraden. Wir Nuusystem.

haben mithin in § 3 des 6. Kapitels eine Reihe von Eigenschaften

der linearen Complexe schon bewiesen.

Nach dem Vorhergehenden wird ein allgemeiner linearer Complex

analytisch dargestellt durch eine Gleichung von der Form:

1..4

(43) ^ anpn = 0.

Da pa-\- pki^E ist, so stellt diese Gleichung den allgemeinen linearen

Complex auch dann dar, wenn wir den Coefficienten U/k die Be-

schränkung auferlegen

:

«/i + «x/ = (/,/.• =1,2, 3, 4).
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Bei den linearen Complexen spielt die Grösse:

(44) Ä = ai2ß^34 + «13 «42 + «14 «23

eine besondere Rolle. Zunächst wird man auf diese Grösse geführt,

wenn man die Bedingung finden will, unter der alle Geraden des

linearen Complexes Treffgeraden einer gewissen Geraden sind, d. h.

Specieiier unter der der vorliegende Complex ein sogenannter specieller linearer

compiex. Complex ist, dem ein specielles Nullsystem zugehört (vgl. § 3 des 6. Kap.,

S. 213). Dieser Specialfall tritt dann und nur dann ein, wenn es eine

Gerade mit den Liniencoordinaten p'ik giebt, sodass für jede Gerade

i^Pih) des Complexes nach (34) die lineare Relation besteht:

Pl^P'u + Pl^Pi2 + JÖUJP23 + i>23i?14 + P^^Pn + PziP'lt = 0,

d. h. also, da die pii- ausser der Gleichung (43) nur die quadratische

Relation (30) erfüllen, dann und nur dann, wenn die in (43) auf-

tretenden Coefficienten an- Liniencoordinaten pik einer Geraden sind.

Dies sind sie aber, sobald sie die dafür charakteristische quadratische

Relation erfüllen:

«12 «34 1 «13 «42 T «14«23 ""^ ^7

d. h. die Relation J. = 0, und ausserdem die Relationen a^- + «*; = 0,

die wir, wie gesagt, voraussetzen dürfen. Also haben wir den

Satz 7: Der lineare Liniencomplex

1..4

dlkPik = (ß/A- + CCki = 0)2"

ist ein specieller dann und nur dann, wenn die Grösse

A EE «120:34 + «13 «42 + «u«23 =
ist.

Dies Ergebnis wurde, wie wir oben (S. 280) in anderer Ver-

bindung angaben, zuerst von Cayley abgeleitet.

Die
^

püf einen nicht -speciellen linearen Complex ist also A. =}= 0. Das

Quadrat von A lässt sich, wie man durch Ausrechnung verificiert, in

der Form einer schiefen Determinante schreiben:

(45) A^^2:±- «11 «22 «33 «44,

wegen der Relationen «z^. -\- ai-i = 0. Hieraus lässt sich nun leicht

das Verhalten von A hei Ausführung einer projectiven Transformation

des Baumes ableiten.

Wir wissen ja, dass ein linearer Complex bei einer projectiven

Transformation des Raumes

(28) Xi' = an Xi -\- a/2 ^2 + «<3 ^3 + ciu x^ (i == 1, 2, 3, 4)

J
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wieder in einen linearen Copiplex verwandelt wird. Angenommen, der

obige lineare Complex (43) gehe in diesen über:

1..4

(46) ^ cCikPik = 0,

t,k

SO können wir die Beziehung zwischen den u;k und ccik leicht auf-

stellen. Denn wir fanden schon früher (S. 279), dass bei der pro-

jectiven Transformation (28)

1..4

(29) Pik =2 ^'> ^kv i?^«r . («; ^ = I7 2, 3, 4)

fJ.,V

ist. Substituieren wir diese Werte in (46), so kommt:

1..4

i, k, fi, V

und dies muss wieder die Gleichung des ursprünglichen linearen

Complexes (43) sein. Es ist also zu setzen:

1..4

(47) cCf^v = Q^ a^, aky a'a (ft, v = 1 , 2, 3, 4).

Hierin bedeutet q einen Proportionalitätsfactor, der ohne weiteres gleich

Eins gesetzt werden kann, da die a'ik und a^^ homogene Bestimmungs-

stücke des neuen bez. des ursprünglichen linearen Complexes sind.

Die Grösse A, gebildet für den neuen linearen Complex (46),

möge mit A bezeichnet werden. Nach (45) ist dann

-4' ^ £^ 27 4: «11 «22 «33 «44.

Aber aus dem Werte (45) von A^ folgt durch Substitution der Werte

(47) eine Determinante, die sich nach der Regel von der Multiplication

der Determinanten auch so schreiben lässt:

J.^ = (i;* 4: «11 022 «33 «44)^ ^ ib «11 «22 «38 «441.

Es ist daher:

(48) A^==zl^A%
wenn

z/ ^ 2;+ «11 «22 «33 0^44

die Determinante der Coefficienten der projectiven Transformation (28)

bezeichnet.

Formel (48) lehrt, dass die Grösse A bei Ausführtlhg einer

projectiven Transformation des Raumes mit einem Factor reproduciert

wird, der nur von den Coefficienten der Transformation abhängt.

Lie, Geometrie der Berührungstransformationen I.j 19 [4. X. 1S95.]
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Gi'^'*iii*
Die Pfäff'sehe Gleichung, die zu unserejn linearen Complex gehört,

compi. ergiebt sich sofort, wenn man in die Gleichung (43) für die pu; die

ihnen proportionalen Grössen aus den Formeln (40) (S. 284) einsetzt.

Diese Pfaff'sche Gleichung im Räume mit den nicht homogenen Punkt-

coordinaten x, y, z hat, wie es sein muss, die in Satz 12 des § 3, 6. Kap.

(S. 218), angegebene allgemeine Form.

Erinnern wir uns ferner an die in den Formeln (27) (S. 278)

angegebene ursprüngliche Bedeutung der Liniencoordinaten ^,;t, so

finden wir, dass zwei Punkte mit den homogenen Coordinaten Xy\x<^'.x^\x^

und
2/i • 2/2 • 2/3 • 2/4 ßi^^ Gerade des linearen Complexes (43) dann und

nur dann bestimmen, wenn

(. ' ^n^i ^13 -^3 ^14'^4J Vi \

1" (,^12^1 ^23*^3 ^4*^4/ Vi \

"r (^18^1 ~r ^23^2 * ^4^4) ^3 ~r

+ (ß^l4^1 + «24^2 + ß^34^3 " ' ) ^4 = ^

ist*). Bei gegebenem Punkte {x) stellt diese Gleichung mithin in den

laufenden Punktcoordinaten Vi '• y^ ' Vi '• y^ die Ebene der Complex-

geraden dar, die durch den Punkt (x) gehen, also, wie wir uns in

§ 3, 6. Kap., S. 212,219, ausdrückten, die Nullebene des Nullpunktes (x).

Nach den Auseinandersetzungen jenes Paragraphen wissen wir und

könnten es auch leicht hier bestätigen, dass sich diese Ebene um eine

Gerade dreht, wenn der Punkt (x) eine Gerade durchläuft. Diese beiden

PoTaren.* Geraden haben wir früher (S. 214) als reciproke Polaren bezeichnet.

Heduction Wählen wir nun das Tetraeder, das den homogenen Punktcoordi-
auf Normal- . . . .

formen, uatcn zugrundc liegt, so, dass zwei einander gegenüberliegende Kanten

des Tetraeders, etwa x^ = x.^ = und x.^ = x^ = 0, reciproke

Polaren sind, so muss die Ebene (49) für x^== x^ = Q die Gerade

2/3 = 2/4 = enthalten, d. h. dann ist a^g = a^^ = ^33 = oc2i, = ^, so-

dass die Gleichung des linearen Complexes lautet:

<^12Ä2 + <^34JP34
=

oder auch

(50) 2)i2
— hp^^ = 0.

Hier ist a^^ = \, «34 = — h. Setzen wir diese Werte in die Grösse A,

Formel (44), ein, so kommt

Durch passende Wahl des Coordinatensystems erreichen wir nun leicht,

dass Ti insbesondere, sobald ^ =}= ist, also der Complex nicht speciell

*) Vgl- hierzu die von Möbius herrührenden Ausführungen in § 3 des 6. Kap.,

S. 229.
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ist, den Wert 1 annimmt. Demnach lässt sich durch passende Wahl

des Coordinatentetraeders erreichen, dass der lineare Complex eine der

beiden Formen annimmt:

(51) ^2— Ä4 = 0, 2^12 = 0-

In nicht homogenen Coordinaten giebt dies nach der Formel (38')

(S. 283):

(52) SQ — rö -\- 1 = Oj SQ — rö = 0.

Diese Reduction aber haben wir schon in § 3 des 6. Kap., S. 222, 223,

geleistet.

§ 4. Büschel und Bündel von linearen Complexen.

Angenommen, es liegen ztvei lineare Coniplexe vor*): Oemeius.
Geraden

1..4 1..4 zweier lin.

(53) ^ cci, pi, = 0, ^ ßi, p,, = 0.
Coniplexe.

Jedem Punkt (x) des Raumes wird durch den einen Complex ebenso

wie durch den anderen eine Ebene durch den Punkt zugeordnet. Beide

Ebenen fallen für einen allgemein gewählten Punkt nicht zusammen,

da sonst die beiden Complexe dieselben wären. Sie schneiden sich

vielmehr in einer durch den Punkt (x) gehenden Geraden, und diese

Gerade ist eine Gerade des einen und des anderen Complexes.

Durch jeden Punkt geht also eine beiden Complexen gemeinsame

Gerade, und hiermit ist jedem PunJct 'eine Gerade zugeordnet. Wählen

wir irgend einen anderen Punkt auf dieser Geraden, so gehen die

Ebenen, welche die Complexe dem neuen Punkte zuordnen, durch die

Gerade; also ist jedem Punkte dieser gemeinsamen Complexgeraden

ebendieselbe Gerade zugeordnet. Im ganzen Räume giebt es oo^ Punkte.

Da auf den Geraden, die diesen Punkten zugeordnet sind, je oo^ Punkte

liegen, so giebt es ingesamt .oo^ Geradeii, die beiden Complexen an-

gehören. Eine Schar von oo^ Geraden des Raumes heisst aber ein

Strahlensystem. Das vorliegende Strahlensystem hat noch die besondere strahien-

Eigenschaft, dass durch jeden Punkt des Raumes eine und nur eine
^^**®™"

Gerade des Systems geht. Daher ist es als ein Strahlensystem erster strahien-

Ordnung zu bezeichnen.
«ys

.
.

Fassen wir ferner eine beliebige Ebene allgemeiner Lage ins Auge.

Die in ihr gelegenen Geraden, die dem ersten Complex angehören,

*) Die Entwickelungen dieses Paragraphen, bei denen nicht ausdrücklich
Anderes angemerkt wird, rühren ebenfalls von Plücker her. Vgl. sein Werk:
Neue Geometrie des Baumes u. s. w., herausgeg. v. Klein, Leipzig 1868, S. 62 u. f.

19*
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bilden ein Strahlenbüschel, ebenso die, welche dem zweiten angehören;

und zwar haben die Büschel im allgemeinen verschiedene Scheitel. Sie

besitzen daher einen und nur einen gemeinsamen Strahl. Daraus folgt,

dass das erhaltene Strahlenbüschel auch die Eigenschaft hat, dass in

jeder allgemein gewählten Ebene eine und nur eine Gerade des Büschels

syst*"''«, liegt. Deshalb bezeichnet man es als ein Strahlensystem erster Classe.

Satz 8: Die Geraden, die zwei gegebenen linearen Complexen ge-

meinsam sind, bilden ein Strahlensystem erster Ordnung und erster Classe.

Analytisch wird dies Strahlensystem durch die beiden in den p^
linearen Gleichungen (53) dargestellt.

Bedeuten l, (i zwei beliebige Constanten, so ist die Gleichung

1..4 1.4

(54) A^ a/kPik + iw-^ ßik Pik =
/, k i, k

eine Folge der Gleichungen (53) und wird daher auch von den Geraden

des Strahlensystems erfüllt. Andererseits ist diese Gleichung wieder

die eines linearen Complexes

1..4

(54') ^ {Xa^k + i^ßik) Pik = 0.

i,k

Die Geraden des Strahlensystems gehören daher auch diesem linearen

Complex an. Die Gleichung (54') stellt insgesamt oo^ lineare Complexe
Büschel ^Q^ jjjj, Inbegriff heisst ein Büschel von linearen Complexen.

Complexen. Bilden wir die Grösse A des vorigen Paragraphen (vgl. Formel (44),

S. 288) für einen beliebigen Complex (54') des Büschels, so erhalten wir:

A = (Aai2 + f*/5i2) (^«34 + ^^34) + (Aß:i3 + ft/3i3) {Xa^ + ^^^42) +
H- (^«14 + ^Ä4) (^«23 + l^ß^z)-

Diese quadratische Function von X, ^i ist gleich Null für zwei Werte

des Verhältnisses k : ^. Nach Satz 7 des vorigen Paragraphen (S. 288)

folgt also:

Satz 9: Jedes Büschel von linearen Complexen enthält zwm specielle

lineare Complexe.

Gemeinsame Da iedcr spcciellc lineare Complex aus allen Geraden besteht, die
Geraden des

. . .

Büscheu. eine bestimmte Gerade schneiden, so sind die Geraden, die diesen

beiden Complexen gemein sind, d. h. die Geraden, die allen Complexen

des Büschels gemein sind, jene 00^ Geraden, die zwei ganz bestimmte.
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Geraden g und h schneiden. Diese beiden Geraden sind im Allgemeinen

zu einander windschief. Lägen sie nämlich in einer Ebene e, so würden

alle Geraden in dieser Ebene jedem Complexe des Büschels angehören.

Dann aber wären alle Complexe des Büschels speciell (vgl. § 3 des

6. Kap., S. 219), d. h. die Grösse A müsste für jedes Wertepaar A, ft

Null sein. Dies tritt dann und nur dann ein, wenn die Coefficienten

von X^, Aft und /x^ in dem obigen Wert von A verschwinden. Das

Verschwinden der Coefficienten von A^ und fi^ sagt aus, dass die beiden

ursprünglich gegebenen Complexe (53) speciell sind, also aus allen

Geraden bestehen, die die Geraden mit den Liniencoordinaten aik bez.

ßik treffen. Das Verschwinden des Coefficienten von Aft sagt dann

nach Formel (34), S. 281, aus, dass die beiden Geraden («ü) und {ßu^

einander schneiden.

Wir können also sagen:

Satz 10: Die oo^ Geraden , die allen Complexen eines Büschels von

linearen Complexen getnein sind, schneidert zwei Geraden. Diese beiden

Geraden schneiden einander nur dann, wenn edle Complexe des BüscJiels

speciell sind.

Es kann im allgemeinen Falle, dass A == ist, vorkommen, dass

die Gleichung A = eine Doppelwurzel A : ft hat. Alsdann liegen

die beiden Geraden g und h einander unendlich nah, sind aber nach

dem Vorhergehenden zu einander windschief.

In jedem Falle also besteht das Strahlensystem erster Ordnung

und erster Classe, das allen Complexen des Büschels gemein ist, aus

allen Geraden, die zwei Geraden g und h schneiden. Wenn g und h

einander treffen, so liegt der triviale Fall vor, dass alle gemeinsamen

Geraden die Geraden einer Ebene sind, zusammen mit den Geraden

durch einen festen Punkt. In diesem Falle zerfällt infolgedessen das

betrachtete Strahlensystem.

Wir wollen hier den früher (§ 1 des 6. Kap., S. 187) versprochenen Bestimmg.

Nachweis einschalten, dass jedes Strahlensystcm erster Ordnung und strahien-

erster Classe aus allen Geraden besteht, die zwei zu einander wind- u. i. ci.

schiefe Geraden g und h treffen.

Zu diesem Zweck betrachten wir zunächst ein allgemeines Strahlen-

system, d. h. eine Schar von od^ Geraden. Wir können sie, wenn

X, y, z gewöhnliche Punktcoordinaten sind, z. B. definieren durch zwei

Gleichungen:

(55) x = rz -\- Q, y = sz -\- 6,

in denen r, s, q, Functionen zweier Parameter u, v sind, sodass
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jedem Wertepaar u, v der Parameter eine Gerade entspricht. Die

Geraden (u, v) und (u -\- du, v -\- dv) schneiden einander dann und

nur dann, wenn es ein Wertsystem x,y, 2 giebt, das die Gleichungen

(55) sowie die Gleichungen

Q = dr • z -{- dQ, == ds z -\- d6

erfüllt, also dann und nur dann, wenn du, dv die in du, dv homogene

quadratische Gleichung

drd(j~^dsdQ =
erfüllen. Diese in du : dv quadratische Gleichung hat mindestens eine

Wurzel. Also folgt:

Satz 11: Auf jedem Strahl eines Stralilensystems giebt es mindestens

einen Punkt, durch den ein unendlich benachbarter Strahl des Systems

geht *).

Fassen wir nun ein Strahlensystem erster Ordnung und erster

Classe ins Auge, Es wird durch zwei algebraische Gleichungen in

den Liniencoordinaten pik definiert. Nach Definition soll ferner durch

jeden Punkt allgemeiner Lage {x^ : x^ ; x^: x^ des Raumes mit den

homogenen Punktcoordinaten x^,x.^, Xc^, x^ nur ein Strahl des Systems

gehen, der z. B. die Ebene ^4 = in einem bestimmten Punkt-

{Vi • y^ '•

2/3) treffen wird, sodass also die beiden Gleichungen des

Strahlensystems, sobald in ihnen allgemein

Pik = Xiyk — Xkyi

und y^==() gesetzt wird, bei beliebig gegebenen x^,X2,x^, x^ die Ver-

hältnisse y^: y^'- 2/3 eindeutig bestimmen müssen. Es wird daher eine

Proportion bestehen von der Form:

Vx'-y^'- y^ = ^1- 92' 9^3,

in der qo^, q)^, cp^ drei ganze rationale homogene Functionen von

Xi, X2, x^, x^ bedeuten, die keinen gemeinsamen Teiler haben. Nach

Satz 11 giebt es nun aber auf jedem Strahl mindestens einen aus-

gezeichneten Punkt {Xj^ : X2 : x^ : x^, durch den zwei (unendlich be-

nachbarte) Strahlen gehen. Unsere Proportion liefert jedoch bei ge-

gebenem Wertsystem x^ : x^ : x.^ ; x^ stets einen bestimmten Punkt

(^1 • 2/2 • 2/3)? ausgenommen, wenn alle drei Functionen qo^, (p^, %
gleichzeitig Null sind. Die ausgezeichneten Punkte werden daher

durch die Gleichungen

9^1 = 0, 9)2 = 0, 9)3 ==

gegeben. Da auf jedem der 00^ Strahlen einer liegt und offenbar

nicht alle Strahlen durch einen gemeinsamen Punkt gehen, so giebt

*) Vgl. S. 269, 270 in dem geschichtlichen Überblick des § 2.
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es mindestens oo^ ausgezeichnete Punkte. Sie erfüllen also eine Curve

oder eine Fläche. Letzteres ist unmöglich, da die drei vorstehenden

Gleichungen keine Fläche darstellen, weil tp^, rp^, (p^ keinen gemein-

samen Teiler haben. Also liegen alle ausgezeichneten Punkte auf

einer Curve c. Da auf jedem der oo^ Strahlen einer liegt, so gehen

also durch jeden Punkt der Curve oo^ Strahlen, Jede Ebene, die c

schneidet, etwa in p, soll nur einen Strahl enthalten. Also bilden die

durch p gehenden Strahlen ein ebenes Büschel. Ist die Curve c nicht

eine (und zwar eine einzige) Gerade, so wird eine Ebene allgemeiner

Lage mit c mindestens zwei Punkte jp^, p^ gemein haben. Da durch

p^ und p^ Büschel von Strahlen des Systems gehen, so enthält also

die Ebene einen von p^ und einen von p^ ausgehenden Strahl. Das

Strahlensystem ist aber von erster Classe, also müssen diese beiden

Strahlen in eine Gerade, in p^ p^, zusammenfallen. Alle oo^ Sehnen

der Curve c sind also die Strahlen des Systems. Dabei müssen die von

einem Punkte von c ausgehenden Sehnen ein Büschel bilden. Dies

geht nur so an, dass die Curve c in zwei windschiefe Geraden zerfällt.

Das Strahlensystem besteht mithin aus allen <x>^ Treffgeraden zweier

windschiefer Geraden. Im Falle nämlich, dass die Curve c eben ist,

wäre das Strahlensystem von nuUter Ordnung. Bilden andererseits

die ausgezeichneten Punkte eine und nur eine Gerade g, so ist jedem

Punkt der Geraden ein Büschel zugeordnet. Die Ebenen zweier solcher

Büschel schneiden sich in einer Geraden, die augenscheinlich lauter

ausgezeichnete Punkte enthält, also g selbst ist. Den Punkten von g
sind also Büschel zugeordnet, deren Ebenen g enthalten. Da nun durch

jeden Punkt des Raumes nur eine Gerade eines solchen Büschels geht,

so sind die Ebenen der Büschel projectiv auf die Scheitel bezogen.

Wir kommen also hiermit zu den Strahlensystemen, die aus allen Treff-

geraden zweier unendlich benachbarter windschiefer Geraden bestehen.

(Vgl. S. 187.) Also hat sich ergeben:

Satz 12: Jedes Stramensystem erster Ordnung und erster Classe

hesteht aus allen Geraden, die zwei zu einander tvindschiefe, eventuell

unendlich benachbarte Geraden schneiden.

Kehren wir wieder zu unserem Büschel von linearen Complexen

zurück, so sehen wir, dass die gemeinsamen Strahlen des Büschels das

allgemeinste Strahlensystem erster Ordnung und erster Classe liefern.

Wir wolten nunmehr annehmen, dass in dem Büschel von linearen

Complexen
1..4 1..4

(54) X^ «a pij, + (i^ ßik Pik =
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nicht alle Complexe speciell seien, dass also die Grösse Ä (S. 292)

nicht identisch verschwinde. In dem Büschel wird einem beliebig

gewählten Punkt (x) durch jeden Complex eine Ebene durch den

veriiTitnisae
P^^^^ Zugeordnet. Sind u^, u,^, ii^, u^ diiQ homogenen Coordinaten der

'v^Hn''*'^
Ebene, die dem Punkte {x) durch den ersten gegebenen Complex (53)

compi. zugeordnet wird, sodass für jeden Punkt (^) der Ebene

ist, so sind die Ebenencoordinaten Uk nach Formel (49) des § 3

(S. 290) diese:

Uk = CClkOCi + 0J2/fc^2 + «3*^3 + «4Ä;«4 Q^ = 1, 2, 3, 4).

Hierbei ist wie früher a^- = — ocki und Ukk = 0. Andererseits seien

Vj^,v^,v^,v^ die homogenen Coordinaten der Ebene, die dem Punkt (ic)

durch den zweiten gegebenen Complex (53) zugeordnet ist. Dann ist:

Vk = ßikXi + ß2kX2 + ßzkXs + ßikoc.i (/b =^ 1; 2, 3, 4).

Endlich sind die Coordinaten w^, w^, w^, w^ der Ebene, die dem

Punkte {x) durch einen allgemeinen Complex des Büschels (54) zu-

geordnet werden, gegeben durch:

Wk = (Aai^fc + iißn) Xi + {la^k + ii'ß^k) ^2 + (^«3* + i^ß^k) Xz -f

+ (Aoj4Ä + ft/34.t)^4 (^=1,2,3,4),
sodass also:

Wk = ^Uk -]r y^'Vk (/c= 1,2, 3,4)

wird. Zunächst ersieht man hieraus, dass alle dem Punkte {x) durch

die Complexe zugeordneten Ebenen ein Ebenenbüschel bilden. Dies

hätte man voraussehen können, da die durch den Punkt (x) gehende

Gerade des Strahlensystems in jeder dieser Ebenen enthalten ist. Aber

ausserdem sieht man, dass A, ft linear in den Wk auftreten. Vier

Ebenen des besprochenen Ebenenbüschels bilden also dasselbe Doppel-

X
Verhältnis mit einander wie die vier zugehörigen Quotienten -• Das

• f

letztere Doppelverhältnis ist von der Lage des Punktes (x) unabhängig

und ist bekannt, sobald man vier bestimmte Complexe aus dem Complex-

büschel ausgewählt hat. Daher sagen wir:

Satz 13: Sind
5t = 0, 93 =

die Gleichungen zweier linearer Complexe, so ordnen die vier Complexe

5l4-x,« = (* = 1,2,3,4)

des von ihnen bestimmten Büschels von Complexen jedem Punkte des

Baumes vier solche Ebenen eines Ebenenbüschels m, deren Doppelver-

hältnis gleich (x^x^^x^x^) ist.
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Der hierzu dualistische Satz braucht nicht erst bewiesen zu werden:

Satz 14: Sind
Sr = 0, 33 =

die Gleichungen zweier linearer Cmnplexe, so ordnen die vier Complexe

S( + x,q3 = (^ = l,2,3,4)

des von ihnen bestimmten Büschels von Complexen jeder Ebene des Raumes

vier solche Punkte einer PanJctreihe zu, deren Doppelverhältnis gleich

Wir können nunmehr die Redeweise einführen, dass die tw^°^g\'7in^

CompleXe
CÖ.«plexen.

5( + x,S3 = (i= 1,2, 3,4)

das Doppelverhältnis (x^XaXgxJ bilden. Infolge der beiden letzten Sätze

tritt dies Doppelverhältnis sofort geometrisch zu tage.

Im Folgenden sei vorausgesetzt, dass die beiden im Büschel ent-

haltenen speciellen Complexe nicht zusammenfallen. Alsdann können

wir insbesondere als zwei der vier soeben betrachteten Complexe diese

beiden speciellen Complexe wählen. Wir wollen dann zwei Complexe

des Büschels so bestimmen, dass sie mit diesem Paar das harmonische

Doppelverhältnis bilden. Dies geht auf unendlich viele Weisen. Wählen

wir nämlich den einen Complex des zweiten Paares beliebig, so können

wir immer einen zweiten Complex — und zwar in nur einer Weise —
so hinzubestimmen, dass dies Paar mit dem Paar der speciellen Complexe

das harmonische Doppelverhältnis bildet. Wir sagen dann , dass die Involution

beiden nicht speciellen Complexe mit einander in Involution liegen. compiexe.

Es ist dies eine Übertragung des Involutionsbegriffes von der

Punktreihe auf das Büschel von Complexen. Anstelle des Punktes ist

als Element der Complex getreten. Den Nullpunkten der Involution

in der Punktreihe entsprechen hier die beiden speciellen Complexe.

Die Definition der Involution zweier Complexe lässt sich noch

anders formulieren. Man erkennt nämlich, dass die beiden ursprünglich

gegebenen linearen Complexe (53) in dem von ihnen bestimmten

Büschel von Complexen keinerlei ausgezeichnete Rolle spielen, dass

man vielmehr zu demselben Büschel und mithin auch zu denselben

beiden speciellen Complexen des Büschels geführt wird, wenn man
von irgend zweien Complexen des Büschels ausgeht. Wir können

daher zwei vorgelegte Complexe des Büschels immer als die beiden

ursprünglichen Complexe (53) auffassen, sodass für den einen die Zahl

X = 0, für den andern x = oo wird. Die Werte x, ^e zu den beiden
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speciellen Complexen gehören, ergeben sich aus der Bedingung Ä=0
(S. 292), d. h. aus der quadratischen Gleichung:

(56) («12 + Xß,^) («34 + Xß^^) + («,3 4- X^ig) («42 + Xß^^) +

oder:

(56')
^

A-{-x(aß)-\-K^B = 0,

wenn nämlich

A = ^12^34 I ^13^42 ~r ^14^23>

BEE ^,2/^34 +/5l3^42 + Ä4fe
sowie

l(«^) EE «12^34 + /3i2«34+ «13/342 + /3i3ß^42 + ^uß2S + A4«23

gesetzt wird. Sind x^, x^ die Wurzeln der quadratischen Gleichung

(56'), so liegen also die beiden Complexe (53) in Involution, sobald

(0, x„ oü, X2) = — 1,

also

»«1 + ^2 =
ist. Nach (56') und (57) ist aber

, __ (ccß)

Demnach ist

die Bedingung der Involution.

Satz 15: Zwei lineare Complexe

1..4 1..4

^ ciikPik = 0, y) ßikPik =
/, k i, k

liegen dann und nur dann in Involution, wenn der Ausdruck

(aß) EEE «12/334 + ^12 «34 + «13^42 + /5l3«42 + «14/^23 + Ä4«23

gleich Null ist*).

Sind die beiden in Involution liegenden Complexe nicht specielle

Complexe, so enthält das von ihnen definierte Büschel zwei getrennte

specielle Complexe. Denn im vorliegenden Falle besteht die oben

(S. 292) aufgestellte Grösse Ä aus einem mit X^ und einem mit ju-^

behafteten Gliede, und die Coefficienten dieser Glieder sind von Null

verschieden, sodass Ä für zwei verschiedene Werte von A : fi ver-

schwindet.

*) Der Begriff: Involution zweier linearer Complexe wurde von Klein ein-

geführt. Vgl. seine Abhandlung: Zur Theorie der Liniencomplexe des ersten und
zweiten Grades, Göttinger Nachrichten 1869, S. 258, sowie ausführlicher in den
Math. Annalen 2. Bl. (1870), S. 198.



§ 4. Büschel und Bündel von linearen Complexen. 299

Nach Satz 13 und 14 können wir nunmehr also den Satz auf-

stellen:

Satz 16: Zwei nicht-specielle lineare Coniplexe liegen dann und nur

dann in Involution, wenn es zwei zu einander ivindschiefe Geraden g
und h derart giebt, dass einerseits die einem beliebigen Funkte p durch

die beiden Complexe zugeordneten Ebene^i e^ und e^ harmonisch getrennt

/^^

Fig. 61. Fig. 62.

werden von den Ebenen durch p und g sotvie durch p und h und anderer-

seits auch die einer beliebigen Ebene e durch die beiden Complexe zu-

geordneten Punkte p^ und p^ harmonisch getrennt werden durch die

Schnittpunkte von e mit g und h.

Zur Erläuterung dienen die Figuren 61 und 62.

plexe.

Wir haben oben die Involutionsbeziehunsr zunächst nur für nicht- ^^7^}:
O specieller

specielle lineare Complexe aufgestellt. In allen anderen Fällen können ^*°- ^°™"

wir den Satz 15 als Definition der Involution benutzen. Dann sehen wir:

Ein linearer Complex
1..4

^ cCikPik =
i,k

liegt mit sich selbst in Involution, wenn

«12 «34 + «13 «42 + «14 «23 = ^

ist, d. h. wenn er nach Satz 7 des § 3 (S. 288) speciell ist. Also:

Satz 17: Jeder specielle lineare Complex liegt mit sich selbst in

Involution.

Wenn femer ein allgemeiner linearer Complex:

1..4

(58) ^ cciipik =

mit einem speciellen Complex, der aus allen Geraden durch eine

Gerade g^ seine Axe, besteht, in Involution liegt, und wenn die
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Gerade g die Liniencoordinaten pik hat, so hat der specielle Complex

nach Formel (34') des § 3 (S. 282) die Gleichung:

Die in Satz 15 ausgesprochene Bedingung der Involution sagt daher

aus, dass die Gerade g dem linearen Complex (58) angehört.

Satz 18: Ein allgemeiner und ein specieller linearer Complex liegen

dann und nur dann in Involution, wenn die Axe des letzteren eine

Gerode des ersteren Complexes ist.

Es seien ferner zwei specielle lineare Complexe gegeben durch

ihre Axen g und li. Es mögen dabei die pik die Liniencoordinaten

von g, die pik die von h bedeuten. Alsdann werden die Complexe dar-

gestellt durch die Gleichungen:

1..4 1..4

Die Involutionsbedingung liefert hier nach der citierten Formel sofort den

Satz 19 : Zwei specielle lineare Complexe liegen dann und nur dann

in Involution, ivenn ihre Axen einander schneiden.

Da die Involutionsbeziehung zwischen zwei linearen Complexen

bilinear in den Coefficienten der Gleichungen der Complexe ist, so folgt:

Satz 20: Liegt ein linearer Complex in Involution mit zwei anderen

linearen Complexen, so liegt er auch mit jedem solchen linearen Complex

in Involution, der dem von den beiden letzteren bestimmten Büschel

angehört.

von lin. ge^en seien, von denen der dritte nicht dem von den beiden ersten
Complexen. '

1..4

Nunmehr wollen wir annehmen, dass drei lineare Complexe ge-

i seien, von denen der

definierten Büschel angehöre:

1..4 1

(59) ^ ccikPa = 0, "^ßik Pik = 0, 2 Vik i^'* = ^-

«, k », k i, k

Bedeuten X, (i, v beliebige Constanten, so stellt auch die Gleichung:

(60) X^ ccik Pik + ^^ ßik Pik + V^ yik Pik =
einen linearen Complex dar. Der Inbegriff dieser oo^ linearen Complexe

heisst ein Bündel von linearen Complexen. Dieses Bündel enthält oo^

specielle Complexe, denn der Complex (60) ist speciell, wenn die

Grösse A für ihn gleich Null wird. Diese Grösse A aber ist eine



§ 4. Büschel und Bündel von linearen Complexen. 301

ganze homogene Function zweiten Grades von A, ^, v. Ihr Nullsetzen

liefert also oo^ Wertsysteme der Verhältnisse l : fi : v, und zu jedem

dieser Systeme gehört ein specieller linearer Complex. Da jeder dieser

speciellen Complexe aus allen Geraden besteht, die eine Gerade g
treffen, so liegen hier oo^ Geraden g vor. Wir setzen hierbei voraus,

dass nicht alle Complexe des Bündels speciell sind, d. h. dass die

quadratische Gleichung in A, ft, v nicht identisch besteht.

Auf der anderen Seite erhält man die Geraden, die allen oo^ Com-

plexen des Bündels gemein sind, als die Geraden {pn), die den drei

Bedingungen (59) genügen. Diese drei Gleichungen definieren aber

oo^ Geraden (pik)- Also giebt es oo^ Geraden y, die allen Complexen

des Bündels angehören.

Sie gehören insbesondere auch den oo^ speciellen Complexen an,

die im Bündel enthalten sind. Folglich schneiden sie jede der oc'^

Geraden g. Es liegen somit zwei Scharen von je oo^ Geraden g und y
vor derart, dass jede Gerade g jede Gerade y schneidet. Mithin sind

diese Geraden entweder die beiden Scharen von Erzeugenden einer

Fläche zweiter Ordnung, oder aber sie liegen in einer Ebene.

Dass der erstere Fall sehr wohl eintreten kann, wollen wir direct

nachweisen. Dabei wird sich zugleich Neues ergeben.

Es sei nämlich umgekehrt eine Fläche zweiten Grades gegeben,

und ihre Erzeugenden seien mit g bez. y bezeichnet. Sind dann

9n 9-2J 9z d^'®^ beliebige Geraden der einen Schar und y^, y^, Yz ^^^^

beliebige Geraden der anderen Schar, so definieren die drei erstereu

als Axen drei specielle lineare Complexe:

Gi==0, ^2 = 0, 6^3 = 0,

ebenso die drei letzteren:

r, = o, r, = o, r, = o.

Betrachten wir nun die beiden Bündel von linearen Complexen:

i^i^i + ^2^ + y'z^z = ^,

so sehen wir, dass jeder Complex des ersteren Bündels mit jedem

Complex des letzteren nach Satz 20 in Involution liegt, da jeder

specielle Complex Gi == mit jedem speciellen Complex Fk = nach

Satz 19 in Involution liegt. Jedes der beiden Bündel enthält oo^

specielle Complexe. Zu denen des ersten Bündels gehören die drei,

deren Axen g^^, g^, g^ sind, zu denen des zweiten Bündels die drei,

deren Axen y^, y.^, y^ sind. Nach Satz 19 schneiden folglich die

Geraden g^, g^, g^ die oo^ Geraden, welche die speciellen Complexe
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des zweiten Bündels definieren. Diese oo^ Geraden sind mithin die Er-

zeugenden y der Fläche zweiten Grades. Ebenso folgt, dass die Axen

der oü^ speciellen Complexe des ersten Bündels die Erzeugenden g

der Fläche zweiten Grades sind.

Das Bündel

h ^1 + ^2 ^2 + '''3 ^3 = Ö

ist also wirklich so beschaffen, dass die allen Complexen des Bündels

gemeinsamen Geraden y die eine Schar der Erzeugenden einer Fläche

zweiten Grades darstellen.

Wir haben aber noch mehr erkannt, nämlich dass zu einem all-

gemeinen Bündel von linearen Complexen ein zweites existiert, derart,

dass jeder Complex " des einen Bündels mit jedem Comjplex des anderen in

Involution liegt.

§ 5. Beziehungen zwischen Liniengeometrie und Differential-

gleichungen.

Wir haben in Satz 1 des l.§, S. 254, gesehen, dass eine Monge'sche

Gleichung

Si{x, y, ^; dx, dy, dz) =
oo^ geradlinige Integrälcurven hat, d. h. einen Liniencomplex definiert,

wenn ß die besondere Form hat:

ß(a;, y, z\ dx,dy,dz)^ 0{ydz— zdy, zdx—xdz, xdy— ydx, dx, dy, dz).

Wir sahen ferner, dass sich jeder Liniencomplex in dieser Weise

durch eine Monge'sche Gleichung definieren , lässt. Die Integrälcurven

einer Monge'schen Gleichung von dieser besonderen Art sind die Curven,

die in jedem ihrer Punkte eine Gerade des zugehörigen Liniencomplexes

zur Tangente haben. Diese Curven bezeichnen wir daher im vorliegenden

Complex- Falle zweckmässig als Complexcurven.
curve.

_

" -*

Unter einer Complexcurve verstehen wir also eine Curve, deren

Tangenten sämtlich einem vorgelegten Complex angehören, analog

wie früher (im 6. Kap., § 4) für den speciellen Fall eines linearen

Complexes.

Längs einer Complexcurve sind x, y, z Functionen eines Para-

meters t und sind als solche nur an die eine Gleichung gebunden:

£l{x,y,z; x,y',z') = 0(yz'—zy', zx'— xz', xy'— yx',x',y',z') = 0.

Hierin deutet der Accent die Differentiation nach t an. Im Folgenden

werden wir diese Gleichung zu Grunde legen, da wir einige Eigen-

schaften der Complexcurven ableiten wollen*).

*) Die Entwickelungen dieses Paragraphen rühren von Lie her.
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Zunächst ist:

rt ^* /
I

^* /

und analoge Werte haben ily und ü^. Also folgt unmittelbar:

(61) Sl^ X + ßj, 2/' + ß, ^' = 0.

Längs einer Complexcurve ist aber mit ü = auch

dSL ^
dt

~~

oder

üx^;' -\- ^yy' \- Sl^z + -ßx'
^" + ßj/' ^" + 'ß.s' z" = 0,

d. h. wegen (61)

ßx' ic" + % y" + ß/ ^" = 0,

Ferner ist, da die Gleichung iSt= homogen in x\y',z' sein muss:

ßx' ä;' + ^y y' + ßy z' = 0.

Die beiden letzten Gleichungen aber liefern:

/nn\ y'
z" — z' y" z' x" — x' z" x'

y"— y'
x"

(62) ^, = ~^,--- = % •

Hierin sind die Zähler bekanntlich proportional den Richtungscosinus schmie-

der Schmiegungsebene der Complexcurve im Punkte (x, y, z). Die d. compiex-

Nenner haben eine andere Bedeutung: Betrachten wir nämlich alle

Complexgeraden, die durch den Punkt (x, y, z) gehen. Wenn wir

unter x', y', z' Grössen proportional ihren Richtungscosinus verstehen,

so sind sie gebunden an die Gleichung

Sl{x, y, z; X, y', z') == 0.

Diese in x', y', z' homogene Gleichung stellt also, können wir sagen,

in laufenden Coordinaten x', y', z' den Complexkegel des Punktes {x, yj,z)

dar. Also sind

proportional den Richtungscosinus derjenigen Tangentialebene dieses

Kegels, welche die Mantellinie mit den Richtungscosinus proportional

x'f y', z' enthält. Also liefern die Formeln (62) den

Satz 21: Jede Complexcurve hat in jedem ihrer Punkte p zur

Schmiegungsebene diejenige Tangentialebene des Complexkegels im Punkte

p, deren Mantellinie die Tangente der Curve im Punkte p ist*).

Hieraus folgt dann weiter:

Satz 22: Haben zwei Complexcurven eines vorgelegten Liniencom-

plexes einen Punkt und in ihm die Tangente, d. h. also: hohen sie ein

*) Verh. d. Gesellsch. d. Wiss. zu Christiania 1871, S. 77, sowie: Math.
Ann. Bd. 5 (1872), S. 154.
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Linienelement gemein, so haben sie an der betreffenden Stelle auch die

gleiche Schmiegungsebene.

Man kann den Satz 21 geometrisch erläutern: Ist nämlich p ein

beliebig gewählter Punkt (siehe Fig. 63), so construieren wir den

Kegel Je der hindurchgehenden Complexgeraden. Jede durch p gehende

Complexcurve muss diesen Kegel in p längs einer Mantellinie berühren,

Ist also p' ein dem Punkte p unendlich benachbarter Punkt der Curve,

so muss er auf dem Complexkegel

des Punktes p liegen. Nun bilden

die durch p' gehenden Comple:^

geraden einen Kegel Je'. Er ent-

hält die Gerade pp', da sie Complex-

gerade ist. Die beiden Kegel Je und

¥ schneiden sich mithin längs der

Mantellinie pp'. Die Complexcurve

muss in p' den Complexkegel Je'

längs einer Mantellinie berühren.

Ein dem Punkte ^>' unendlich benachbarter Punkt j)" der Curve liegt

somit auf Je'. Es sind nun pp' und p'p" unendlich benachbarte

Tangenten der Complexcurve. Sie weichen daher auch nur unendlich

wenig von einander ab. Da sie beide auf dem Kegel Je' Mantellinien

sind, so ist ihre Ebene e Tangentialebene des Kegels Je'. Die Ebene

2)
p'p" ist aber als die Schmiegungsebene der Complexcurve im Punkte p'

zu bezeichnen. Also folgt, dass die Schmiegungsebene der Complex-

curve im Punkte p' Tangentialebene des Complexkegels dieses Punktes^'

ist. Dies aber sagte Satz 21 aus.

Fig. 63.

ümkelirung
d. Betrachtg.

Nehmen wir nun einmal an, es liege eine beliebige Monge'sche

Gleichung vor:

^(x, y, 2] dx, dy, dz) = 0,

die also nicht notwendig die besondere Form = habe, und fragen

wir uns, unter welchen Bedingungen ihre Integralcurven die Eigen-

schaft haben, dass ihre Schmiegungsebenen zugleich Tangentialebenen

der Elementarkegel längs der Linienelemente sind, die sie mit den

Elementarkegeln gemein haben. Jede Integralcurve genügt der Gleichung

Sl{x, y, ^; x', y', z') = 0.

Die Richtungscosinus ihrer Schmiegungsebene im Punkte {x, y, z) sind

proportional

y z — z y y z X — x z , x y — y x .

Die Curve hat im Punkte {x, y, z) mit dem Elementarkegel des Punktes
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die Richtung gemein, deren Cosinus proportional x\ y', z sind. Da

nun ü = den Elementarkegel in den laufenden Coordinaten x
,
y', z'

darstellt, so sind die Richtungscosinus der Tangentialebene des Kegels

längs jener Richtung (x' :y' : z') proportional:

Wir fordern daher:
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Zum Beweise ist zu bemerken, dass die im Satze genannten oo^

Integralcurven insgesamt oo^ Linienelemente enthalten. Andererseits

wissen wir, dass die Monge'sche Gleichung

Si(x, y, Z] dx, dy, dz) =
gerade oo^ Linienelemente aus der Schar aller oo^ Linienelemente

(x, y, z, dx: dy : dz) des Raumes bestimmt. Daraus folgt, dass die

Schar der Linienelemente der oo^ Integralcurven sich völlig deckt mit

der Schar aller Linienelemente, die durch die Monge'sche Gleichung

definiert wird, dass also die Linienelemente {x, y, z, x' :y' : z') der

cx)^ Curven nur der Gleichung .

^ipc, y, z; x, y', z') =
und keiner anderen Gleichling genügen. Sobald wir uns nur auf diese

oo^ Integralcurven beschränken, kölmen wir daher die Betrachtung,

die zum Satz 23 führte, auch hier anstellen.

Es wäre noch der Fall denkbar, dass in (63) alle drei Zähler Null

sind, sodass also nicht sofort (64) abzuleiten wäre. Aber wenn einzeln

für die oo^ Curven:

y' z" — z'y" = 0, z'x" — x z" = 0, xy" — y'x" ==

wäre, so müssten diese Curven Geraden sein, d. h. die Monge'sche

Gleichung definierte einen Liniencomplex. In diesem Ausnahmefall

hätten die gegebenen Curven gar keine bestimmten Schmiegungsebenen.

Endlicli können wir den Satz 21 noch in folgender Weise umkehren:

Andere Art Satz 25 : Wenn hei vorgelegter Monge'scher Gleichung
der Um-
kehrung. Sl{x, 2/, z; dx, dy, dz) =

im Maume (x, y, z) alle Integralcurven, die ein Linienelement gemein haben, stets

auch an der betreffenden Stelle dieselbe Schmiegungsebene haben, so definiert die

Monge'sche Gleichung einen Liniencomplex und hat also die Form:

^{ydz — zdy, zdx — xdz, xdy — ydx, dx, dy, dz) = 0.

Zum Beweise ist zu beachten, dass alle Integralcurven, die ein Linien-

element gemein haben, an der betreffenden Stelle in den Werten von x, y, z,

x' : y' : z' übereinstimmen. Da nun y' z" — z' y", z'x" — x' z", x' y" — y'
x"

proportional den Richtungscosinus der Schmiegungsebene sind, so findet die

Voraussetzung des Satzes ihren Ausdruck darin, dass für jede Integralcurve

y' z" — z'y" z'x" — x' z" x'y" — y' x"

a
~

^

~
y

sein soll, wenn a,^,y gewisse Functionen von x, y , z, x'
,
y' , z' allein be-

deuten. Diese beiden Bedingungen lassen sich aber auch so schreiben:

ux' -\- ßy' 4- yz' = 0,

-j-ßy"-hyz" = 0.

Für eine beliebige Integralcurve besteht aber andererseits die Monge'sche Gleichung

:

Sl{x, y, z; x', y', z') =

(ax'
(65) { „
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mit der Bedingung der Homogeneität

:

^x'
«' + -^y 2/' + ß.' «' =0,

sowie die durch Differentiation nach t hervorgehende Gleichung:

(66) ß^ x' + ßj, y' + ß, z' + ß^' x" + ß^, y" + P.^- z" = 0.

Ausserdem bestehen für sie keine Gleichungen zwischen x, y, z, x\ y\ z', x'\ y", z"

allein *). Also müssen die beiden Gleichungen (65) Folgen der drei letzten sein.

Dies ist aber nur dann möglich, wenn unter letzteren eine in x'\ y", z" lineare

homogene Relation vorhanden ist, da die zweite Gleichung (65) eine solche ist,

d. h. nur dann, wenn in (66) das von x'\ y'\ z" freie Glied

ß;r^' + ßy2/' + %^' =
ist. Diese Gleichung aber ist gerade die Bedingung dafür, dass die vorgelegte

Monge'sche Gleichung oo^ geradlinige Integralcurven hat (vgl. § 1 dieses Kap.,

S. 252). Hiermit ist der Satz 25 bewiesen.

Mit den Sätzen 21 und 22, die wir zu Anfang dieses Paragraphen Part. DiergL

aufstellten, stehen femer zwei Sätze in Verbindung, die sich auf die- Compiexes.

jenige partielle Differentialgleichung erster Ordnung beziehen, die der

Monge'schen Gleichung eines Liniencomplexes in Gemässheit des § 1

zugeordnet ist. Gehen wir, um den einen Satz abzuleiten, von der

Monge'schen Gleichung eines nicht-linearen Liniencomplexes

(67) 0(yd2 — zdy, zdx — xdz, xdy — ydx, dx, dy, dz) =
aus, so wissen wir, dass die zugehörige partielle Differentialgleichung

erster Ordnung

(68) i^(.,,,.,|^,|) =
ZU Integralflächen diejenigen Flächen besitzt, die in jedem ihrer Punkte

eine Tangentenebene haben, die zugleich den zugehörigen Complex-

kegel berührt. Die Berührung zwischen Fläche und Kegel findet statt

längs der durch den betreffenden Punkt gehenden Charakteristik der

Integralfläche (vgl. S. 260), die, wie wir wissen, oo^ Charakteristiken

enthält. Da die Charakteristiken in jedem ihrer Punkte mit dem zu-

geordneten Elementarkegel ein Linienelement gemein haben, so sind

sie Integralcurven der Monge'schen Gleichung (67) oder, was dasselbe

ist, Complexcurven. Nach Satz 21 ist ihre Schmiegungsebene zugleich

Tangentialebene des Complexkegels, also nach dem Vorhergehenden

zugleich Tangentenebene der Fläche. Die oo^ auf einer Integralfläche

der partiellen Differentialgleichung (68) gelegenen Charakteristiken

haben somit überall zur Schmiegungsebene die Tangentenebene der charakte-

Fläche und sind deshalb Haupttangentencurven der Fläche. nluptunV-
Corren.

*) Es ist vielleicht nützlich zu bemerken, dass sich die hier aufgestellten
Gleichimgen invariant verhalten gegenüber der Einführung einer Function von t

als neuen Parameters, nach dem differenziert wird.

20*
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Also haben wir erkannt:

Satz 26: Liegt die Monge'sche Gleichung eines nicht-linearen Linien-

complexes vor, so haben die Integralflächen der zugeordneten partiellen

Differentialgleichung erster Ordnung die oo^ auf ihnen gelegenen Charak-

teristiken zu Haupttangentencurven*).

Dieser Satz lässt sich nun umkehren: Nehmen wir an, die nicht-

lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung

(68) F{x,y,,,ll,'^) =
sei gegeben, und sie habe unter anderen oo^ solche Integralflächen, auf

denen die Charakteristiken Haupttangentencurven sind. Da jede dieser

Flächen oo^ Charakteristiken enthält, so enthalten alle oo^ Flächen

insgesamt oo^ Charakteristiken, und letztere sind, wie wir wissen,

Integralcurven der zur partiellen Differentialgleichung (68) zugeordneten

Monge'schen Gleichung

(69) ^{^} Vj ^'i
dx, dg, dz) = 0.

Da diese cx>^ Charakteristiken Haupttangentencurven jener oo^ Integral-

flächen sind, so sind ihre Schmiegungsebenen Tangentenebenen der

Flächen, also auch Tangentialebenen der Elementarkegel. Nach Satz 24

definiert also die Monge'sche Gleichung (69) notwendig einen Linien-

complex. Somit gilt das

Theorem 9: Hat eine nicht-lineare partielle Differential-

gleichung erster Ordnung im Baume {x,y,z):

F(x,y,z,j-^, -g-) =
die Eigenschaft, dass auf gewissen oo^ Integralflächen die

Charakteristiken zugleich Haupttangentencurven sind, so ist

dies auf jeder Integralfläche der Fall. Alsdann ist die der

partiellen Differentialgleichung zugeordnete Monge'sche Glei-

chung die Gleichung eines nicht-linearen Liniencomplexes.

Später werden wir Gelegenheit nehmen, diese Sätze noch zu ver-

vollständigen.

Schliesslich werde noch der Satz bewiesen:

Torsion d. Satz 27: Alle die Curven eines Liniencomplexes, die durch einen

curyen. bestimmt gewählten Punkt gehen und daselbst das Linienelement gemein

haben, haben in diesem Funkte ausser der Schmiegungsebene auch die

s Torsion gemein**).

*) Verh. d. Ges. d. Wiss. zu Christiania 1871, Math. Annalen Bd. 5.

*) Verh.' (Sitzungsber.) d. Ges. d. Wiss. zu Christiania 1883, S. 20.
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Wir erinnern hierbei daran, dass wir in § 4 des 6. Kap. (Satz 26,

S. 231) für die Curven eines linearen Liniencomplexes fanden, dass sie

in gemeinsamen Punkten auch dann gleiche Torsion haben, wenn ihre

Linienelemente verschieden sind.

Um Satz 27 zu beweisen, nehmen wir an, es liege die Monge'sche

Gleichung «ines Liniencomplexes vor:

il{x, y, ^5 dx, dy, dz) =
oder:

Sl{x, y, ^; x', y', z') = 0.

Es seien nun X, (i, v die Richtungscosinus der Schmiegungsebene

einer Complexcurve, die im Punkte (x, y, z) das Linienelement

(x, y, z, x' : y' : z') enthält, dessen Coordinaten natürlich der letzten

Gleichung genügen müssen. Alsdann ist, wie wir wissen:

(70) A = qSIx', ft == Q^'j, V = qSI^'j

sodass

(71) p^ =

ist. Femer sind uns schon die Formeln bekannt (vgl. S. 303):

(72) Sl^ x + % y + Sl^ z = 0,

(73) Sl^ x" + Sly' y" + a, z"= 0.

Di£ferenzieren wir die Gleichung (72) nach ^, so folgt wegen (73):

dStj! x' -f- dSly- • y' -\- dSl/ - z' =
oder auch:

dSlx' • dx -\- dSly- • dy -\- dSl^- - dz = 0,

während sich (72) auch so schreiben lässt:

^x ' dx + ^y • dy + (ßy dz == 0,

sodass folgt:

dx = 6{ßly' d£l^' — Hz dfly-), dy = 6{flz' dSl^ Sl^' dSl/),
(74) ,

^ M dz = 6(£l^' dSly' — Sly' dSla:').

Ist dt der Winkel zweier unendlich benachbarter Schmiegungsebenen

mit den Richtungscosinus X, [i, v und X -\- dX, ^ -{- d[i, v -f- dv, so ist

nach einer bekannten Formel der analytischen Geometrie

dx^ = d^' + dii,^ + dv^',

daher nach (70), wenn das Zeichen S andeuten soll, dass jedesmal die

drei Glieder zu summieren sind, die durch cyklische Vertauschung

der Buchstaben x, y, z aus dem angegebenen Gliede hervorgehen:

dr^ = ^2 8 (dSi^'f -\-2QdQSSl^ dSi^' + dQ^ S (Sl^'f.
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Nach (71) ist aber:

dg = — ^^Sißa;' d^x',

sodass kommt:

dt = Q^[% (iJ,')' S (^ßx')' — (S ßx' dSl^y ]

oder:

dx^ = p* S(% dSl,- — ß/ (^ii^,')"-

Dies giebt nach (74):

Hierin ist dx^ -\- dy^ -\- dz^ das Quadrat des Bogenelementes ds der

Curve^ also:

sodass das Quadrat der Torsion den Wert hat:

Q enthält nach (71) x'\ y", z" nicht. Dasselbe gilt von e. Es ist

nämlich, da ein Complex vorliegt (nach (61), S. 303):

SlxX' -\- flyy' -\- SlzZ' = 0.

Differenzieren wir diese Formel nach ,2' sowie nach y' und ebenso die

Formel (73) nach z' und ?/', so finden wir mit Rücksicht auf die so

hervorgehenden Gleichungen, wenn wir dx nach (74) ausführlich hin-

schreiben, sofort:

dx = 6 (Jly Slz- — ß^ üy') dt.

Es ist also:

Diese Gleichungen zeigen, dass 6 nur von x^ y, z, x', y', z abhängt.

Nach (75) ist also die Torsion eine Function von x, y, z, x\ y', z'

allein, frei von x", y", z" . Damit aber ist Satz 27 nachgewiesen.

Wir machen hier noch eine nachträgliche Bemerkung zu früheren Ent-

wickelungen: In §4 des 6. Kap., S. 235, sahen wir, dass sich die Haupttangenten-

curven einer Regelfläche, deren Geraden einem linearen Complex angehören, durch

Quadratur bestimmen, da sie einer Riccati'schen Gleichung genügen und mindestens

eine als eine Curve des Complexes angegeben werden kann. Wenn nun die Er-

zeugenden der Begelfläche einem Strahlensystem 1. 0. und 1. Cl. angeluiren, d. h.

wenn sie zwei Geraden g und h schneiden (S. 295), so sind die Geraden g, h Haupt-

tangentencurven , sodass die Bestimmung aller Haupttangentencurven zunächst

auf eine Quadratur zurückkommt. Aber das Strahlensystem gehört ja 00^ linearen

Complexen an (S. 293), von denen jeder eine Haupttangentencurve auf der Fläche

liefert. Man findet daher alle Haupttangentencurven durch Differentiation. Bei

passender Wahl von g und h lautet die Gleichung der Regelfläche:

F
(I)
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In der That fanden wir ihre Haupttangentencurven auf S. 237 durch Differentiation.

Ist die Fläche algebraisch, so sind es mithin auch die Haupttangentencurven.

Dies letztere Ergebnis hatte Cremona schon 1867 durch andere Betrachtungen

erhalten, die ihm zugleich die Ordnimg der Curven lieferten. (Annali di Mat.

2. Serie, 1. Bd., S. 248.)

Kapitel 8.

Zur Transformationstheorie der tetraedralen Complexe.

In den beiden vorangehenden Kapiteln sahen wir, dass die Begriffe:

Linienelement, Pfaff'sche Gleichung und Monge'sche Gleichung in ge-

nauestem Zusammenhang mit der Liniengeometrie stehen, die sich daher

unter die Geometrie der Monge'schen Gleichungen unterordnet. Um die

Wichtigkeit und Tragweite dieser Auffassung zu beleuchten, wollen wir

uns zunächst in diesem Kapitel ziemlich eingehend mit besonders merk-

würdigen Liniencomplexen zweiten Grades, den sogenannten tetraedralen

Complexen, beschäftigen. Wir werden für diese Complexe eine Reihe

von Transfonnationstheorien entwickeln, die in einfacher Weise zu

vielen beachtenswerten Ergebnissen führen. Dabei werden wir fort-

während die oben genannten Begriffe sowie den allgemeinen Begriff:

Transformation benutzen und die durch sie gekennzeichnete Auffassung

der Liniengeometrie in den Vordergrund treten lassen. Es ist unsere

Absicht, durch ausführliche Behandlung eines speciellen Problems in

erster Linie solche Methoden zu entwickeln und Stoffe für die spätere

Benutzung vorzubereiten, auf die wir uns im zweiten Teile des Werkes

stützen können. Daneben ergeben sich aber auch Sätze von Bedeutung.

§ 1. Allgemeines über die tetraedralen Complexe.

Es sei ein Tetraeder gegeben. Eine beliebige Gerade wird die

Seitenflächen des Tetraeders in vier Punkten treffen, die, in irgend einer

bestimmten Reihenfolge angeordnet, ein gewisses Doppelverhältnis haben

werden. Schreibt man diesem DoppelVerhältnis einen bestimmten Wert

vor, so ist dies eine Bedingung in den Liniencoordinaten, sodass es

also unter den oo* Geraden des Raumes deren oo^ geben wird, die

der vorgeschriebenen Bedingung genügen.

Die Gesamtheit der Geraden, deren Schnittpunkte mit den Flächen

eines Tetraeders ein gegebenes Doppelverhältnis haben, bezeichnet man als

einen tetraedralen Complex. Je nachdem man den Wert des Doppel-'^^comp^iex.*"

Verhältnisses wählt, erhält man verschiedene tetraedrale Complexe. Zu

einem gegebenen Tetraeder gehören also oo^ tetraedrale Complexe.
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Satz von
Staudt.

In diesem Kapitel werden wir uns nur mit projectiven Eigen-

schaften der tetraedralen Complexe beschäftigen. Betrachten wir die

Schar aller oo^ tetraedralen Complexe, die zu einem gegebenen Tetraeder

gehören, so werden wir also ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit

der aufzustellenden Sätze das Tetraeder in besonderer Weise wählen

dürfen, z. B. als das von den drei Coordinatenebenen und von der

unendlich fernen Ebene gebildete Tetraeder. Hiervon werden wir

öfters zur Bequemlichkeit der Rechnungen Gebrauch machen.

Um die tetraedralen Complexe noch auf eine andere Weise zu

definieren, schicken wir einen von Staudt herrührenden Satz voraus.

Sind nämlich Ä, JB, C, JD die Ecken eines Tetraeders und ist g irgend

eine Gerade im Räume, so sagt

dieser Satz aus, dass das Doppel-

verhältnis der Schnittpunkte der

Geraden mit den Tetraederflächen

gleich dem Doppelverhältnis der

vier Ebenen ist, die durch g
und die Tetraederecken gelegt

werden können. Bei beiden

Doppelverhältnissen ist natürlich

die Reihenfolge der Elemente

in entsprechender Weise zu

wählen.

Um diese Behauptung zu beweisen, wollen wir mit a, h, c, d die

Schnittpunkte der Geraden g mit den Tetraederflächen bezeichnen, die

bezüglich den Ecken A, B, C, B gegenüberliegen. (Siehe Fig. 64.)

Die Ebene durch A und g schneidet die Tetraederebene BGB in einer

Geraden durch a, die BC in x, CB in y, BB in z treffe. Alsdann

ist das Doppelverhältnis

{ah cd) = (ayzx).

Letzteres ist aber bekanntlich dasselbe, wie das Doppelverhältnis der

in umgekehrter Reihenfolge genommenen Punkte, also

(ahcd) = (xzya).

Schneidet ferner aB die Gerade BC in u, so giebt die Projection des

Doppelverhältnisses (xzya) auf BC von B aus sofort

(ahcd) = (xBCu).

Das Doppelverhältnis (xBCii) ist fernerhin gleich dem der vier

Ebenen durch g und bez. x, B, C, u. Diese vier Ebenen sind aber

Fig. 64.
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die Ebenen durch g und die Eckpunkte A, B, C, D des Tetraeders.

Also ist das Doppelverhältnis (ab cd) gleich dem Doppelverhältnis der

vier Ebenen durch die Gerade g und die Ecken Ä, B, C, D des

Tetraeders.

Ein anderer Beweis des Staudfsehen Satzes ist folgender: Ist das zweiter
Beweis d.

betrachtete Tetraeder das der Coordinatenebenen und der unendlich Satzes v.

Staudt.

fernen Ebene im gewöhnlichen Coordinatensystem (x, y, z), so giebt

es oo^ Flächen zweiten Grades, die das Tetraeder zum Polartetraeder

haben. Ihre Gleichung lautet:

^* _I_ 2^ _l_ f! _ 1

Verlangen wir, dass eine allgemein gewählte Gerade g, d. h. eine Gerade,

die weder in den Tetraederebenen liegt noch durch eine Tetraederecke

geht, auf einer dieser Flächen liege, so giebt dies drei lineare Be-

dingungsgleichungen für -j, -p, -2, da zu fordern ist, dass drei

Punkte der Geraden auf der Fläche gelegen sind. Es giebt demnach

eine und nur eine Fläche zweiten Grades, die das Tetraeder zum Polar-

tetraeder hat und die Gerade g enthält. Die Gerade g ist alsdann ihre

eigene reciproke Polare hinsichtlich der Fläche. Wenn wir nun den

ganzen Raum der durch die Fläche definierten Transformation durch '^^^^^°^-

reciproke Polaren unterwerfen, so geht g also in sich über, während ^"^»'«Ji-

die Ecken des Polartetraeders in die gegenüberliegenden Ebenen des

Tetraeders und umgekehrt verwandelt werden. Die vier Schnittpunkte

der Geraden g mit den Tetraederebenen gehen folglich in die vier

Ebenen durch die Gerade g und die Tetraederecken über. Da bei der

Tränsformation durch reciproke Polaren die Doppelverhältnisse un-

geändert bleiben, so ist mithin das Doppelverhältnis jener vier Schnitt-

punkte gleich dem der soeben erwähnten vier Ebenen, sodass also der

Staudt'sche Satz bewiesen ist.

Aus dem Staudt'schen Satze folgt, dass ein tetraedraler Complex zweite

auch definiert iverden kann als die Schar aller Geraden, die mit den t^ir.comvi.

Ecken des Tetraeders vier Ebenen mit constantem Doppelverhältnis bilden.

Unterwerfen wir wie soeben den ganzen Raum einer Transfor-

mation durch reciproke Polaren hinsichtlich einer Fläche zweiten

Grades, die das Tetraeder zum Polartetraeder hat, so ergiebt sich

mithin, dass dabei alle Geraden eines tetraedralen Complexes unter

einander transformiert werden.

Jeder tetraedrale Complex bleibt somit invariant bei jeder Trans-

formation durch reciproke Polaren hinsichtlich einer mm Tetraeder con-
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'^^^J^^^l^^jugierten Fläche zweiten Grades. Jeder der oo^ tetraedralen Complexe
selbst

j[g^ g^jgQ jjj (Jieser Weise su sich seihst dualistisch, und zwar auf oo^
du allst.

'

Weisen vermöge einer Transformation durch reciproke Polaren.

Künftig können wir uns einer abkürzenden Redeweise bedienen:

Wir sagen, dass eine Gerade g das Tetraeder in einem gegebenen

Doppelverhältnis schneidet oder mit ihm ein gegebenes Doppel-

verhältnis bestimmt, wenn die vier Schnittpunkte der Geraden g mit

den Tetraederebenen dies Doppelverhältnis bilden.

Nehmen wir an, es liege ein bestimmter tetraedraler Complex

vor, und betrachten wir alle Complexgeraden in einer beliebig ge-

wählten Ebene e. Die Ebene schneidet die Tetraederebenen in vier

Geraden g^, g^^ ^3, g^. Die in der Ebene e gelegenen Complexgeraden

sind diejenigen Geraden, deren Schnittpunkte mit g^^, g^, g^, g^ das

für den Complex charakteristische Doppelverhältnis bilden. Sie um-

^geif hüllen demnach einen Kegelschnitt h, der g-^, g^, g^, g^ zu Tangenten

hat. Da der Complex zu sich selbst dualistisch ist, so folgt hieraus

auch, dass alle Complexgeraden, die durch einen beliebig gewählten

^k^ger P'^^^^ P gehen, einen Kegel zweitem Grades bilden, der die Geraden

von p nach den Tetraederecken enthält. Der tetraedrale Complex ist

somit vom zweiten Grade. Zugleich sehen wir, dass alle Geraden in

einer Tetraederebene und auch alle Geraden durch eine Tetraederecke

dem Complexe angehören.

Der Kegelschnitt, der von den Complexgeraden in der Ebene e

umhüllt wird, artet nur dann in zwei Punkte aus, wenn drei der vier

Geraden ^j, g^^ g^, g^ durch einen Punkt gehen, mit anderen Worten,

wenn die Ebene e durch eine Tetraederecke geht. Entsprechend

zerfällt der Complexkegel eines Punktes p dann und nur dann in zwei

Ebenen, wenn der Punkt p in einer Tetraederebene liegt.

Liegt ein bestimmter tetraedraler Complex vor, so besteht sein

Tetraeder aus den vier Ebenen, welche die oc^ in den Ebenen des

Raumes gelegenen Complex -Kegelschnitte berühren. Hierin liegt, dass

tetraedrale Complexe mit verschiedenen Tetraedern nie mit einander

identisch sein können.

Gleichung Um die tetraedralen Complexe analytisch zu behandeln, wollen

Compi. wir als die Ebenen des Tetraeders die Coordinatenebenen x= 0, y= 0,

z = sowie die unendlich ferne Ebene wählen. Die Gerade

(1) X == rz -\- Q, y = sz -{-
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schneidet alsdann die drei ersten Tetraederebenen x = 0, y = 0,

^ = in den Punkten a, h, c (vgl. Fig. 65), deren ^f-Coordinaten sind:

ea = ^6 = -;,

dagegen die unendlich ferne

Tetraederebene in einem Punkte

d, dessen ^-Coordinate unend-

lich gross ist. Eines der Doppel-

verhältnisse der vier Punkte

a, h, c, d, nämlich

ac ^ ad
Tc'Td^

ist gleich dem Verhältnis acibc,

also gleich

^c~~^a SQ
^

z„— z. re
Fig. 65.

Verlangen wir, dass dies Doppelverhältnis den constanten Wert yi habe,

so muss

(2)
^-^ = x

gesetzt werden.

Mle Geraden (1) ' odso, die der Gleichung (2) hei gegebenem x ge-

nügen, bilden einen tetraedralen Complex.

Lie's Untersuchungen*) über die tetraedralen Complexe nehmen

ihren Ausgangspunkt von einer einfachen Transformationstheorie, die

wir hier zunächst entwickeln.

Zu diesem Zwecke betrachten wir alle proiectiven Transformationen, ^roj Trf

,

^ <> 'bei d. das

bei denen die Ecken A, JB. C, D des ffCffebenen Tetraeders und also Tetraeder
' ' '

^

ö &
^ ^ iuy bleibt.

auch die Ebenen des Tetraeders einzeln fest bleiben. Schneidet eine

Gerade g die Ebenen des Tetraeders in den Punkten a, b, c, d und

wird diese Gerade g durch eine jener projectiven Transformationen in

die Gerade g^ übergeführt, die mit den Tetraederebenen die Punkte

«1, &i, q, c?i gemein habe, so ist klar, dass die Transformation die

Punkte a, &, c, d gerade in die Punkte a^, b^, q, d^ überführt. Da
femer die projective Transformation die Doppelverhältnisse nicht ändert,

so ist

(abcd) = («i&iCi^j).

*) Göttinger Nachr. Jan. 1870.
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Also folgt, dass jede projective Transformation, bei der die Ecken des

Tetraeders einzeln fest bleiben, die Geraden eines jeden tetraedralen

Complexes, der zu dem gewählten Tetraeder gehört, unter einander

vertauscht.

Es giebt projective Transformationen, die zwar das Tetraeder fest

lassen, aber seine Ecken unter einander vertauschen. Wir wollen aber

für das Folgende die Vereinbarung treffen, dass unter einer projectiven

Transformation, die ein Tetraeder invariant lässt, immer eine solche

verstanden werden soll, die jede Ecke des Tetraeders einzeln in Ruhe

lässt. Alsdann können wir unser obiges Ergebnis so ausdrücken: Ein

tetraedraler Complex bleibt invariant hei jeder projectiven Transformation,

die sein Tetraeder invariant lässt.

Nun giebt es aber gerade oo^ projective Transformationen, welche

die Punkte -4, J5, C, D einzeln in Ruhe lassen. Wenn wir z. B. als

das Tetraeder wie oben das der drei Coordinatenebenen und der un-

endlich fernen Ebene wählen, so hat jede derartige projective Trans-

formation die Form:

(3) x^ = Xx, y^ = (ly, z^ = vs.

Hierin sind A, fi, v beliebige von Null verschiedene Constanten. Die

Gerade

(1) X = rz -\- Q, y = sz -\-

6

geht bei der Transformation (3) in die Gerade über:

(4) x^=-rz^-^XQ, f/i = | 5^1 + ^0.

Die Liniencoordinaten der neuen Geraden (4) sind:

V = - r, 5, = i>-

y
•"! „ "^7

ist, womit nach Formel (2) die Invarianz der tetraedralen Complexe

bei den projectiven Transformationen (3) auch analytisch dargethan ist.

Sind r, s, q, 6 bestimmt gewählt, während A, ,u, v alle möglichen

Constanten Werte annehmen mögen, so stellen die Gleichungen (4) gerade

oo^ Geraden dar. Jede Gerade geht somit vermöge aller (xfi projectiven

Transformationen (3) in oo^ Geraden über. Da sie aber in Geraden

desselben tetraedralen Complexes verwandelt wird, so folgt, dass es

unter den projectiven Transformationen (3) stets eine giebt, die eine
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bestimmt gewählte allgemeine Gerade des tetraedralen Complexes in

eine andere solche Gerade desselben Complexes überführt.

Ein tetraeddler Complex ist hiernach der Inbegriff aller Geraden,

in die eine gegebene Gerade übergeht, sobald auf sie alle oo^ projectiven

Transformationen ausgeübt werden, die das vorgelegte Tetraeder invariant

lassen.

Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen in dem

Satz 1: übt man auf den Raum alle oo^ projectiven Transfor- invananz
'

.
'des tetr.

mationen aus, welche die Ecken eines gegebenen Tetraeders einzeln invariant compi. bei

lassen, so bleibt jeder der oo^ tetraedralen Complexe dieses Tetraeders in-

variant. Unter diesen Transformationen ist stets eine enthalten, die eine

beliebig gegebene allgemeine Gerade eines dieser Complexe in eine beliebige

andere allgemeine Gerade desselben Complexes überführt.

In unserer Theorie der tetraedralen Complexe spielt der Um-
stand eine wesentliche Rolle, dass die oo^ projectiven Transformationen

(3) x^ = lx, yj^
= ^y, z^ = v3,

welche die Ecken und Ebenen des Tetraeders invariant lassen, martt^eis vertanschb.

• TT lim derproj.Trf.

mit einander vertauschbar sind. Führen wir nämlich nach der Trans-

formation (3) die folgende aus:

(5) X^ = l^x^^ y^ = ^«li/i, ^2 = V^h,

SO ist die Aufeinanderfolge beider äquivalent der projectiven Trans-

formation

(6) x^ = ll^x, y^ = ^ii^y, z^ = vv^z.

Diese Gleichungen ändern sich nicht, wenn X, ^, v mit Aj, ^i, v^ ver-

tauscht werden, d. h. wenn man die Reihenfolge der beiden nach ein-

ander auszuführenden Transformationen (3) und (5) ändert. Die od^

projectiven Transformationen, die das Tetraeder invariant lassen, sind

also in der That paarweis mit einander vertauschbar.

Femer ist es begrifflich klar und erhellt auch analytisch ohne

weiteres aus den Gleichungen (6), dass die Aufeinanderfolge zweier

projectiver Transformationen, die das Tetraeder invariant lassen, einer

projectiven Transformation äquivalent ist, die ebenfalls das Tetraeder

invariant lässt, dass also alle oo^ projectiven Transformationen (3) eine

Gruppe bilden und zwar eine Gruppe von paarweis vertauschbaren Trans-

formationen. Da die Gruppe <x>^ Transformationen enthält, so be-

zeichnen wir sie als eine dreigliedrige Gruppe. Sie hat noch eine

besondere Eigenschaft:

Es ist in der Gruppe (3) stets eine und nur eine Transformation

enthalten, die einen bestimmt gewählten Punkt allgemeiner Lage



318 Kap. 8. Zur Transformationstheorie der tetraedralen Complexe.

(x, y, z) in einen anderen bestimmt gewählten Punkt allgemeiner Lage

(^17 Vi: ^i) überführt, denn die Gleichungen (3) sind nach A, n, v auf-

lösbar und zwar in eindeutiger Weise. Nach unserer Terminologie ist

Dreigi. einf. daher die betrachtete Gruppe einfach transitiv, was eben ausdrücken

Gruppe V. goU dass sie gerade eine Transformation enthält , die einen bestimmt
proj. Trf. ' °

, , _

'

gewählten Punkt allgemeiner Lage in einen andern bestimmt ge-

wählten Punkt allgemeiner Lage verwandelt. Wir könnten leicht be-

weisen, dass sie auch gerade nur eine Transformation enthält, die eine

bestimmt gewählte Ebene allgemeiner Lage in eine andere bestimmt

gewählte Ebene allgemeiner Lage überführt.

Wohlbemerkt aber enthält sie keine Transformation, die eine

bestimmt gewählte Gerade allgemeiner Lage in eine andere bestimmt

gewählte Gerade allgemeiner Lage verwandelt. Nach Satz 1 enthält

sie vielmehr eine und nur eine Transformation, die eine bestimmt

gewählte Gerade allgemeiner Lage in eine beliebige solche bestimmt

gewählte Gerade verwandelt, die das Tetraeder nach demselben Doppel-

verhältnis schneidet, wie die gegebene Gerade.

m^^/et tetr
^^® bekannt, gehört zu jedem Complex eine Monge'sehe Gleichung

compi.
(y^. S. 254)-, wir wollen jetzt die Monge'sche Gleichung eines tetraedralen

Complexes aufstellen.

Die oo^ Geraden

(1) X ^=rz -\- Q, y = sz -\- 0,

die der Bedingung

(2)
'-^ = x

genügen, bilden einen tetraedralen Complex. Sind x, «/, s sowie die

Verhältnisse von dx, dy, dz die Coordinaten eines Linienelementes der

Geraden (1), so ist bekanntlich (vgl. § 3 des 7. Kap., S. 283,284):

dx dy dz ydz — zdy zdx — xdz xdy — ydx
r s 1 ff — Q SQ — rc

Schreiben wir die Bedingungsgleichung (2) in den hierdurch gegebenen

Differentialausdrücken, so lautet die gesuchte Monge'sche Gleichung:

dyizdx— xdz) -\- xdx{ydz — zdy) =
oder:

— xdy dz -\- xydz dx -\- (1 — oc) z dx dy = 0.

Sie lässt sich symmetrisch schreiben:

(7) (h — c)x dy dz -\- (c — a) y dz dx -}- (a — h) z dx dy = 0,

wenn nämlich
— 1 H 1— X

b — c c — a a — b
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ist. Letztere Beschränkungen stellen in Wahrheit nur die eine Glei-

chung dar:

/Q\ a — c

Die Gleichung (7) enthält also nur anscheinend mehr als eine wesent-

liche Constante. Bedeuten a,b, c beliebig gewählte Constanten, die

nicht alle drei einander gleich sind, so ist folglich die Gleichung (7)

die Monge'sche Gleichung eines tetraedralen Complexes, dessen Tetraeder

von den Coordinatenebenen und der unendlich fernen Ebene gebildet

wird. Die Geraden des Complexes schneiden das Tetraeder nach dem

durch (8) gegebenen Doppelverhältnis x.

Die Monge'sche Gleichung (7) lässt sich auch so schreiben:

(7 ') a{ydz — z dy) dx -\- h{z dx — x dz) dy -\- c{x dy — y dx) dz = 0.

Daher kann die Gleichung des tetraedralen Complexes in homogenen

Liniencoordinaten, vorausgesetzt, dass das Coordinatentetraeder das des

Complexes ist, nach S. 284, so geschrieben werden:

(9) ap^sPu + ^P3iP42 + (^PnPtö = 0.

Die Complexkegel sind die Elementarkegel der Monge'schen

Gleichung (7).

Wir haben Folgendes gefunden:

Satz 2: Alle oo^ projectiven Transformationen, hei denen die EcJcen

eines gegebenen Tetraeders invariant bleiben, sind paarweis vertauschbar

und bilden überdies eine continuierliche Gruppe. Diese Gruppe ist einfach

transitiv, d. h. sie enthält eine und nur eine Transformation, die einen

gegebenen Punkt allgemeiner Lage in einen anderen gegebenen Punkt

allgemeiner Lage überführt. Jede Transformation der Gruppe lässt die

oo^ zu dem gegebenen Tetraeder gehörigen tetraedralen Complexe sowie

ihre oo^ Monge'schen Gleichungen einzeln invariant.

Schliesslich wollen wir jetzt eine be-

liebige Ebene e betrachten, welche die

Tetraederebenen in den Geraden g^, g2, g^, g^^

schneide. Wie wir S. 314 sahen, umhüllen

alle in dieser Ebene gelegenen Geraden des

tetraedralen Complexes einen Kegelschnitt k,

der 9i, 9^,93, 9i berührt. (Siehe Fig. 66.)

Wählen wir in der Ebene einen beliebigen

Punkt p, der zunächst nicht auf k gelegen

sei. Durch p gehen oo^ Complexgeraden,

die einen Kegel zweiten Grades durch die Tetraederecken bilden. Der
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Kegel wird die Ebene e also in zwei Geraden schneiden, die Tangenten

von h sind. Rückt der Punkt j) auf Ä;, so fallen diese beiden Tangenten

compiex- zusammen. Die Ebene e wird mitbin von allen den Kegeln des vor-
kegel, die '-'

geg. Ebene gelegten tetraedralen Complexes berührt, deren Spheitel j) auf dem

Kegelschnitt Ä; liegen, und zwar berührt der Kegel die Ebene jedesmal

in der Tangente des Kegelschnittes ~k im Punkte ^.

Übrigens ist dies Ergebnis nur ein Ausfluss des allgemeineren

früher aufgestellten Satzes, nach dem die Schmiegungsebene einer

Complexcurve zugleich Tangentialebene des Complexkegels an der be-

treffenden Stelle ist. (Vgl. Satz 21, § 5 des 7. Cap., S. 303.) Denn

der Kegelschnitt li ist eine Complexcurve, und die Schmiegungsebene

dieser ebenen Curve ist die Ebene e.

Zu dem Tetraeder gehören cx)^ tetraedrale Complexe. Diejenigen

Geraden eines jeden dieser oo^ Complexe, die

in der Ebene e liegen, umhüllen einen Kegel-

schnitt liy der g^j g^^ ^3, g^ berührt. So er-

giebt sich in der Ebene e eine Schar von oo^

Kegelschnitten mit vier gemeinsamen Tangenten.

Durch jeden Punkt p der Ebene e gehen zwei

Kegelschnitte der Schar. Also giebt es unter den

oü^ Kegeln, welche die 00^ tetraedralen Complexe

einem Punkte^ der Ebene e zuordnen, gerade zwei,

welche die Ebene e berühren. (Siehe Fig. 67.)

Die bis jetzt vorgetragenen Ergebnisse werden wir später, vom

dritten Paragraphen an, nach verschiedenen Richtungen hin verwerten.

Fig. 67. •

§ 2. Ältere Untersuchungen über die tetraedralen Complexe.

Der gegenwärtige Paragraph enthält eine kurze geschichtliche Darstellung

der älteren Untersuchungen über die tetraedralen Complexe. Der Natur der Sache

nach wenden wir uns hierbei insbesondere an solche Leser, die schon ein gewisses

Mass liniengeometrischer Kenntnisse haben. Wir betonen deshalb ganz besonders,

dass der gegenwärtige Paragraph ohne Schaden für die Verständlichkeit der

späteren Entwickelungen überschlagen werden kann.

Soweit uns bekannt, sind es die tetraedralen Complexe, also gewisse Com-
plexe zweiten Grades, die unter den nicht -trivialen Liniencomplexen zuerst eine

eingehende Untersuchung erfahren haben. Es waren Betrachtungen in der Mechanik,

die auf diese Complexe wie etwas später auch auf die linearen Complexe geführt

haben

:

Wenn ein starrer materieller Körper in einem Punkte festgehalten wird und
sich alsdann ohne Einwirkung äusserer Kräfte, also insbesondere auch ohne Ein-

festem Pkt. Wirkung der Schwere, bewegt, so ist die Bewegung in jedem Zeitelemente eine

infinitesimale Drehung um eine Axe, die durch den festen Punkt geht. Von
Moment zu Moment wird eine andere Gerade im Körper die momentane Drehaxe,

Bewegg.
eines

Körpers m.
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und sie hat ebenso von Moment zu Moment eine andere Lage im Räume. Im
Laufe der Bewegung ergeben sich also CX)^ momentane Drehaxen im Körper, die

einen Kegel bilden, dessen Spitze der festgehaltene Punkt ist. Zugleich ist der

Ort dieser Axen im Räume ein Kegel, dessen Spitze ebenfalls jener feste Punkt
ist. Sieht man von der Geschwindigkeit der Bewegung völlig ab, so kann man
den ganzen Verlauf der Bewegung alsdann auch dadurch herstellen, dass man
den mit dem Körper festverbunden zu denkenden ersten Kegel auf dem genannten
zwfeiten, im Räume festgedachten Kegel ohne Gleiten abrollen lässt. Dabei muss
man natürlich von einer solchen ursprünglichen Lage beider Kegel ausgehen, in

der sie sich längs jener Geraden berühren, die zu Anfang der Bewegung die

momentane Drehaxe ist.

Es ist nun insbesondere denkbar, dass der Körper zu Anfang eine solche

Lage und Bewegung gehabt hat, dass die momentane Drehaxe während des

ganzen Verlaufes der Bewegung dieselbe" bleibt, sowohl was ihre Lage relativ

zum Körper als auch ihre absolute Lage im Räume anlangt. In diesem Falle

reducieren sich die beiden Kegel auf eine Gerade durch den festen Punkt, und
die ganze Bewegung ist eine beständige Rotation um eine stationäre Axe. Ist

der materielle Körper und der feste Punkt von vornherein gegeben, so giebt es,

wie man beweisen kann, drei Geraden durch den festen Punkt, welche die Rolle

dieser stationären Drehaxe spielen können. Diese drei Geraden stehen paai-weis

auf einander senkrecht. Man nennt sie die Trägheitsaxen des festen Punktes.

Denkt man sich denselben starren materiellen Körper gegeben, aber einen

anderen Punkt des Körpers festgehalten, so werden auch durch diese neuen Punkt
drei derartige, paarweis zu einander senkrechte stationäre Drehaxen hindurch-

gehen. Somit sind jedem Punkte des Körpers in einer ganz bestimmten Weise
drei mit dem Körper fest verbunden zu denkende Geraden zugeordnet, die ein-

ander in dem betreffenden Punkte senkrecht schneiden, die Trägheitsaxen des

Punktes. Man kann nachweisen, dass verschiedenen Punkten verschiedene stationäre

Drehaxen oder Trägheitsaxen zugehören, dass also eine solche Drehaxe im all-

gemeinen eben nur für ehien ihrer Punkte stationäre Drehaxe ist. Es gehören

infolgedessen allen C30* Punkten des Körpers — auch den Punkten ausserhalb

des Körpers, die man sich mit ihm starr verbunden zu denken hat — insgesamt

(X>^ stationäre Drehaxen zu. Ihr Inbegriff bildet daher das, was wir heutzutage complex d.

einen Liniencomplex nennen, und zwar einen Liniencomplex , der ganz besonders Trägheits-

interessante Eigenschaften hat.

Auf diesen Liniencomplex hat zuerst Binet 1811 *) die Aufmerksamkeit
gelenkt.

Binet zeigte, dass die Schar der Trägheitsaxen identisch ist mit der Schar Binet.

aller oo' Normalen von oo^ confocalen Flächen zweiten Grades. Jedem starren

Körper wird demnach in ganz bestimmter Weise eine Schar von confocalen

Flächen zweiten Grades zugeordnet, die mit ihm fest verbunden zu denken sind.

Durch einen beliebigen Punkt des Raumes gehen bekanntlich gerade drei Flächen,

die in einer gegebenen Schar confocaler Flächen zweiten Grades enthalten sind,

und diese drei Flächen durchsetzen einander senkrecht, also längs ihrer Krümmungs-
linien. Construiert man in einem Punkte die drei Normalen zu den drei hindurch-

gehenden Flächen, so erhält man gerade die drei Trägheitsaxen des betreffenden

Punktes. Diese drei Normalen sind offenbar identisch mit den Tangenten an
die Krümmungslinien der drei Flächen in dem betrachteten Punkte. In Binet's
Abhandlung befindet sich auch — wie nebenbei bemerkt sei — wohl zum ersten

*) Binet, Memoire sur la theorie des axes conjuguees et des momens d'itiertie

des Corps, Joum. de l'ficole polyt. 9. Bd., 16. Heft (1813), S. 41. (Gelesen im
Institut 1811.)

liie, Geometrie der Berührungstransformationen I. 21 [8. XI. 1895.]



322 Kap. 8. Zur Transformationstheorie der tetraedralen Complexe

Male die bekannte cubische Gleichung zur Bestimmung der Hauptaxen einer

Fläche zweiten Grades.

Ampöre. Man kann sich nun die Frage nach allen Tr'ägheitsaxen durch einen ge-

gebenen Punkt vorlegen, von denen allerdings, wie wir wissen, nur drei zu ein-

ander senkrechte Geraden die Trägheitsaxen gerade dieses Punktes sind. Diese

Frage wurde von Ampere 1821*) beantwortet. Er fand, dass die durch einen

Punkt gehenden Trägheitsaxen des starren Körpers einen Kegel zweiten Grades
bilden. Durch Zusammenfassen der Ergebnisse Binet's vmd Ampere^s geht

librigens unmittelbar der folgende Satz hei-vor, der jedenfalls später (1855) von
Jullien**) ausdrücklich formuliert wurde : Die Normalen, die von einem gegebenen

p . . Punkt auf oo^ confocale Flächen zweiten Grades gefallt werden können, bilden

2. Grades, einen Kegel zweiten Grades.

Dupin. Die Theorie der confocalen Flächen zweiten Grades hat seit Dupin***) die

Mathematiker vielfach beschäftigt, indem sowohl geometrische wie physikalische,

insbesondere mechanische Fragen mit der Theorie dieser Flächen in Zusammen-
hang stehen. Alle diese geometrischen Untersuchungen beziehen sich — wenn
auch nicht immer unmittelbar — auf den von Bin et eingeführten Liniencomplex

zweiten Grades.

Ist

^'
o- y^ -L

^' _ 1

die Gleichung der Schar confocaler Flächen zweiten Grades in Punktcoordinaten

X, y, z mit dem Parameter X, so ist

(a^ -\-X)u'- -{- ib'' ^X)v^ -\- (c'ä -f ;i) w^ = 1

ihre Gleichung in den zugehörigen Ebenencoordinaten m, «;, w. Da die letztere

Gleichung linear in X ist, so folgt, dass es eine und nur eine unter den con-

focalen Flächen giebt, die eine gegebene Ebene {u,v^w) berührt. Zieht man im
Berührpunkt die Normale zur Fläche oder Ebene, so ist also jeder Ebene des

Raumes eine Normale zu ihr zugeordnet. Da diese Normalen in ihrer Gesamt-

heit den von Bin et betrachteten Liniencomplex darstellen, so sind hiermit —
Abb. d. wie wir uns in jetziger Sprachweise ausdrücken können — die Geraden des

Geraden d. gjjjet'schen Liniencomplexes ein- eindeutig auf die Schar aller oo' Ebenen des

d. Ebenen. Raumes abgebildet. Diese Abbildung wurde , wenn wir nicht irren , zuerst von

Chasles. Chasles, später auch von Plücker untersucht.

Unter den hierdurch erhaltenen Ergebnissen erinnern wir an das Folgende,

das wir aus Salmon-Fiedler's analytischer Geometrie f) herübemehmen : Dreht

sich eine Ebene um eine feste Gerade, so beschreibt die zugeordnete Normale

ein hyperbolisches Paraboloid. Dreht sie sich insbesondere um eine Complex-

gerade (Normale), so umhüllt die zugeordnete Normale einen Kegelschnitt und

zwar eine Parabel, welche die drei Hauptebenen berührt.

Normalen Chasles hat femer den Complex aller oo* Normalen von oo^ ähnlichen

m^^o^A ^^^ ähnlich gelegenen coneentrischen Flächen zweiter Ordnung

*) Ampere, Memoire sur quelques nouvelles proprietes des axes permanens
de rotation des corps et des plans directeurs de ces axes, Mem. de TAcad. 5. Bd.

(1821— 22), S. 86. (Gelesen 1821, gedruckt 1826.)
**) Jullien, Problemes de mecanique rationelle, Paris 1855, 2. Bd., S. 54.

***) Dupin, Developpements de geometrie, Paris 1813.

f) Salmon, Analytische Geometrie des Maumes, bearb. von Fiedler, 1. 2'eil,

2. Aufl. Leipzig 1864, 3. Aufl. 1879 (hier S. 221). Da sich hier keine Litteratur-

nachweise find(m, wissen wir nicht, wer zuerst diese Sätze aufgestellt hat.
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X^ 77* 2^

T. + 1^ + -„y = Const.
a" 0' c

betrachtet und einige unter den Eigenschaften dieses Complexes angegeben, u. A.,

dass alle Geraden des Complexes, die durch einen gegebenen Punkt gehen, einen

Kegel zweiten Grades bilden, der Complex also vom zweiten Grade ist. Dieser

Complex ist factisch, wie wir später sehen werden, identisch mit dem Binet'schen

Complexe. Wir glauben aber nicht, dass Chasles*) dies ausdrücklich bemerkt hat.

Auf der anderen Seite gelangte Chasles zu einem Complex , indem er aus- Tg. d. Pkte.

ging von der Betrachtung einer infinitesimalen Bewegung. Er construierte Be^^„
nämlich die oo^ Tangenten der Fortschreitungsrichtungen der Punkte bei einer

infinitesimalen Bewegung und erkannte insbesondere, dass durch jeden Punkt des

Raumes oo ^ dieser Geraden gehen , die , einen Kegel zweiten Grades bilden,

andererseits, dass in jeder Ebene oo* dieser Geraden so liegen, dass sie einen

Kegelschnitt umhüllen. Er zeigte somit, dass diese oo* Geraden einen Complex
zweiten Grades bilden. Dieser Complex ist vom projectiven Gesichtspunkte aus

als eine Ausartung des Binet'schen Complexes zu betrachten. Chasles studierte

femer gewisse Curven und Flächen, die mit dem erwähnten Complex in Ver-

bindung gesetzt werden können.

Weiterhin ging Chasles noch von einem anderen Standpunkt aus, indemVerbindende
er zwei Lagen eines starren Körpers annahm und die oü^ verbindenden Geraden '"?*^P'^- ^^*^-

durch entsprechende Punkte des Körpers in den beiden Lagen zog. Dadurch Bewegg.

kam er abermals zu einem Complex und zwar zu genau demselben, von dem
soeben die Rede war.

Endlich sei noch bemerkt, dass Chasles am Schlüsse seiner langen Ab-
handlung aus dem Jahre 1861 ausdrücklich darauf hinwies, dass man analoge

Betrachtungen anstellen kann, wenn man die Punkte des Raumes einer beliebigen

projectiven Transformation unterwirft und die oo* Geraden construiert, die jedes-

mal einen Punkt in seiner ursprünglichen Lage mit demselben Punkt in seiner

neuen Lage verbinden. Dies führt gerade auf den tetraedralen Complex.

In seinen Untersuchungen über Strahlensysteme erster und zweiter Ordnung

(1866) beschäftigte sich Kummer**) eingehend mit den Strahlensystemen, deren Kummer.

Geraden dem oben besprochenen Liniencomplex aller Normalen von confocalen

Flächen zweiter Ordnung angehören. Er erkannte, dass dieser Complex eine

grosse Anzahl wesentlich verschiedener Strahlensysteme von zweiter Ordnung und Strahien-

von zweiter, dritter u. s. w. bis sechster Classe enthält. Sehr sorgfältig discutierte *^^*^™« i™

er diese Strahlensysteme sowie ihre Brennflächen, die alle von vierter Ordnung
sind. Insbesondere ist die Brennfläche eines in diesem Complexe enthaltenen

Strahlensystems zweiter Ordnung und zweiter Classe die nach Kummer benannte
Fläche vierter Ordnung und vierter Classe. Ist das Strahlensystem von zweiter

Ordnung und sechster Classe, so ist es dualistisch zu dem System der Normalen
einer Fläche zweiter Ordnung, das ja von sechster Ordnung und zweiter Classe

ist. Die Brennfläche des soebengenannten Kummer'schen Strahlensystems zweiter

Ordnung und sechster Classe ist von zwölfter Ordnung und vierter Classe. Wir
werden uns später gelegentlich mit den Strahlensystemen beschäftigen, die einem
tetraedralen Complex angehören, und werden Methoden angeben, die mit grosser

Leichtigkeit sowohl zu diesen Ergebnissen Kummer' s als auch zu wesentlich

weitergehenden Ergebnissen führen.

*) Chasles, Proprietes geometriques relatives au motwement infinitnent

petit etc., Comptes Rendus 16. Bd. (1843), S. 1420. Femer: Proprietes relatives

au deplacement fini quelconque etc., Comptes Rendus 51. Bd. (1860), S. 855, 905,
u. 52. Bd. (1861), S. 77, 189, 487. .

**) Vgl- die in der letzten Fussnote auf S. 272 genannte Abhandlung;

21*
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Normalen- Über das oben berührte Strahlensystem aller Normalen einer Fläche zweiter

^Fi. 2*^a' Ordnung giebt es eine ausgedehnte Litteratur. Wir erinnern hier nur an einige

Eigenschaften dieses Normalensystems: Liegt die Fläche zweiter Ordnung in der

Form vor:

^' 4_ ^' + '" = 1
a* ^ fc*

^ g2

und schneidet die Normale des Flächenpunktes P oder (a;, ?/, z) die drei Coordi-

natenebenen in den Punkten A, B, C, so gelten die seit langer Zeit bekannten

Relationen

:

P^ = — , PB = ~, PC = —,
p p p

wenn p den Abstand der Tangentenebene des Punktes P vom Mittelpunkt be-

zeichnet. Diese Beziehungen lehren, dass die drei Abschnitte PA, PB, PC für

alle Normalen der Fläche constante Verhältnisse haben, und dies heisst wieder,

dass die vier Punkte P, A, B, C sowie der unendlich ferne Punkt J) der Nor-

malen so liegen, dass das Doppelverhältnis aus irgend vieren dieser Punkte für

alle Nonnalen der Fläche constant ist.

Gehen wir von der betrachteten Fläche zweiter Ordnung zu einer ähnlichen

und ähnlich gelegenen Fläche zweiter Ordnung mit demselben Mittelpunkt über,

so ändern p, a, b, c ihre Verhältnisse zu einander nicht. Daraus folgt, dass auf

allen Normalen der oo^ ähnlichen, ähnlich gelegenen und concentrischen Flächen

zweiter Ordnung die Verhältnisse der drei Strecken PA, PB, PC, also auch

der Strecken AB, AC, BC constant sind. Hieraus ergiebt sich nun der längst

bekannte Satz, der jedoch vielleicht erst in neuerer Zeit ausdrücklich formuliert

wurde

:

Normalen 2)ie oo^ Normalen von oo^ ähnlichen, ähnlich gelegenen und concentrischen
ähni.ri.2.

j'/äc7i€w ztveiter Ordnung bestimmen ein constantes Doppelverhältnis mit den drei

llcmptehenen und der unendlich fernen Ebene.

'^Com^iex^*'^
^^® bilden also einen tetraedralen Gomplex.

Da nun ferner

AB^"^"^, BC^^-^^^, CA =
'^'-'''

p P P

ist, so hängen die Verhältnisse von AB, BC, CA nur von den Verhältnissen

der Differenzen der Halbaxenquadrate ab. Diese Differenzen aber sind für con-

focale Flächen zweiter Ordnung constant. Also folgt:

Normalen Alle oü^ Normalen von cx)^ confocalen Flächen zweiter Ordnung bestimmen

^i^l°Q ein constantes Doppelverhältnis mit den drei Hauptebenen und der unendlich

fernen Ebene.

Sie bilden daher ebenfalls einen tetraedralen Gomplex, und wir sehen, dass

der von Bin et betrachtete Gomplex zweiten Grades ein allgemeiner tetraedraler

Gomplex ist.

Es ist uns nicht bekannt, ob der soeben formulierte Satz in der Litteratur

vor 1869 ausdrücklich ausgesprochen worden ist. Jedenfalls ist er ein Ausfluss

aus längst bekannten einfachen Sätzen.

Satz V. V. Stand t bemerkte 1856*), dass die Schnittpunkte einer Geraden mit den
staudt. yjej. Ebenen eines Tetraeders stets dasselbe Doppelverhältnis bilden wie die

Ebenen, welche durch die Gerade und die vier Ecken des Tetraeders gehen,

vorausgesetzt natürlich, dass man beide Male eine entsprechende Reihenfolge der

Elemente des DoppelVerhältnisses festsetzt. (Vgl. § 1, S. 312.) Aus diesem Satze

*) V. Staudt, Beiträge zur Geometrie der Lage, 1. Heft, Nürnberg 1856, S. 21.
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fliesst sofort die in § 1 angegebene Eigenschaft des tetraedralen Complexes, zu

sich selbst dualistisch zu sein vermöge jeder solchen Transformation durch reci-

proke Polaren, bei der die Ecken des Tetraeders in die gegenüberliegenden

Tetraederebenen übergehen *).

Seit dem Jahre 1865 betrachtete de la Gournerie**) eingehend die Curven DeiaGour-

und Flächen, die durch lineare Gleichungen zwischen x"\ y^\ z^ definiert werden.
''^"®"

Er nannte sie tetraedral- symmetrische Curven tmd Flächen. Er zeigte, dass die

Tangenten einer tetraedral -symmetrischen Curve ein constantes DoppelVerhältnis

mit dem Tetraeder der Coordinatenebenen und der unendlich fernen Ebene bilden.

Diese Curven sind also Curven des tetraedralen Complexes. Unter den von

de la Gournerie untersuchten Curven finden sich Kegelschnitte und Curven

dritter und vierter Ordnung, unter den von ihm untersuchten Flächen solche

von zweiter und dritter Ordnimg sowie die Steiner'sche Fläche vierter Ordnung.

Wir werden diese Gebilde späterhin mit Hülfe der Punkttransformation

x,=x^, y,=y^, z,=z^'^

ableiten. Bei de la Gournerie kommt diese Transformation nicht vor.

Durch Plücker's 1865 begonnenen Veröffentlichungen über- Liniengeo- pwcker.

metrie ***) erhielten die älteren Arbeiten über Nullsysteme und Normalensysteme
von confocalen Flächen zweiten Grades ein ganz neues Interesse. Sie erschienen

jetzt als Teile einer allgemeineren Theorie, die von Plücker allerdings nur

skizziert wurde. Jedenfalls aber fanden die vorstehenden Theorien durch ihn

eine neue Beleuchtung, und die Bahn für weitere Untersuchungen war gebrochen.

Im Jahre 1868 erschien der zweite Teil von Reye's Geometrie der Lagef), Eeye

die eine übersichtliche Darstellung der St au dt 'sehen geometrischen Unter-

suchungen gab. Dieses Werk enthält gleichzeitig eine ziemlich ausführliche

Theorie des tetraedralen Complexes. Für einen nicht geringen Teil waren aller-

dings die betreffenden Entwickelungen entweder schon bekannt oder jedenfalls

naheliegende Folgerungen aus schon bekannten Ergebnissen. Wenn aber auch das

Verdienst des Reye' sehen Werkes in erster Linie ein pädagogisches ist, so haben
doch seine Ausführungen über den tetraedralen Complex daneben einen selb-

ständigen wissenschaftlichen Wert.

Reye kommt auf den tetraedralen Complex, indem er — Andeutungen
von Chasles folgei^d — entsprechende Punkte zweier projectiv auf einander

bezogener Räume durch Geraden verbindet. Indem er andererseits jedem Punkte
des Raumes eine Gerade zuordnet, nämlich die Schnittlinie der beiden Polar-

ebenen des Punktes hinsichtlich zweier Flächen zweiten Grades, findet er eine

involutorische Abbildung des tetraedralen Complexes auf den Punktraum, die

*) Es ist geschichtlich interessant, dass Steiner 1832 in seiner Systematischen
Entwickelung etc., S. 299, die Frage stellte:

„AVenn im Räume vier beliebige feste Ebenen gegeben sind, von welcher
krummen Fläche werden dann alle Geraden, die von denselben in einem und
demselben gegebenen Doppelverhältnis geschnitten werden, berührt?"

Er war sich also nicht bewusst, dass die fraglichen Geraden gar keine
Fläche erfüllen. In den Gesamm. Werken, 1. Bd., ist die Frage Steiner's ohne
Angabe des Originaltextes berichtigt (S. 442). Ferner wird in einer Anmerkung
(S. 527) als Ort der Geraden irrtümlich ein Strahlensystem angegeben.

**) De la Gournerie, Becherches sur les surfaces reglees tetraedrales sy-

metriques, Paris 1867. In diesem Werke sind drei Abhandlungen vereinigt, die

der Verfasser 1865 und 66 in dem Recueil des Savants etrangers veröffenlicht

hatte.
***) Vgl. die in der vierten Fussnote S. 274 genannten Arbeiten.

t) Reye, Die Geometrie der Lage, Erste Abteilung Leipzig 1866, Zweite
Abteilung Leipzig 1868.
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sich der von Chasles und Plücker betrachteten Abbildung auf den Ebenen-
raum dualistisch gegenüberstellt. Die Untersuchung dieser Abbildung führt Reye
zu mehreren neuen Ergebnissen. Er fand unter Anderem, dass die Axen aller

Kegelschnitte auf einer Fläche zweiten Grades einen tetraedralen Complex bilden.

Ganz besonders erwähnen wir aber einen Satz, der, wie wir annehmen, von
Reye zuerst ausgesprochen wurde, den Satz nämlich, dass die Secanten einer Raum-
curve dritter Ordnung einem tetraedralen Complex angehören. Von H. Müller*)
wurde wohl zuerst (1869) ausdrücklich bemerkt, dass die Geraden dieses Com-
plexes mit einem Tetraeder ein constantes Doppelverhältnis bilden.

Im Februar 1869 veröffentlichte Lie eine Deutung des Imaginären in der

ebenen Geometrie**), die u. A. eine Abbildung des tetraedralen Complexes und
des linearen Complexes auf den Punktraum lieferte. Im zweiten Teile dieses

Werkes gedenken wir einen kurzen Bericht über diese wenig beachteten Unter-

suchungen zu geben, die von mehreren Gesichtspunkten aus Interesse darbieten.

Insbesondere wurde Lie durch diese Betrachtungen zu einer Transformations-

theorie der tetraedralen Complexe geführt, die in diesem Kapitel wiederge-

geben wird.

§ 3. Über die Curven der tetraedralen Complexe.

Wie im ersten Paragraphen betrachten wir auch hier ein bestimmtes

Tetraeder und einen zu diesem Tetraeder gehörigen tetraedralen Complex.

Dabei können wir, wie schon früher bemerkt wurde, ohne wesentliche

Beschränkung der Allgemeinheit das Tetraeder aus den drei Coordinaten-

ebenen x = 0, y = 0, 2 = und der unendlich fernen Ebene zu-

curven des gammensetzcn. Insbesondere sollen ietzt die Curven des Complexes
Complexes.

_

•' -^

untersucht werden, die Curven also, deren Tangenten ein constantes

BoppelverJiältnis mit dem Tetraeder bestimmen***).

Die Monge'sche Gleichung des tetraedralen Complexes hat die in

§ 1 unter (7) (S. 318) aufgestellte Form: •

(10) (p — c) X dy ds -\- (c — d) y dz dx -\- (a — &) ^ dx dy = 0,

die wir auch so schreiben können:

/-i/->/\ /7 \ dy dz , / ' . dz dx , . ,-. dx dy ^
(10) (b-e)-f^ + ie-a)-^^-j-{a-b)~f=0.

Anscheinend treten hierin drei Constanten auf, aber es ist, wie wir

wissen (vgl. S. 319), nur die eine

« — c

b — c

*) H. Müller, Zur Geometrie auf den Flächen zweiter Ordnung, Math.
Ann. 1. Bd. (1869), S. 414.

**) Repräsentation der Imaginären in der Plangeometrie. Verh. d. Ges. d.

Wiss., Christiania 1869, S. 16 u. 107.
***) Die Entwickelungen dieses Paragraphen rühren von Lie her. Vgl. Göttinger

Nachr., Jan. 1870.
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wesentlich, die den Wert des Doppelverhältnisses aller Complexgeraden

gegenüber dem Tetraeder angiebt. Die Curven des Complexes sind

die Integralcurven der Monge'schen Gleichung (10) oder (10').

Um nun die Integralcurven der Monge'schen Gleichung (10') zu^^'^kj»*^^^^

finden, gehen wir davon aus, dass die Coordinaten x^ y, z längs einer Gieiohg.

Integralcurve Functionen eines Parameters t sein werden. Dabei kann

anstelle des Parameters t auch irgend eine Function von t als Para-

meter eingefühi*t werden. Im allgemeinen wird längs der Integral-

curve auch

^ ^ X '

y

veränderlich, d, h. eine Function von t sein, und wir können dann

den Parameter t so wählen, dass

dx dy 1 _ 1

X ' y a-\-t' h -\-t

wird. Der Ausnahmefall, dass das Verhältnis (11) längs der Curve

constant ist, soll nachher besonders besprochen werden. Unsere

Proportion liefert nun nach (10') sofort:

/^cx\ dx du dz 1 1 1

^^ X ' y ' z a-\-t' h -\-t' c-\-t

Längs der Integralcurve werden also Gleichungen erfüllt sein von

der Form:
dx _ F{t) dy _ F{t) dz _ F(t)

X a-f-«' y b-i-t' z c+f'

wobei die Function F{f) für jede einzelne Integralcurve eine bestimmte

ist. Da nun diese Gleichungen immer die Monge'sche Gleichung (lO')

nach sich ziehen, welche Form auch die Function F{i) haben mag,

so ergiebt sich durch Integration die allgemeine Darstellung aller

Integralcurven, längs deren das Verhältnis (11) nicht constant ist, in ^'8" '^j*^«-

der Form: curve.

F(0 dt

c-\-t

Wählen wir z. B. i^(<)^l, so ergiebt sich:

x = l{a-\- t), y = fi(h -{- t), z = v(c + t),

wobei k, (i, V willkürliche Constanten sind. Diese Gleichungen stellen

die oo^ Geraden des Complexes dar, die wir in § 1 durch die Formel

(2), S. 315, in anderer Weise analytisch bestimmt haben.

Betrachten wir jetzt den Ausnahmefall, dass längs einer Integral- Ausnahme-

curve das Verhältnis (11) constant ist. In diesem Falle folgt aus der
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Monge'schen Gleichung (10') sofort, dass die Verhältnisse der drei

ngs der Curve constant

dx dy dz 111
Grössen — , —, — länffs der Curve constant sind. Wir setzen daher:

X ^ y ^ z °

(14)^ ^ X y z a p y

Hierin sind a, ß, y solche Constanten, die infolge von (10') nur an

die eine Relation

(15) . (6 _ c) a + (c — a) /3 + (a — &) y =
gebunden sind. Aus (14) folgt durch Integration sofort:

(16) x'':y(^:0y = Ä:B:C,

wenn Ä, B, C beliebige Constanten bedeuten. Diese Proportion giebt,

wenn wir die Constanten Ay B, C, a, ß, y allgemein wählen, voraus-

gesetzt, dass die Gleichung (15) erfüllt ist, die allgemeinste Curve des

Complexes, längs deren das Verhältnis (11) constant ist. —

Nach Satz 2 des § 1 (S. 319) gestattet der tetraedrale Complex

und insbesondere seine Monge'sche Gleichung (10) die oo^ projectiven

Transformationen

:

(17) x^ = Xx, y, = iiy, z^ = vz,

die eine einfach transitive Gruppe von vertauschbaren Transformationen

bilden. Durch diese Transformationen werden mit den Punkten ix,\i, z)
Trf. d. . . . .

\ 7 JJ J

Linien- zuglcich auch die (xr' Linienelemente (x, y, z, dx : dy : dz) des Raumes

unter einander vertauscht. Jedes Linienelement geht dabei in oo^

Linienelemente über. Es ist leicht einzusehen, dass die Schar dieser

oo^ Linienelemente bei allen oo^ projectiven Transformationen (17)

invariant bleibt. In der That, sind S und T zwei Transformationen

von der Form (17) und geht das Linienelement l vermöge >S' in ?j über:

il)S = (k),

geht ferner das Element l^ vermöge T in das Element l^ über:

(h)T={k),
so ist

il)ST^ik)T=(k).

Die Aufeinanderfolge ST ist aber einer einzigen Transformation S'

der Schar (17) äquivalent, da diese Schar eine Gruppe ist. Mithin

giebt es stets eine Transformation S' der Schar (17), bei der

(0 s' = ik)

ist. ?2 geliört demnach — wie Z^ — zu den oo^ Linienelementen, in

die das Element l vermöge der oo^ Transformationen (17) übergeht.

Anders ausgesprochen: Wenn man auf die Schar dieser oo^ Linien-

elemente.



§ 3. Über die Curven der tetraedralen Complexe. 329

elemente irgend eine Transformation T der Gruppe (17) ausübt, so

wird die Schar der oo^ Elemente in sich transformiert. Die Schar

bleibt also bei der Gruppe (17) invariant.

Die Gesamtheit aller <xr> Linienelemente des Raumes zerlegt sich

also in <x>^ Scharen von je oo^ Linienelementen von der Beschaffenheit,

dass die oo^ Transformationen (17) jede Schar für sich invariant lassen.

Wir sagen, dass die Linienelemente einer solchen Schar, also alle

Linienelemente, die aus einem vermöge der Gruppe (17) hervorgehen, Gattung d.

von derselben Gattung sind.

Um die mit den Punkttransformationen (17) verknüpften Trans-

formationen der Linienelemente (a;, ijj z, dx : dy : dz) analytisch dar-

zustellen, haben wir aus (17) noch die Gleichungen abzuleiten:

dx^ = k dx, diji = fi dy, dz^ = v dz,

sodass folgt:

(18)
dx, dx
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d*Gau°un''"
^^^ Icönum daher den Parameter t als JBestimmungsgrösse der

Gattung eines solchen Linienelementes auffassen, das der Monge'sehen

Gleichung (10) genügt

Deutun'
Hieraus folgt weiter, dass der Parameter t eine geometrische Be-

^°^ * deutung haben muss. Es sei nämlich P der Punkt (x, y, z) eines

Linienelementes {x,ij,z, dx : dy : dz), dessen Gerade g eine Gerade

des Complexes ist, und es seien A, JB, C, D die Schnittpunkte der

Geraden g mit den Tetraederebenen. Geht nun das betrachtete Linien-

element bei einer projectiven Transformation (17) in ein neues Element

(^17 2/i7 ^i; ^^1 • ^Vi ' ^h) über, dessen Punkt P^ sei und dessen Gerade

g^ die Tetraederebenen in A^, B^, (7^, D^ treffe, so sind beide Linien-

elemente von derselben Gattung, sodass t für beide denselben Wert

hat, und es sind die Doppelverhältnisse, die sich zwischen den fünf

Punkten P, A, B, C, B bilden lassen, gleich den Doppelverhältnissen,

die sich in analoger Weise zwischen den fünf Punkten P^, A^,B^, C^, D^

bilden lassen. Insbesondere ist (ABCB) = {A^B-^C^B^ = x. Die

übrigen Doppelverhältnisse werden Functionen von t allein sein. Um
dies auch analytisch zu verificieren, beachten wir, dass das Linien-

element {x,y, z, dx: dy : dz) auf der Geraden:

dx dy dz

oder nach (12) auf der Geraden:

ifl + t) il-x) ^ (b + t) i^-y) ^ (c+<) (S-^)
X y z

mit den laufenden Coordinaten J, ^, 5 liegt. Diese Gerade lässt sich

durch Einführung einer Hülfsveränderlichen r auch so darstellen:

XX ty xz

Dabei geben die Werte:

t = 0, X == a -{- t, T = h -j- t, t = c -\- t, t = <x)

die Punkte P, A, B, C, B der Geraden. Bilden wir aus P und dreien

der Punkte A, B, C, B ein Doppelverhältnis, so erhalten wir eine

linear gebrochene Function von t allein. —

Den Gattungsbegriff können wir auch auf Curven ausdehnen. Liegt

eine Curve im Räume {x,y,z) vor, so wird sie durch die oo^ projectiven

Transformationen (17) in höchstens oo^ Curven übergefühi-t. Dass die

Schar dieser Curven alsdann bei allen Transformationen (17) invariant

bleibt, lässt sich genau so beweisen wie der obige entsprechende
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Satz für die Linienelemente (vgl. S. 328). Wir sagen, dass diese

Curven von derselben Gattung sind. curveu.
'

Wenn eine Curve analytisch in der Form vorliegt:

\ogx^(p{ß), log y = t(t), logz = x(t)y

so wird sie durch die oo^ Transformationen (17) in die Curven

(20) loga;= 9p(^)-f-Const., log</= ^(^)-f-Const., \og2=x(t)-\-Consi.

übergeführt. Diese Gleichungen (20) definieren also eine allgemeine

Schar von Curven gleicher Gattung.

Betrachten wir nun eine Curve des Complexes. Sie wird durch .g»";^«^ einer Curvo

die Transformationen (17) in höchstens cx)'' Curven übergeführt, die d. Compi.

ebenfalls Curven des Complexes sind, weil die Transformationen (17)

die Monge'sche Gleichung (10) invariant lassen. Diese Curven bilden

eine Schar von Curven derselben Gattung. So bilden z. B. alle oo^

Complexgeraden nach Satz 1 des § 1 (S. 317) eine Schar von Curven

gleicher Gattung.

Oben haben sich zwei verschiedene Kategorien von Curven des

Complexes ergeben. Die erste Kategorie wird durch die Gleichungen

(13) dargestellt. Aus den Formeln (20) folgt sofort, dass sich aus

einer Curve des Complexes

(13) log.=/^-|^, log.=/^|^, log^=/^4'

die Curven derselben Gattung durch Addieren willkürlicher Constanten

ergeben. Solche additive Constanten treten aber dadurch in vorstehenden

Gleichungen zu Tage, dass man die Integrale unbestimmt lässt. Daraus

folgt, dass die Gleichungen (13), sobald darin F(t) bestimmt gewählt

wird und die Integrationsconstanten unbestimmt gelassen werden, alle

Complexcurven einer bestimmten Gattung darstellen. Offenbar sind

dies gerade oo^ verschiedene Curven. Die Function F(t) ist daher^^^'^^^QH^^-

cJiarakteristisch für die Gattung einer Complexcurve (13). •*• ^'"'®-

Die Annahme F{t) ^ 1 liefert, wie wir wissen, alle Complex- svedaitÄUe.

geraden.

Die Annahme
F(t) = 2

liefert die folgenden Complexcurven gleicher Gattung:

(21) x = k{a + tf, y==fi{b-i-ty, z = v(c+ty.

Hierbei sind A, ft, v willkürliche Constanten. Es sind dies oo^ Kegel- Kegei-

schnitte. Andererseits leuchtet ein, dass es gerade oq^ Kegelschnitte

giebt, die Complexcurven sind. Denn jeder Kegelschnitt liegt in einer
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Ebene. Die in einer Ebene gelegenen Complexgeraden umhüllen aber

den in § 1, S. 314, besprochenen Kegelschnitt Ic.

'^kT^'er
^^® Annahme F^O liefert für x, y, z constante Werte, ergiebt

daher einen Punkt. In diesem Fall also sind die oo^ Tangenten der

Complexcurve in alle Complexgeraden durch einen Punkt übergegangen.

Wir sagen daher, dass F^0 einen Complexkegel liefert. Es ist dies

das Gebilde, das zu einem Complexkegelschnitt, der durch die Annahme
F^ 2 hervorgeht, dualistisch ist.

Setzen wir

F(t)~-1,

curvens. o. so gchcu Complexcurven von dritter Ordnung und Classe und von

gleicher Gattung hervor:

X (i

^ nA-i) y hJL-iy ^a + V ^ h-\-V " c+t

Für die Parametervrerte t == — a, — &, — c, oo ergiebt sich jedes-

mal eine Tetraederecke. Diese oo^ Curven dritter Ordnung gehen also

durch alle vier Tetraederecken. Wir kommen im nächsten Paragraphen

auf diese Curven zurück.

Da der Complex auf oo^ Arten zu sich selbst dualistisch ist

(vgl. § 1, S. 314), so ist es von vornherein klar*), dass es auch co^

Complexcurven dritter Ordnung und Classe giebt, welche die Ebenen

des Tetraeders berühren. In der That, setzen wir

i^(0 = 3,

so kommt die Schar von oo^ Complexcurven gleicher Gattung:

x = x{a-{-ty, y = ^(b-}-ty, = v(c + ty.

Dies sind Curven dritter Ordnung, welche die Ebenen des Tetraeders

in den Punkten berühren, die den Parameterwerten t=— a, — &, — c, cx)

entsprechen.

Die Annahme
F(t) = — 2

giebt die c»^ Complexcurven sechster Ordnung:

X ==
{a + ty ^ (jb + ty

Setzen wir überhaupt:

*) Beiläufig sei bemerkt, dass bei diesen dualistischen Transformationen
überhaupt Gattung in Gattung und insbesondere die durch F{t) charakterisierte

Gattung in die durch die Function 2 — F{t) charakterisierte Gattung übergeht.
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wobei m eine Constante bedeute, so ergeben sich die oo^ Complex-

curven gleicher Gattung:

i- i- Jl

die sich auch so darstellen lassen:

(22) x"» = X'''(a-{-t), y»^ =r (i"'(b -{-t), 2'» = v»'(c-^t).

Dabei sind X, ^, v willkürliche Constanten. Jede solche Curve lässt

sich auch durch zwei in x"^, «/'", 2"' lineare Gleichungen ausdrücken:

Äx"^ + By"' -f- C^'" 4- D = 0, "äx'" + 33«/'" + S^"» + ® = 0.

Curven von dieser Beschaffenheit hat De la Gournerie als tetraedral-'^^^^^^^»^-
symm.

symmetrische Curven bezeichnet*). Insbesondere giebt die Annahme curven.

w= 2 Curven vierter Ordnung als Schnitte von Flächen zweiter Ordnung

die das Tetraeder zum Polartetraeder haben.

Bisher haben wir nur die durch die Formeln (13) dargestellte Ausnahme-

Kategorie von Curven des Complexes betrachtet. Diese Kategorie

zerfällt in unendlich viele invariante Scharen von je cx)^ Curven gleicher

Gattung. Es ergaben sich aber in den Formeln (15), (16) Complex-

curven anderer Art. Für diese Complexcurven ist das Verhältnis (11)

constant, d. h. die oo^ Linienelemente einer derartigen Curve gehören

sämtlich derselben Gattung an. Allgemein fanden wir, dass eine Curve,

die aus lauter Linienelementen derselben Gattung bestellt, durch die

Formel (16) gegeben wird.

Wenn andererseits auf eine Curve alle oo^ Transformationen (1^)

ausgeübt werden, so kann sie unter Umständen in weniger als oo^

Curven übergehen, indem sie bei oo^ Transformationen (17) invariant ^f^^^,
^^^

bleibt. Diese c»^ Transformationen führen jedes Linienelement der Curve gestatten.

in ein Linienelement der Curve über, das dieselbe Gattung hat. Die

in Rede stehenden Curven gehören also zu den durch die Formel (16)

gegebenen. In der That erhellt auch sofort, dass die Curve:

(16) x^:yß:0Y =Ä:B:C
die oü^ projectiven Transformationen:

(23) X,.= Vq X, y^ = Vq y, z,= Vqz

gestattet, wenn q eine beliebige Constante bedeutet. Jede Curve (16)

also gehört einer Schar von nur <X)^ Curven gleicher Gattung an, die

sich ergeben, wenn a, ß, y festgehalten werden, während A, B, C
beliebige constante Werte annehmen. Insbesondere gehören hierzu die

durch (15) und (16) definierten Complexcurven der zweiten Kategorie.

*) Vgl. die zweite Fussnote S. 325.
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Wählen wir q in (23) unendlich wenig von Eins verschieden, so

Curven, die giebt (23) eine infinitesimale Transformation. Die Curven (16) können

proj. Trf. also als diejenigen Curven definiert werden, die eine solche infinitesimale

projective Transformation zulassen, bei der das Tetraeder invariant bleibt.

In der That ist allgemein

dx=-öt, dy==ldt, 8z = — dt

eine solche infinitesimale Transformation, und eine Curve, die durch

diese Transformation in sich übergeführt wird, muss so beschaffen

sein, dass längs der Curve:

dx : dy : dz ^= — :
~-

:
—

^ a ß y

wird. Dies giebt integriert gerade die Curven (16).

Da die Gleichungen (16), sobald darin Ä, B, C willkürlich sind,

gerade oo^ Curven darstellen, so folgt, dass es keine Curve giebt, die

oo^ projective Transformationen (17) gestattet, denn eine solche Curve

müsste zu den soeben bestimmten gehören und es dürfte nur oo^

Curven derselben Gattung geben.

Schliesslich können wir den Gattungsbegriff auch auf Flächen aus-

dehnen. Eine Fläche geht bei den oo^ projectiven Transformationen

(17) in höchstens oo^ Flächen über. Die Schar dieser Flächen ist

wieder, wie leicht analog dem Entsprechenden bei den Linienelementen

(!t. 328) zu beweisen ist, invariant gegenüber allen oo^ Transforma-

d^Fiächfn
^io^^n (17). Wir bezeichnen diese Flächen als Flächen gleicher Gattung.

Insbesondere kann es vorkommen, dass eine Fläche bei den oo'^ Trans-

formationen (17) in nur oo^, ja sogar in nur oo^ Flächen übergeht.

Hierzu gehören insbesondere die Flächen:

(24) x''y?zy = Q (a,ß,'y,Q = GoYiäi?}.

Eine solche Fläche wird nämlich von der projectiven Transformation:

(17) x^ = Xx, y^ = fiy, z^ = vz

in sich übergeführt, sobald

A« ^/* v/ = 1

ist. Hierdurch werden X, fi, v an eine Bedingung gebunden. Jede

Fläche (24) gestattet also <x>^ unserer projectiven Transformationen.

Zu ihrer Gattung gehören daher nur die oo^ Flächen, die durch die

Gleichung

x"y^ 0y = Const.

bei festen cc, ß, y dargestellt werden. Insbesondere gestattet die Fläche
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(24) diejenigen in der Gruppe (17) enthaltenen infinitesimalen Trans-

formationen

dx = Axdt, 8y = Bydt, 8z=Cz8t,
bei denen

aA-\- ßB-\-yC=0

ist. Diese oo* infinitesimalen projectiven Transformationen sind aus

den beiden von einander unabhängigen:

8x=^{ß — y)xdt, 8ij = {y — a)y8t, 8z={a — ß)z8t
und

8x = ßy{ß — y)x8t, 8y = ya{y — a) y8t, 80 = aß{a — ß) z 8t

linear ableitbar (vgl. S. 123).

§ 4. Einige Transformationen der Monge'sclien Gleichung eines

tetraedralen Complexes in sieh*).

Liegt eine Monge'sche Gleichung vor: Neue ver^

(25) Sl{x, y, z; dx, dy, dz) = ^isf"
und führt man in sie neue Veränderliche l,t^,l vermöge einer Trans-

formation

(26) i = li{x,y,z), );) = '^{x,y,z), l='^{x,y,z)

ein, so ergiebt sich eine neue Monge'sche Gleichung

(27) m{i,\),i',di,d\),di)^0.
.

Diese analytische Operation kann man in zwei Weisen deuten:

Zunächst kann man der Transformation (26) die Auffassung 7ai Erste

Grunde legen, dass die Punkte (x, y, z) durch die Gleichungen (26)

auf ein neues, im allgemeinen krummliniges Coordinatensystem j, t), g

im Räume bezogen werden. Alsdann ist die neue Monge'sche Gleichung

(27) nur eine andere analytische Form der ursprünglichen Gleichung

(25), indem die Coordinaten x, y, z, dx : dy : dz der Linienelemente

des Raumes (x, y, z) durch die Coordinaten j, 5, g, dicidt): d^ desselben

Linienelementes, aber bezogen auf ein allgemeines krummliniges Coordi-

natensystem im Räume, ersetzt worden sind. Bei dieser Auffassung ist

es evident, dass die Linienelemente einer Curve, sobald sie die Gleichung

iß = erfüllen, auch die transformierte Gleichung SB = erfüllen,

da ja beide Gleichungen dieselbe Schar von Linienelementen be-

stimmen.

*) Alle Entwickelungen dieses Paragraphen, die vor 1870 noch nicht bekannt
waren (vgl. die geschichtliche Übersicht in § 2) rühren von Lie her; vgl. ins-

besondere Göttinger Nachrichten Jan. 1870, Math. Annalen 5. Bd. (1872) sowie
Archiv for Math, og Naturv., Christiania, 4. Bd. (1879).
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Deutun*
^^^ zweitc AuffassuHg unserer analytischen Operation besteht darin,

dass wir J, ^; ^ als rechtwinklige Punktcoordinaten in einem neuen

Räume deuten, sodass jeder Punkt {x, y, z) des ursprünglichen Raumes

vermöge der Transformation (26) in einen Punkt (j, t), §) des neuen

Raumes abgebildet wird. Hierbei wird auch jedes Linienelement

{x, y, z, dx '. dy : dz) des ursprünglichen Raumes als ein Linienelement

(j, \), 5, d^ : d'\) : d^ des neuen Raumes abgebildet und zwar vermöge

des Gleichungensystems, das aus den drei Gleichungen (26) und den

drei folgenden Gleichungen:

(^'?s\
|<^E = 3^a:<?a^ + ^2/^«/ + 3E^^^, d\) = ^xdx-\r'^ydy -^-'^.dz,

\ äi='^^dx-\-^ydy-^^^dz

gebildet wird. Dabei gehen die Linienelemente, die einen bestimmten

Punkt ix^ y, z) gemein haben, in diejenigen Linienelemente des neuen

Raumes über, die den zugeordneten Punkt (j, tj, 5) gemein haben. Da

die Gleichungen (28) linear und homogen in den Grössen dx, dy, dz

und 6?j, dt), dl sind, so erhellt, dass den 00^ durch den Punkt (x, y, z)

gehenden Linienelementen des alten Raumes die 00^ durch den Punkt

(jß, t), ä) gehenden Linienelemente des neuen Raumes projediv zugeordnet

werden. Insbesondere geht also jeder Kegel von Linienelementen des

Raumes (x, y, z) in einen Kegel von Linienelementen des Raumes

(j, t), l) in der Weise über, dass beide Kegel von gleicher Ord-

nung sind.

Diejenigen 00^ Linienelemente, die der Monge'schen Gleichung (25)

genügen, werden in die oo* Linienelemente des neuen Raumes ver-

wandelt, die der Monge'schen Gleichung (27) genügen. Die Elementar-

kegel der ersteren Gleichung gehen in Elementarkegel der letzteren

über. Sind die Elementarkegel der Monge'schen Gleichung (25) algebraisch

von n*^" Ordnung, so gilt dasselbe von den Elementarkegeln der neuen

Monge'schen Gleichung (27). Es bedarf keiner grösseren Auseinander-

setzung, dass die Linienelemente einer Curve im Räume (x, y, z) in

solche Linienelemente übergeführt werden, die im neuen Räume (j, l), g)

ebenfalls einer Curve angehören, d. h. dass jede Integralcurve der

Monge'schen Gleichung (25) vermöge der Transformation (26) in eine

Integralcurve der Monge'schen Gleichung (27) verwandelt wird. Es be-

ruht dies darauf, dass Linienelemente vereinigter Lage vermöge der

Transformation (26), (28) wieder in solche vereinigter Lage über-

gehen. Es kann aber auch dadurch begründet werden, dass unsere

analytische Operation in der früher angegebenen ersten Weise begrifflich

aufgefasst wird, wodurch alles selbstverständlich wird.

Insbesondere kann es eintreten, dass die neue Monge'sche Gleichung
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(27) in j, t), 5, (Zj : <?t) : d^ genau dieselbe Form hat wie die alte in

X, y, z, dx: dy : dz oder wenigstens auf diese Form gebracht werden

kann, dass also mit anderen Worten die neue Monge'sche Gleichung

(27) im Räume (f, t), 5) dieselben Linienelemente bestimmt wie die

alte Monge'sche Gleichung (25) im Räume (x, y, z). Alsdann wird es

naturgemäss sein, die beiden Räume, die wir bisher absichtlich ge-

trennt gehalten haben, auf dasselbe rechtwinklige Coordinatensystem

zu beziehen. In diesem Falle wird die Transformation (26), (28) alle

Linienelemente der Monge'schen Gleichung (25) unter einander trans-

formieren und daher jede Integralcurve dieser Gleichung in eine eben-

solche überführen. Wir sagen daher in diesem Falle, dass die Monge-

sche Gleichung (25) durch die Punkttransformation (26) in sich über-

geführt wird oder bei der Transformation invariant lileibt oder auch,

dass diese Gleichung die Punkttransformation gestattet.

Nach diesen Vorbemerkungen wollen wir nun die Monge'sche

Gleichung eines tetraedralen Complexes

(29) Q) — c) X dy dz -\- {c — a) y dzdx -\- (a— b) zdxdy =
in diesem und dem nächsten Paragraphen einigen besonders wichtigen

Punkttransformationen unterwerfen. Wir haben schon im ersten Para-

graphen (S. 316) erkannt, dass die Gleichung (29) die 00^ projectiven

Transformationen

j = Xx, \) = iiy, 1 = vz

gestattet, bei denen insbesondere jede Inie^dXgerade, nämlich jede

Gerade des tetraedralen Complexes, in eine ebensolche übergeht.

Wir werden nun noch andere Punkttransformationen betrachten, Pkttrf.,

welche die Monge'sche Gleichung (29) invariant lassen*). Es ist dabei Monge'sche

zu beachten, dass eine solche Punkttransformation zwar jede Curve lassen.

des Complexes in eine ebensolche überführt, dass sie jedoch die Complex-

geraden im allgemeinen in knimme Curven des Complexes verwandeln

wird. Die neuen Veränderlichen wollen wir bis auf weiteres nicht

mit j, t), 5 bezeichnen, wie wir es oben thaten, sondern mit a;^, y^, Zi,

um die andere Bezeichnung für einen besonderen Zweck im nächsten

Paragraphen zurückzubehalten. —
Die Punkttransformation

(30) x, = x^% y,=y^, z, = z^

*) An dieser Stelle finden wir es nicht nötig, die allgemeinste Punkttrans-
formation anzugeben, die unsere Monge'sche Gleichung (29) invariant lässt. Im-
plicite wird ihre Bestimmung später dadurch geleistet, dass unsere Monge'sche
Gleichung auf eine Form gebracht wird, für welche die Bestimmung sofort ge-
leistet werden kann. [Vgl. § 1 des 11. Kap.]

Lie, Geometrie der Berührungstrangformationen I. 22 [15. XI 1895.]
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lässt die Monge'sche Gleichung (29) invariant. In der That folgt dies

sofort daraus j dass die Monge'sche Gleichung (29) auch in der schon

benutzten Form geschrieben werden kann:

/on'\ /i. \ dy dz , . ^dz dx . , -.s dx dy ^
(29 ) (& - c) -^ - + (c - a) - - -f- (a - &) -^ =
und dass nach (30)

/oi\ dx, dx dy.. dy dz. dz
(31

)

—
^ = m — ,

-^- == m --^, —^^ = m —
^ ' x^ X ^ y^ y ^i ^

ist. Die Punkttransformation (30) führt somit jede Curve des tetraedralen

Complexes in eine ebensolche über. Auch ist zu bemerken, dass sie

die Monge'sche Gleichung (29) invariant lässt, wie auch die Constanten

a, &, c gewählt werden mögen. Diese Bemerkung benutzen wir später.

Vermöge der Gleichungen (30) und (31) geht jedes Linienelement

(x,y,z, dx:dy:ds) in ein neues Linienelement (00^,^1,01, dx^:dy^:dz^

über. Da nun die Gattung eines Linienelementes nach § 3, S. 329,

nur von den Verhältnissen der Grössen — , — , — abhängt, so zeigen
X ^ y ^ z ° ' °

invar. d. die Glcichungeu (31), dass die Transformation (30) jedes Linienelement

Linieneiem. ^"^ ßin Linienelement derselben Gattung verwandelt.

Beziehg.zw. J)[q Transformatiou (30) hat noch eine andere bemerkenswerte
d. Trf. u. d. \ /

'^"igi- proj. Eigenschaft. Um sie abzuleiten, wollen wir die Transformation (30)

mit T bezeichnen, während wir die Transformationen der dreigliedrigen

projectiven Gruppe

(32) x^ = Xx, y^ = iiy, z^^vz

durch die Zeichen 8^, S^, S', S" . . . ausdrücken. Wenn wir nach

einer Transformation (32) oder Si die Transformation (30) oder T
ausüben, so finden wir, dass ihre Aufeinanderfolge der Transformation

äquivalent ist. Genau dieselbe Transformation ergiebt sich, wenn wir

zuerst T und darauf die Transformation

x^ = A"» X, yj. = ft'" y, z^^v"" s

ausführen. Die letzteren Gleichungen aber stellen wieder eine Trans-

formation der dreigliedrigen projectiven Gruppe, sagen wir SI, dar.

Es ist also, symbolisch ausgedrückt:

(33) SiT=TS/.

In Worten: Die 00^ projectiven Transformationen der Gruppe (32)

sind einander zu je zweien, Si, S/, derart zugeordnet, dass die Auf-



§ 4. Einige Transformat, der Monge'schen Glchg. eines tetr. Complexes in sich. 339

einandei-folge von Si und T dasselbe liefert wie die Aufeinanderfolge

von T und S/.
^

Bezeichnen wir die zu T inverse Transformation

— 1-1.
m m m

mit T—^, so giebt die Multiplication der symbolischen Gleichung (33)

mit T~^ als erstem Factor sofort:

und diese Formel ist mit der Formel (33) gleichwertig*).

Wir wenden das Ergebnis in dieser Weise an: Es sei c irgend

eine Curve im Räume. Dann giebt es, wie wir wissen (vgl. S. 331),

höchstens oo^ Curven, die mit c die Gattung gemein haben. Diese

Curven gehen durch Ausführung der Transformationen Si auf c hervor,

können also symbolisch durch

{c)S,, {c)S,...

dargestellt werden. Diese Curven gehen femer vermöge T über in die

Curven
{c)S,T, {c)S,T...

oder nach (33) in die Curven

{c)TS,', (c)TS,\.. .

Letztere Curven aber können auch so erhalten werden: Zuerst führen

wir auf die Curve c die Transformation T aus, wodurch sie in die

Curve (c) T verwandelt wird. Alsdann wird diese Curve (c) T ver-

möge der Transformationen ^S^^', S^ . . . in die soeben erhaltenen un-

endlich vielen Curven verwandelt. Da die Transformationen ^S^^', S^ . . •

der Gruppe (32) angehören, so haben mithin alle erhaltenen Curven

dieselbe Gattung wie die Curve (c) T. Aber diese Curve hat wohl-

bemerkt im allgemeinen eine andere Gattung als die Curve c. Es hat

sich somit ergeben, dass die Punkttransformation

(30) Xi = x'", y^ = y"", z^ = z"^

edle Curven gleicher Gattung in solche Curven überführt, die ebenfalls

gleiche Gattung, aber im allgemeinen eine andere Gattung als die ursprüng-

lichen Curven haben.

Durch diese Betrachtung ist zugleich bewiesen, dass dasselbe Er- Aiigemei-

gebnis auch für die Transformationen S; T, d. h. für die Transfor-Monge'achen
.

' Gl in sich.

mationen

(34) x^ = Xx'", y^ = ^y'», 0^ = vz"'

*) In der Sprache der Gruppentheorie sagt die letzte Formel aus, dass die
dreigliedrige Gruppe (32) vermöge der Transformation T in sich übergeht, also

invariant bleibt.
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gilt, in deiien X, ^, v von Null verschiedene Constanten bedeuten.

Zugleich erhellt aus dem Früheren (S. 338), dass sie jedes Linien-

element in ein Linienelement derselben Gattung verwandeln, sowie dass

sie jede Monge'sche Gleichung (29) invariant lassen. Es folgt dies

unmittelbar daraus, dass dieselben Sätze für die Si und für T gelten.

Wir wollen die Transformation (34) direct auf eine Curve eines

tetraedralen Complexes ausüben. Nach Formel (13) des § 3 (S. 327)

lauten die Gleichungen einer solchen Curve im Allgemeinen:

log.^J^^it, log,=/^«,
•»«-=/5T^

dt.

und die Function F(t) ist charakteristisch für ihre Gattung (nach

S. 331). Vermöge der Transformation (34) verwandelt sich die vor-

gelegte Curve in die folgende Curve des Complexes:

log X =j *|^ dt + log X, log y =J "—^ dt + log ii,

log 2 =J *^^ dt -\- log V.

Die additiven Constanten können fortgelassen werden wegen der auf-

tretenden Integralzeichen, und die Gattung der erhaltenen Curve wird

folglich durch mF(t) charakterisiert.

Wir fassen die Ergebnisse zusammen in dem

Satz 3: Die Punkttransformation

x^ = Ix''',
2/i
= f*«/'"? h = ^^"^

lässt eine jede unter den oo^ Monge'schen Gleichungen

{b — c) X dy dz -\- {c— d) y dz dx -\- (a — h) zdxdy =
einzeln invariant. Sie führt ferner jedes Linienelement in ein Linien-

element derselben Gattung und andererseits alle Curven einer Gattung

in Curven einer gewissen anderen Gattung über. Insbesondere verwandelt

sie die Gattung F(t) einer Integralcurve einer jener Monge'schen Gleichungen

in die Gattung m F(t) *).

Die Transformation (34) führt jede FläcJte in eine neue Fläche

über. Insbesondere geht die Ebene e:

(35) Äx^ -i- By,-\-Cz,-{-D==0

*) Die einzigen Curven, deren Gattung bei allen Punkttransformationen
von der Form (34) ungeändert bleibt, sind, wie man leicht sieht, die Curven

x" :
yl^

: Z^ == A : B : C,

die in § 3 mehrfach auftraten.
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hervor, wenn die Transformation (34) auf die Fläche

(36) XÄx"'-\- ^Bij"" -\-vC0'" -{- D =
ausgeführt wird. Es ist dies eine Fläche, die de la Gournerie als '^et^aedrai-

O ^ symmetr.

tetraedral-symmetrische Fläche bezeichnet hat. Die Schnittcurve zweierFiu.curven.

solcher Flächen heisst eine tetraedral -symmetrische Curve (vgl. § 3,

S. 333). Sie geht vermöge der Transformation (34) in eine Gerade über.

In jeder Ebene e liegen aber <x)^ Geraden des tetraedralen Complexes,

und sie umhüllen einen gewissen Kegelschnitt h (vgl. S. 319, Fig. 66).

Diesen Geraden entsprechen vermöge der durch die Transformation

(34) vermittelten Abbildung wieder Curven des tetraedralen Com-

plexes. Wir erhalten folglich auf der Fläche (36) oo^ tetraedral-

symmetrische Curven, deren Tangenten dem tetraedralen Complex

angehören.

Bei der Transformation (34) geht der soeben erwähnte Kegel-

schnitt Ä;, der ja auch eine Curve des Complexes ist, aus einer Curve

des Complexes hervor, die auf der tetraedral- symmetrischen Fläche

liegt. Da jeder Elementarkegel durch die Transformation (34) wieder

in einen Elementarkegel verwandelt wird, und da die Ebene e längs

des Kegelschnittes k von den zugehörigen Elementarkegeln nach den

Tangenten berührt wird (vgl. S. 320), so folgt, dass die tetraedral-

symmetrische Fläche längs der Curve, aus der der Kegelschnitt Je ver-

möge der Transformation (34) hervorgeht, von den zugehörigen Complex-

kegeln berührt wird. Nach Satz 21 des § 5, 7. Kap., S. 303, sind somit

die Tangentenebenen der' tetraedral-symmetrischen Fläche längs der

besprochenen Curve die Schmiegungsebenen dieser Curve. Also ist

diese Curve eine Haupttangentencurve der tetraedral - symmetrischen ^*^"|'

Fläche. Fläche.

Somit kennen wir eine Haupttangentencurve der tetraedral-sym-

metrischen Fläche (36). Aber factisch kennen wir alle. Denn es giebt

ja oo^ tetraedrale Complexe zu demselben Tetraeder, und die Transfor-

mation (34), welche die tetraedral -symmetrische Fläche (36) in die

Ebene (35) verwandelt, lässt die Monge'sche Gleichung eines jeden der

oo* Complexe invariant. Jeder Complex bestimmt nun in der Ebene e

einen Kegelschnitt, und alle diese oo^ Kegelschnitte berühren vier feste

Geraden, sodass durch jeden Punkt der Ebene e zwei der Kegelschnitte

hindurchgehen (vgl. Fig. 67, S. 320). Alle diese oo^ Kegelschnitte gehen

also vermöge der Transformation (34) aus den oc^ Haupttangenten-

curven der Fläche (36) hervor, und diese Curven überdecken die Fläche

doppelt. Wir kennen also alle Haupttangentencurven der Fläche.

Daher kommt
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Satz 4: Vermöge der Punkttransformation

wird die tetraedral-symmetrische Fläche

XÄx"" + (iBy"" + vCz"^ -\- D =
punktweis so auf die Ebene

abgebildet, dass die Haupttangentencurven der tetraedrdl -symmetrischen

Fläche in diejenigen oo^ Kegelschnitte der Ebene übergehen, die gewisse

vier feste Geraden berühren. Jede Haupttangentencurve wird von oo^

auf der Fläche gelegenen tetraedral - symmetrischen Curven derselben

Gattung umhüllt*).

invoiut.Trf. DiesG Transformatioii (34) ist insbesondere dann involutorisch , d. h.

mit ihrer inversen identisch (vgl. S. 7), wenn m = -^ 1 ist. Wir

gelangen somit zu oc^ involutorischen Punkttransformationen:

(37) ^i==x' ^i=y' ^1=7'

welche die Monge'sche Gleichung (29) invariant lassen. Erwähnt sei, dass

die Transformationen (37) für alle Punkte des Raumes mit Ausnahme

der Punkte der Tetraederebenen regulär und eindeutig sind. Die Punkte

der Tetraederebene x = z. B. gehen in die gegenüberliegende (im

Coordinatensystem unendlich ferne) Tetraederecke über. So werden

überhaupt alle Punkte einer Tetraederebene in die gegenüberliegende

Tetraederecke übergeführt, während umgekehrt jede Ecke in alle Punkte

der Gegenebene und jede Kante des Tetraeders in die Gegenkante

übergeht.

Wir wollen die oo^ involutorischen Transformationen (37) mit

Ji, J2 • • • bezeichnen. Dann wissen wir, dass sie aus den projectiven

Transformationen S^, S^ . . . sowie aus der einen bestimmten involuto-

rischen Transformation:

£ £ £
^1 — ^ > Vi — -, ^1 — 7 >

die etwa mit I bezeichnet werde, dadurch hervorgehen, dass man
nach den 8^,82... die Transformation I ausübt (nach S. 338):

«j^ = 'S'i 7, J^ = S^ I, . . . .

*) Dieser allgemeine Satz wurde von Lie in den oben citierten Abhandlungen
abgeleitet. Schon früher hatte Gor d an die Haupttangentencurven auf der

Steiner'schen Fläche vierter Ordnung, die bei der speciellen Annahme m = - her-

vorgeht (vgl. S. 366), bestimmt. Siehe Crelle's Journal 69. Bd. (1867), S.U.
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Da die oo^ projectiven Transformationen 8^,82... die Gattung von

Curven ungeändert lassen, während I eine einzige ganz bestimmte

Transformation ist, so folgt, dass alle 00^ involutorischen Transfor-

mationen Jj, J^ ... alle Curven einer gegebenen Gattung in lauter

Curven einer (im allgemeinen anderen) gemeinsamen Gattung ver-

wandeln. Betraebten wir also z. B. eine Gattung von Curven, die aus

00^ verschiedenen Curven besteht, so ergiebt sich, dass diese 00^ Curven

durch die 00^ Transformationen (37) nicht etwa, wie man zunächst

vermuten könnte, in 00^ verschiedene Curven übergeführt werden,

sondern wieder in nur 00^ Curven einer Gattung.

Ferner bemerken wir, dass es unter den involutorischen Transfor-

mationen J^, «^2 . . . stets eine giebt, die einen bestimmt gewählten Punkt p
in einen anderen bestimmt gewählten Punkt q überführt, vorausgesetzt,

dass die Punkte nicht auf Tetraederebenen liegen, analytisch aus-

gedrückt, dass ihre Coordinaten sämtlich endlich und von Null ver-

schieden sind. Da diese Transformation involutorisch ist, so wird sie

zugleich den Punkt q in den Punkt p überführen, also die beiden

Punkte p und q mit einander vertauschen.

Also haben wir, wenn wir einige der in Satz 3 ausgesprochenen

Ergebnisse mit den jetzigen zusammenstellen, den

Satz 5: Die 00^ involutorischen Punkttransformationen

X u V
1 j. f ^1 y 7 1 2

lassen jede unter den oo^ Monge'schen Gleichungen

(h — c)x dy dz -\- {c — a)y dz dx -\- (a — b) z dx dy ==

einzeln invariant Sie führen jedes Linienelement in ein Linienelement

derselben Gattung über. Alle <x>^ Transformationen geben ausgeführt

auf die 00^ (bez. 00^) Curven einer Gattung zusammen wieder nur 00^

(bez. 00^) Curven einer Gattung, die im allgemeinen von der ursprüng-

lichen verschieden ist. Eine Integrahurve der obigen Monge'schen Gleichung

von der Gattung F{t) führen sie in eine Integralmirve derselben Gleichung

und mit der Gattung — F(t) über. Ferner giebt es unter diesen in-

volutorischen Transformationen stets eine bestimmte, die zwei beliebig aus-

gewählte, aber nicht auf Tetraederebenen gelegene Punkte mit einander

vertauscht.

Nunmehr wenden wir diese Eigenschaften der involutorischen

Transformationen (37) an:

Insbesondere werden diese Transformationen die 00^ Geraden g ^^ifvo'i^f

eines der t.etraedralen Complexe in gewisse 00^ Curven y gemeinsamer
^eraj*]^^
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Gattung in demselben Complexe verwandeln. Da die Transformationen

(37) involutorisch sind, so folgt, dass sie andererseits die oc^ Curven y

in die oo^ Complexgeraden g verwandeln.

Betrachten wir nun eine Gerade g des Complexes und zwei Punkte

p, q auf ihr. Nach unserem Satze giebt es eine Transformation (37),

die p mit q vertauscht. Sie wird andererseits g in eine Complex-

curve y verwandeln, und diese Curve y muss daher auch durch p und q

gehen. Umgekehrt wählen wir irgend eine der Curven y aus und auf

ihr zwei Punkte p, q. Es giebt eine involutorische Transformation,

die p mit q vertauscht. Wir wissen aber, dass sie y in eine Complex-

gerade g transformiert. Also geht diese Gerade g durch p und q.

Es hat sich demnach ergeben:

Satz 6: In einem tetraedralen Complex giebt es eine Gattung von

oo^ Curven y des Complexes, die zu den oc^ Geraden g des Complexes

in folgenden Beziehungen stellen:

Durch zwei PunMe p, q einer

Geraden g, die nicht in Tetraeder-

ebenen liegen, geht stets eine Curve y.

Durch zwei PunMe p, q einer

Curve y, die nicht in Tetraeder-

ebenen liegen, geht stets eine Complex-

gerade g.

Alle Secanten einer Complexcurve y gehören daher

demselben tetraedralen Complex an ivie y.

Durch einen Punkt p gehen oo^ Complex-

geraden g, die den Complexkegel des Punktes p
bilden. Auf der anderen Seite gehen durch den

Punkt auch oo^ Complexcurven y, die also eine

Fläche erzeugen. Da nach unserem Satze zwei

Punkte, sobald sie auf einer Complexgeraden g
liegen, auch auf einer Complexcurve y gelegen

sind, so folgt, dass die Fläche der y mit der

Fläche der g, also mit dem Complexkegel identisch

ist. Dieser enthält mithin ausser den oc^ Complex-

geraden g noch oo^ Complexcurven y. Sonstige

Complexcurven enthält er nicht, da eine Fläche

von Curven des tetraedralen Complexes nur doppelt

überdeckt wird (vgl. S. 251).

Haben zwei Complexkegel, deren Spitzen die

Punkte^ und q seien (siehe Fig. 68), eine Complex-

gerade g gemein, so haben sie auch die Complex-

curve y durch p und q gemein. Da ihr gesamtes

Schnittgebilde vom vierten Grade ist, denn die Kegel sind vom zweiten.
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und da die Gerade pq dem Schnittgebilde angehört, so folgt, dass

letzteres in eine Gerade und eine Curve dritten Grades zerfallt. Diese

Curve kann nicht weiter zerfallen, da sonst beide Kegel mehr als eine

Gerade gemein hätten. Die Curve y durch p und q ist mithin vom

dritten Grade*). Sie geht durch die Ecken A,B, C, D des Tetraeders,

da beide Kegel die Ecken enthalten. Wir haben also gefunden:

Satz 7: Jeder tetraedrale Complex hat oo^ Curven dritten Grades

durch die Ecken des Tetraeders. Alle Secanten dieser Curven sind Geraden

des Complexes.

Ferner haben wir gesehen:

Satz 8: Jeder Kegel des tetraedralen Complexes enthält ausser oc^

Complexgeraden nur noch oo^ Curven des Complexes j nämlich Curveti

dritten Grades ^ die durch alle vier Ecken des Tetraeders und durch die

Kegelspitze gehen. Zwei ComplexJcegel , die eine Complexgerade gemein

haben, schneiden einander ausserdem noch in einer dieser Curven dritten

Grades.

Führen wir irgend eine der involutorischen Transformationen (37)

auf den Kegel aus, so geht seine Spitze in einen neuen Punkt über,

während seine Curven y in die oc^ Complexgeraden durch den neuen

Punkt übergehen. Der Kegel wird also wieder in einen Complexkegel

verwandelt. Daher:

Satz 9: Jede der oc^ involutorischen Transformationen ^d^schrr

^
d. Compl.-

r _ II t p 1^ kegel.

führt jeden Kegel eines tetraedralen Complexes, dessen Tetraeder aus den

Ebenen x = 0, y = 0, z = und der unendlich fernen Ebene besteht,

in einen Kegel desselben Complexes über, indem sie die Geraden bez.

Complexcurven dritten Grades des ersteren in die Complexcurven dritten

Grades bez. Geroden des letzteren verwandelt**).

Wir fragen uns nun, ob es sonst noch Curven dritten Grades Beliebige
Curve

durch die Tetraederecken giebt, die einem tetraedralen Complex an- 3. Grades

gehören. Offenbar müsste jede solche Curve doppelt gekrümmt sein. Ecken.

*) Dass die Curven y vom dritten Grade sind, kann analytisch leicht veri-
ficiert werden : Die Complexgeraden haben die Gattung 2^ E^ 1 , nach Satz 5

haben mithin die Curven y die Gattung P^ — 1 und sind deshalb Curven
dritten Grades. (Vgl. § 3, S. 332.)

**) In der vorhergehenden Betrachtung machten wir eine spiecielle Anwendung
von einem zwar einfachen, aber oft nützlichen allgemeinen Principe: Liegt irgend
eine involutorische Transformation vor und stehen dabei zwei einander ent-
sprechende Gebilde (hier zwei Punkte) in einer gewissen Beziehung, so stehen sie

auch in der reciproken Beziehung.
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Wir wollen also annehmen, es liege eine beliebige doppelt gekrümmte

Curve von dritter Ordnung vor. Auf ihr wählen wir vier beliebige

Punkte Ä, B, C, D und betrachten sie als die Ecken eines Tetraeders.

Wenn wir nunmehr von einem Punkt p auf der Curve alle Secanten

der Curve ziehen, so erhalten wir oo^ Geraden durch p, die bekanntlich

einen Kegel zweiten Grades bilden. Insbesondere geht der Kegel durch

die Tetraederecken A, B, C, D. Wir wissen andererseits, dass die oo^

tetraedralen Complexe, die zu dem ausgewählten Tetraeder gehören,

im Punkte p oo^ Kegel zweiten Grades bestimmen und zwar alle, die

durch die Ecken des Tetraeders gehen. Es giebt somit sicher einen

tetraedralen Complex, der den erwähnten Secantenkegel von p aus

zum Complexkegel hat.

Ist q^ ein anderer Punkt der Curve, so sehen wir analog, dass alle

von q ausgehenden Secanten der Curve Geraden eines tetraedralen

Complexes sind. Die von p ausgehenden Secanten schneiden also das

Tetraeder in einem gewissen Doppelverhältnis und die von g aus-

gehenden Secanten ebenfalls. Aber die Gerade pq gehört zu beiden

Secantenscharen. Mithin ist bei beiden das Doppelverhältnis dasselbe.

Die von p und q ausgehenden Secanten gehören somit sämtlich dem-

selben tetraedralen Complex an.

Unser Ergebnis ist also dies:

Satz 10: Die Secanten einer doppelt geTcrümmten Curve dritten

Grades schneiden sämtlich ein Tetraeder, dessen Ecken beliebig auf der

Curve gewählt sind, in demselben Doppelverhältnis.

Das Doppelverhältnis wird aber bei verschiedener Wahl des Tetraeders

ein verschiedenes sein.

Da der Satz insbesondere für die Tangenten der Curve gilt, so

ist die Curve folglich eine Curve eines gewissen tetraedralen Complexes.

Daher:

Satz 11: Eine doppelt gekrümmte Curve dritten Grades ist stets

Curve eines gewissen tetraedralen Complexes, dessen Tetraeder von vier

beliebig gewählten Punkten der Curve gebildet wird.

Nebenbei sei bemerkt, dass wir durch unsere Überlegungen leicht

zu dem bekannten Ergebnis gelangen, dass durch sechs Punkte stets eine

und nur eine doppelt gekrümmte Curve dritter Ordnung hindurchgeht, voraus-

gesetzt, dass vier der Punkte, Ä, B, C, D, ein wirkliches Tetraeder

bilden und die beiden anderen Punkte, p, q, nicht in den Ebenen des

Tetraeders liegen. Denn dann ist das Doppelverhältnis aller Secanten

der Curve mit dem Tetraeder bestimmt durch das der Secante pq.

Daher sind die Secantenkegel von p und q auch bekannt und mithin

auch die Curve dritten Grades als ihr teilweiser Durchschnitt.



§ 4. Einige Transformat, der Monge'schen Glchg. eines tetr. Complexes in sich. 347

Es ist vielleicht nützlich, auch durch Ausrechnung zu verificierenj^^^Jy^^^^

dass die oo^ involutorischen Transformationen (37) alle oo^ Geraden

des tetraedralen Complexes in cx)^ Curven dritten Grades durch die

Ecken des Tetraeders verwandeln. Jede Gerade wird von den Flächen

dritter Ordnung von der Form

in drei Punkten getroffen. Vermöge einer involutorischen Transfor-

mation (37) geht diese Fläche in eine Ebene

T^i + f ^i + V^x + ^ =
über. Da die Transformation für Punkte, die nicht in den Tetraeder-

ebenen liegen, eindeutig ist, so folgt, dass die Curve, die aus der

Geraden vermöge der Transformation hervorgeht, von jeder Ebene in

drei Punkten geschnitten wird, also eine Curve dritten Grades ist.

Wir wissen femer, dass alle die oo^ Geraden

(38) x = rz -\- Q, y = sz -\- 6,

für die

(39) 1? = « .

ist, einem bestimmten tetraedralen Complex angehören, (Siehe § 1,

S. 315.) Vermöge der oo^ Transformationen

m ^i = |, 2/i = f,
^1 = 7

gehen sie über in die Curven dritter Ordnung:

(40) ^. = ^1-^., y.- "'
QZ^ -\- rv' ^^ az^ -\- SV

In diesen Gleichungen treten nun t, — , -y-, — als willkürliche Con-

stauten auf. Da, aber nach (39) zwischen ihnen die Relation besteht:

Q SV 6 rv

X (i ^ X '

so stellen die Gleichungen (40) in der That nur oo^ Curven dritten

Grades dar. —

Im Vorhergehenden richteten wir unser Augenmerk auf Complex-

kegel, also auf gewisse Flächen zweiten Grades, die durch die Tetraeder-

ecken gehen. Von jetzt ab wollen wir eine beliebige Fläche zweiten ^i^che

Grades ^ bekochten, welche die Ecken A, B, C, B des Tetraeders\^J'^^^_
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Fig.

enthält Dabei setzen wir voraus, dass die Fläche keine Kegelfläche

sei und nicht zerfalle.

Auf der Fläche ^ wählen wir einen Punkt p beliebig unter der

Voraussetzung, dass die durch ihn gehenden beiden geradlinigen Er-

zeugenden g,g' der Fläche keine der Tetrader-

ecken Äj B, C, D enthalten. (Siehe Fig. 69.)

Der Punkt p ist dann die Spitze eines und

nur eines Kegels zweiten Grades, der die

Gerade g und die Geraden nach den Tetraeder-

ecken enthält. Dieser Kegel schneidet die

Fläche ^ in einem Gebilde vierten Grades.

Weil die Gerade g dazu gehört, so wird das

Schnittgebilde ausserdem aus einer Curve y vom
dritten Grade bestehen, die durch die Tetraeder-

ecken und durch p geht sowie die Gerade g
noch einmal trifft. Die Curve y zerfällt nicht,

da sonst durch p eine Gerade gehen müsste,

die auf der Fläche ^ liegt und eine der

Tetraederecken enthält, was durch unsere

Voraussetzung ausgeschlossen wurde.

Nach Satz 10 schneiden alle Secanten

der Curve y das Tetraeder in einem constantem Doppelverhältnis zl.

Insbesondere gehört die Gerade g zu diesen Secanten.

Wählen wir nun auf der Curve y irgend einen Punkt q, so wird

der Secantenkegel, dessen Spitze in q liegt und der bekanntlich vom
zweiten Grade ist, die Fläche ^ in der Curve dritten Grades y und

also ausserdem noch in einer Geraden schneiden. Durch jeden Punkt q

der Curve y geht somit eine Erzeugende der Fläche, die das Doppel-

verhältniss z/ mit dem Tetraeder bestimmt. Daraus schliessen wir,

dass die Erzeugenden der einen Schar g, g^ g^ ... einer Fläche zweiten

Grades ein der Fläche eingeschriebenes Tetraeder A, B, C, D m einem

Constanten Doppelverhältnis ^ schneiden. Dasselbe gilt natürlich von

den Erzeugenden g', ^/, g^ . . . der anderen Schar. Für diese wird

das DoppelVerhältnis auch einen gewissen constanten Wert z/' haben.

Wir haben mithin erkannt:

Satz 12: T)ie Erzeugenden der einen Schar sowie die der anderen

Schar auf einer Fläche zweiten Grades schneiden ein beliebiges Tetraeder^

sobald dessen Ecken auf der Fläche liegen, in je einem constanten Doppel-

verhältnis.

Die Betrachtung, die wir oben für einen Punkt p der Geraden g
anstellten, lässt sich für jeden Punkt p von g wiederholen. Die Fläche %
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enthält demnach oo^ Curven dritten Grades 7, Yi, 7^ • • • durch die g^^^^^^^

Tetraederecken, und diese Curven liegen so, dass ihre sämtlichen Se-
^; ^,'3

canten, zu denen die Geraden g,gx,9^ • gehören, das Tetraeder in "^^
^'•

dem Doppelverhältnis z/ schneiden. Ebenso enthält die Fläche % noch

oo^ Curven dritten Grades, 7', 7^, 7^ . . durch die Tetraederecken, und

die Secanten dieser Curven, zu denen g'^Qi^g^ • • gehören, schneiden

das Tetraeder in dem Doppelverhältnis ^'. Nach Satz 11 gehören die

Geraden 9,9^,9^ und die Curven 7, 7i, 72 • • einem bestimmten

tetraedralen Complex an, ebenso die Geraden 9', 9I, 9^ • • • und die

Curven 7', 7-^, 7^ . . . einem anderen.

Da eine Fläche zweiten Grades durch neun ihrer Punkte be-

stimmt ist, so giebt es oo^ Flächen %, welche die Ecken A, B, C, D
des gegebenen Tetraeders enthalten. Nach Satz 12 bestimmen die

Erzeugenden der einen Schar einer derartigen Fläche ein constantes

Doppelverhältnis z/ und die der anderen ein constantes Doppelver-

hältnis z/' mit dem Tetraeder. Wenn wir z/ und z/' geben, so sind

dies also zwei Bedingungen, sodass es gerade 00^ Flächen zweiten

Grades von . der verlangten Art giebt. Wir können dies auch so aus-

drücken: Es giebt gerade oo^ Flächen zweiten Grades, auf denen die

Ecken des gegebenen Tetraeders liegen und deren Erzeugende jeder

Schar je einem bestimmt gewählten tetraedralen Complex angehören.

Da eine Fläche von den Curven eines tetraedralen Complexes

immer nur doppelt überdeckt wird (vgl. S. 251), so ist es sicher, dass

auf einer Fläche ^ ausser den Geraden 9, 9i, 92 • • • und Curven

7, 7i, 72 • • • keine Curven des einen tetraedralen Complexes liegen, und

Analoges gilt von den Geraden g', g^, g.^ ... und Curven 7', 7^, 7t • • •

bezüglich des zweiten Complexes.

Unterwerfen wir eine unter den 00^ Flächen % einer der 00^ in- invoi. Trf.

ausgef.

volutorischen Transformationen «»f die

Flächen

(37) ^i-^> ^i=y' '^=^T

Wie wir wissen (vgl. S. 344), gehen bei ihr die Curven dritten Grades

7? 5^17 72 •••> die ja durch die Ecken des Tedraeders laufen und einem

bestimmten tetraedralen Complex angehören, in 00^ Geraden, f/^gifg^,. • -

dieses Complexes über. Analoges gilt von den Curven 7', 7I, y^ . . . .

Vermöge der Transformation (37) geht somit die Fläche f^ i^ ^^^^

Fläche % über, die zwei Geradenscharen enthält, deren eine, y,gi,g2---,

dem einen, deren andere, (/', g/jg^ • • •, dem anderen tetraedralen

Complex angehört, d. h. in eine Fläche zweiten Grades, die auch zu

jenen oc^ Flächen ^ gehört, denn dass sie die Ecken des Tetraeders
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enthält^ folgt daraus, dass die Gerade g z. B. in eine Curve dritten

Gerades durch die Ecken verwandelt wird. Wir haben daher gefunden:

Satz 13: Die Schar der oo^ Flächen zweiten Grades, welche die

Ecken des Tetraeders enthalten und deren beide Geradenscharen zwei

bestimmten tetraedralen Complexen angehören, bleibt bei den oo^ invo-

lutorischen Transformationen

X 11 V
1 ^} :71 y } 1 g

invariant.

Ferner gehen bei unserer Transformation die Geraden g, gu g^ • • •

und g',g^,g^ ... in Curven y, y^, y^ . . . und y', y^, y.^ . . . auf der

Fläche % über, sodass die Geraden g,gx,y^ ... und Curven 7, }^i, 72 •••

die einzigen Curven sind, die der eine tetraedrale Complex auf der

Fläche ^ bestimmt. Andererseits hätten wir direct für die Fläche %
eben jene Betrachtung anstellen können, von der wir bei der Fläche

% ausgingen. Wir sehen folglich, dass der letzte Satz noch dahin

ergänzt werden kann, dass die Geraden und Curven, die einer der

beiden Complexe auf einer Fläche ^ bestimmt, in die Curven und

Geraden übergeführt werden, die er auf der neuen Fläche % bestimmt.

Fernerhin wissen wir, dass alle Geraden eines tetraedralen Complexes

dieselbe Gattung haben (vgl. § 3, S. 331), sodass also die Geraden

g,gi,g2 • • von derselben Gattung sind. Da ausserdem Curven gleicher

Gattung vermöge einer involutorischen Transformation (37) nach Satz 5

stets wieder in Curven gleicher Gattung verwandelt werden, so schliessen

wir, dass die Curven 7, ^i, ^2 • • • ^^^ i5 gleiche Gattung haben. Ana-

loges gilt für die Curven y', y^, y^' • • • • Also sehen wir:

Satz 14: Auf einer Fläche zweiten Grades durch die Ecken des

Tetraeders gehören die Geraden der einen Schar sowie 00^ Curven dritten

Grades durch die Ecken einem tetraedralen Complexe an. Ebenso ge-

hören die Geraden der zweiten Schar sowie 00^ Curven dritten Grades

durch die Ecken einem zweiten tetraedralen Complexe an. Jede dieser

vier Scharen von 00^ Linien auf der Fläche besteht aus Curven gleicher

Gattung.

Anaiyt. XJm einige unserer Ergebnisse auch analytisch zu bestätigen und

zu vervollständigen, gehen wir davon aus, dass allgemein:

(41) Ayz + Bzx -\- Cxy -\- Lx + My -]- Nz =
die Gleichung einer Fläche zweiten Grades durch die Tetraedereeken

ist. Sie geht vermöge der involutorischen Transformation (37) in die

Fläche
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(42) LXy^s^ + ^y^^iX^ + Nvx^^y^ + Aiivx^ -\- Bvky^ + Ckiiz^ =
über, die wieder die allgeineine Form (41) hat. Hiermit ist verificiert,

dass die Schar aller oo^ Flächen zweiten Grades durch die Tetraeder-

ecken bei den involutorischen Transformationen (37) invariant bleibt.

Wie wir sahen, zerfällt die Schar in oo^ einzeln invariante Scharen

von je oo^ Flächen zweiten Grrades. Da es auch oo^ Transformationen

(37) giebt, so kommt man auf die Vermutung, dass es unter ihnen

eine gebe, bei der eine bestimmt gewählte Fläche zweiten Grades

durch die Tetraederecken für sich invariant bleibt. Diese Vermutung

ist im allgemeinen richtig, denn nach Formel (42) bleibt die Fläche (41)

invariant, wenn
A _ B _ C _ L ^ ^ ^ N
Li ~~

Mii ~ JVv
"~

A(iv ~ BvX ~ CX(i
oder also

j_MN _M _LM
*'~^C' ^~ CA' '^ ~ AB

ist. Wäre eine der sechs Constanten A bis JV gleich Null, so ent-

hielte die Fläche eine Tetraederkante. Hiei*von ist also abzusehen.

Das letzte Ergebnis liefert mit Satz 14 zusammen das

Theorem 10: Liegt ein Tetraeder und eine Fläche zweiten oesamt-

Grades vor, die durch die Ecken des Tetraeders geht, so ent- bez. a. fi.

hält die Fläche vier Scharen von je oo^ Curven von der Art,

dass die Curven jeder einzelnen Schar durch projective Trans-

formationen, hei denen die Tetraederecken fest bleiben, in ein-

ander überführhar sind. Es sind dies die beiden Scharen von

Geraden sowie zwei Scharen von Curven dritten Grades durch

die Ecken des Tetraeders. Enthält die Fläche keine Tetraeder-

kante, so giebt es, wenn das Tetraeder als das Coordinaten-

tetraeder gewählt wird, eine involutorische Punkttransformation

^^^ x' ^^^
y '

^^^
's'

bei der die Fläche invariant bleibt und die beiden Geraden-

scharen mit den beiden Scharen von Curven dritten Grades

vertauscht werden *).

Betrachten wir nun die Fläche f, die aus einer Ebene e vermöge invoi. Trf.

. .
ausgeführt

einer involutorischen Transformation (37) hervorgeht. Wie wir schon auf Ebenen.

auf S. 347 erkannten, ist diese Fläche f von dritter Ordnung.

*) Dies Theorem sowie eine grosse Anzahl weiterer Sätze, die in diesem
Bande nur zu geringem Teile Platz finden können, entwickelte Lie in einem
Vortrag in Kummer's Seminar zu Berlin im Wintersemester 1869— 70. Vgl.

ferner Verh. d. Ges. d. Wiss., Christiania 1869, S. 128.
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Um ihre Classe zu bestimmen, betrachten wir zunächst überhaupt

alle Tangenten der Fläche f. Vermöge der Transformation (37) gehen

diese Tangenten aus den Curven dritten Grades hervor, die durch die

Ecken des Tetraeders gehen und die Ebene e berühren. Jede solche

Curve liegt aber, wie wir wissen, auf oo^ Complexkegeln. Diese Kegel

müssen also die Ebene e berühren. Liegt umgekehrt ein die Ebene e

berührender Complexkegel vor, so enthält er, wie wir sahen, oo^ Curven

dritten Grades durch die Ecken des Tetraeders, und augenscheinlich be-

rühren die Curven die Ebene e.

Wollen wir nun insbesondere alle die Tangenten der Fläche f
haben, die von einem gegebenen Punkt dieser Fläche selbst ausgehen, so

müssen wir also alle Curven dritten Grades betrachten, welche die

Ebene e berühren und durch einen gegebenen Punkt p der Ebene gehen.

Jede solche Curve dritten Grades liegt auf einem Complexkegel, der

durch den gegebenen Punkt p läuft und die Ebene e nur berührt. Es

kommt also darauf an, die Complexkegel zu bestimmen, die einen ge-

gebenen Punkt p der Ebene e zur Spitze haben und die Ebene berühren.

Wir haben aber früher (vgl. § 1, S. 320 sowie Fig. 67) gefunden, dass

die Ebene e nur von zwei Complexkegeln berührt wird, die p zum

Scheitel haben. Sie berühren die Ebene längs zweier Geraden durch den

Punkt p. Bei der Transformation (37) gehen diese Kegel nach Satz 9

in Complexkegel über, welche die Fläche f berühren und zwar längs

zweier Curven dritter Ordnung durch die Tetraederecken, die also auf

der Fläche f gelegen sind. Diese Betrachtung lehrt also, dass die von

einem Punkte der Fläche f ausgehenden Tangenten der Fläche zwei

Kegel zweiten Grades bilden, sodass mithin die Fläche dritter Ordnung

von der vierten Classe ist.

Analytisch wird die Fläche dritter Ordnung und vierter Classe

durch die Gleichung dargestellt, die aus der linearen Gleichung einer

Ebene vermöge einer Transformation (37) hervorgeht und demnach

die allgemeine Form hat:

A I _^ I _<^
1 2) _. 0.

X ^ y ^ z ^

Diese Gleichung haben wir übrigens schon auf S. 347 aufgestellt.

Also besteht der längst bekannte

Satz 15: Die von einem Punkte der Fläche dritter Ordnung und

vierter Classe

ausgehenden Tangenten der Fläche bilden zwei Kegel zweiten Grades.
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Die Folgerungen, die wir auf den letzten Seiten an einander

reihten, gründeten sich wesentlich auf die Betrachtung der involu-

torischen Transformationen (37). Aber diese sind nur ein Special-

fall der Transformationen

x^ = Ix"", y^ = ^y"', 01 = vz"^,

die, wie wir sahen (vgl. Satz 3, S. 340), die Monge'sche Gleichung eines

jeden der oo^ tetraedralen Complexe invariant lassen. Wir wollen jetzt

den Specialfall m = 2 dieser Transformation, wenn auch nur flüchtig,

betrachten und dabei X = fi = v = 1 setzen.

Die quadratische Transformation
'

TraTsform.

(43) x^ = x% yi = y^, ^1 = ^'

führt jeden Punkt {x, y, z) in einen einzigen Punkt {x^, y^, z^ über,

während die inverse Transformation:

(44) ^ = y^i, y = Vyi, ^ = y^i

jeden Punkt {x^, y^, z^) in acht Punkte (x,y,z) überführt, entsprechend

den acht Combinationen der Vorzeichen der drei Quadratwurzeln.

Durch die Transformation (43) werden also zwei Räume {x, y, z) und

{^i> Vif ^1)7 ^^® ^^^ ^°^ ^^ einander liegend vorstellen, einander punkt-

weis zugeordnet und zwar in einer ein-achtdeutigen Weise.

Eine Fläche zweiten Grades, die das Tetraeder zum Polartetraeder ^'^«gef. auf
7 hl. 2. (irades.

hat, deren Gleichung also lautet:

Ix'^ -f~ '^y^ ~\~ **^^ -f- r = 0,

geht vermöge der Transformation (43) in eine Ebene

Ixi -\- my^ -\- nz^ -\- r =
über. Da sich zwei solche Flächen in einer Raumcurve vierter Ordnung,

zwei Ebenen aber in einer Geraden schneiden, so folgt, dass die in-

verse Transformation (44) jede Gerade in eine Curve vierter Ordnung

verwandelt. Da je 00^ Geraden einem bestimmten tetraedralen Complex

angehören, so sehen wir also, dass oo'* Curven vierter Ordnung als

Schnitte der oo^ Flächen zweiten Grades, die das Tetraeder zum Polar-

tetraeder haben, in der Weise auftreten, dass je oo^ Curven dieser

Schar Curven eines bestimmten tetraedralen Complexes sind. Da jedem

Punkt {x^,y^,z^ acht Punkte (x,y,z) entsprechen, so folgt aus dem

Satz, dass drei Ebenen einen Punkt gemein haben, sofort, dass drei

unter den 00^ Flächen zweiten Grades acht Punkte gemein haben.

Fassen wir nun eine Ebene des Raumes (x.y.z) in's Auge: Aasgef. auf
^ ' ^' ^ ° Ebenen.

(45) Äx-\-By-\- Cz-{-D = 0.
*

Ihr ist im Räume (x^, y^, z^) die Fläche zugeordnet:

(46) Äyx,-\-Byi,-^cyF,-{-D = o.

liie, Geometrie der Berührungstransformationen I. 23 [16. XI. 1895.]
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Um die Ordnung der Fläclie festzustellen, haben wir die Anzahl ihrer

Schnittpunkte mit einer beliebigen Geraden zu bestimmen. Der Geraden

entspricht im Räume {x, y, z) eine Curve vierter Ordnung, welche die

Ebene (45) in vier Punkten trifft. Jedem dieser Punkte {x^ y^ z) ent-

spricht im Räume {x^,y^,z^ gerade ein Punkt, sodass die Fläche (46)

von der vierten Ordnung ist.. Allerdings wäre zunächst noch denkbar,

dass einige der vier Punkte zusammenfallen, indem sich die Werte

der Coordinaten der vier Punkte" {x, y, z) zum Teil nur im Vorzeichen

unterscheiden. Aber dies trifft offenbar nicht zu, wenn die Ebene (45)

allgemeine Lage hat. Dass die Fläche (46) von der vierten Ordnung

ist, lässt sich auch rechnerisch durch Fortschaffen der Quadratwurzeln

bestätigen.

Fragen wir uns ferner, was für eine Curve einer Geraden des

Raumes {x,y, z) entspricht. Die Gerade schneidet eine Fläche zweiten

Grades
Ix^ -f~ *^2/^ + '^^^ -{- r =

in zwei Punkten (x,y, z), und diese Punkte werden im allgemeinen

keine solche Coordinaten haben, die sich nur in den Vorzeichen unter-

scheiden. Ihnen entsprechen also im Räume (x^, y^, z^ zwei Schnitt-

punkte der fraglichen Curve mit der beliebigen Ebene:

Ix-i^ -f- my^ -\- nz^ -\- r = 0.

Demnach ist die Curve ein Kegelschnitt. Jede Gerade wird also ver-

möge der Transformation (43) in einen Kegelschnitt verwandelt.

Femer wird eine Ebene

(45) Ax-[-By-]-Cz-{-B =
des Raumes (x, y, z) in jedem -Punkte (x, y, z) von einer und nur einer

der Flächen zweiten Grades

(47) Ix^ + my^ -\- nz^ -j- r =
beehrt. Die Ebene hat mit dieser Fläche zwei Geraden gemein, die

sich in dem Barührpunkte schneiden. Nun aber geht die Ebene (45) ver-

möge der Transformation (43) in eine Fläche vierter Ordnung von der

Form (46) und die Fläche zweiten Grades (47) in eine Tangentenebene

der letzteren Fläche über. Da ausserdem jeder Geraden des Raumes

(x, y, £) ein Kegelschnitt des Raumes {x^, y^, z^ entspricht, so folgt

der wohlbekannte

Satz 16: Jede Tangentenehene der Fläche vierter Ordnung

AYx, + BVy, + Cyz,-^ D =
schneidet die Fläche in zwei Kegelschnitten. Die Fläche enthält also

oo^ Kegelschnitte.
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Dieser Satz erinnert an den Satz 15 über eine Fläche dritter

Ordnung, die gerade die hierzu dualistische Eigenschaft hat. In der

That lassen sich die beiden Flächen

(46) Äyx, + By^, + cyi;-}-n==o
und

Ai BS ni
(48) ^ + :^_{_il__|_ 2)2 =

durch Dualität aus einander ableiten. Denn die Tangentenebene

ux -\- vy -\- WZ -}- 1 =
der Fläche (48) hat die Ebenencoordinaten

J.« JB« C«w

wenn (x,y, z) der Berührpunkt ist, sodass infolge von (48) die Gleichung

besteht:

Äyü-\- bYv-^ cYw-i- D = o^

aus der die Gleichung (46) durch die Dualität

^1 == u, yi = V, Zi = w

hervorgeht. Die Fläche (46) ist somit von der dritten Classe, da die

Fläche (48) von der dritten Ordnung ist.

Die Fläche vierter Ordnung und dritter Classe, deren Tangenten-

ebenen die Fläche in zwei Kegelschnitten schneiden, ist die wohl-

bekannte Steiner'sehe Fläche vierter Ordnung und dritter Classe. Sie
^*^j^°'^^J^

ist ein specieller Fall der oben besprochenen tetraedral- symmetrischen

Flächen, wie de la Gournerie hervorgehoben hat*). (Vgl. S. 341.)

Die Beziehungen, die zwischen den beiden Räumen (x,y, z) und

(^1 j Vi f ^i) vermöge der Transformation

Xj_ = x^, 2/i
= 2/^ ^1 = ^^

bestehen, wollen wir durch eine Tabelle andeuten, in der links die

Gebilde im Räume {x, y, z), rechts die entsprechenden Gebilde im

Räume {x^,yi,z^ ihren Platz haben:

1) Fläche zweiten Grades, die das

Tetraeder zum Polartetraeder hat.

2) Curve vierter Ordnung als Schnitt

zweier derartiger Flächen und als Curve

eines tetraedralen Complexes.

1) Beliebige Ebene.

2) Beliebige Gerade.

*) Mit dieser Fläche haben sich bekanntlich Steiner, Kummer, Weier-
strass und eine Reihe anderer Mathematiker beschäftigt.

23*



356 Kap. 8. Zur Transformationstheorie der tetraedralen Complexe.

3) Die acht Schnittpunkte dreier

derartiger Flächen.

4) Beliebige Gerade.

5) Beliebige Ebene.

3) Ein Punkt als Schnitt dreier

Ebenen.

4) Kegelschnitt als Curve eines

tetraedralen Complexes.

5) Steiner'sche Fläche vierter Ord-

nung und dritter Classe.

§ 5. Die logarithmisehe Abbildung*).

Die oü* Monge'schen Gleichungen der zum Coordinatentetraeder

gehörigen oo^ tetraedralen Complexe haben wir wiederholt in der Form

geschrieben:

/Af\\ n ^ dy dz
, f -. dz dx , / ^^ dx dy ^

(49) (h — c)-^ \- (c — a) \- (a — h) -= 0.\/ V / y z ' \ '' Z X ' ^ '' X y

Sie kann auch so geschrieben werden:

(h— c) dlo^y- dlogz -f- {c—d) dlogz- dlo^x -f- {a— h) dlogx dlogy= 0.

Es ist demnach möglich, solche neue Veränderliche

(50) j = loga;, t) = \ogy, 5 = log0

einzuführen, dass die cx»^ Monge'schen Gleichungen die Form an-

nehmen:

(51) (& — c) d\) d^ -j- {c — a) d^ d^ß -{- (a — &) d^ d\) == 0,

die selbstverständlich auch vom zweiten Grade in den Differentialen

ist, in der aber die Coefficienten drei beliebige Constanten sind, deren

Summe gleich Null ist**). Diese Monge'sche Gleichung (51) ordnet

sich der im l.Beisp., § 1, T.Kap., S. 254, betrachteten Form unter. Wir

deuten J, ^, § als Cartesische Punktcoordinaten in einem neuen Räume.

Alsdann ist der Raum (x, y, 2) durch die Gleichungen (50) punktweis

Logar. auf deu Raum (j, t), 5) abgebildet. Diese Abbildung heisse die loga-

^^^' rithmische Abbildung.

Bei dieser Abbildung wird nicht nur jeder Punkt auf einen Punkt

des neuen Raumes bezogen. Vielmehr wird auch jedes Linienelement

*) Die EntWickelungen dieses Paragraphen stammen alle von Lie und zwar
aus der Zeit vom Winter 1869 auf 1870. Eine einigermassen ausführliche Dar-
stellung dieser Theorien gab er zuerst im Archiv for Math, og Naturv., Christiania,

4. Bd. (1879). Vgl. auch 2. Bd. (1877).

**) Gauss und Riemann betrachteten quadratische Differentialausdrücke

E f.j^ (x^. . . x^) dx. dXf, und fragten, ob es möglich ist, solche neue Veränderliche

£1 • • • E„ einzuführen, dass in dem transformierten Ausdruck 27f^.^ (ig^. rf j^, die Coeffi-

cienten Constanten werden. Im Texte machen wir eine analoge Reduction, aber
nicht für einen Ausdruck, sondern für eine Gleichung, die eine willkürliche Con-
stante enthält. Denken wir uns diese Gleichung nach der willkürlichen Con-
stanten aufgelöst, so können wir sagen, dass wir im Texte das Verhältnis zweier

quadratischer Dilterentialausdrücke auf eine solche Form bringen, die nur die

Differentiale der Veränderlichen enthält.
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(x, y,z, dx:dy: dz) als ein Linienelement {i,\),i, dl'. d\) -. d^ ab-

gebildet vermöge der Gleichungen (50) und der Gleichungen:

,^r^,^ -I
dx T^ dy 7 dz

(50') ^£ = ^^ ^^^y' di = ~-

Die oo'^ Linienelemente, die einer Monge'schen Gleichung (49) genügen,

verwandeln sich in die oo'^ Linienelemente, die der entsprechenden

neuen Monge'schen Gleichung (51) genüge leisten. Jede Integralcurve

einer der oo^ Monge'schen Gleichungen (49) wird als eine Integral-

curve der entsprechenden neuen Monge'schen Gleichung (51) ab-

gebildet.

Unter den Integralcurven einer Monge'schen Gleichung (51) be-
g\°*Xn^d.

finden sich oo^ Geraden (vgl. 1. Beispiel, § 1 des 7. Kap., S. 254). Es ^'^^^ ^^

sind dies alle Geraden, die einen gewissen unendlich fernen Kegel-

schnitt K schneiden, also einen Complex zweiten Grades bilden. Wir

können die Incremente d^, dt), dl, die den

Punktcoordinaten J, ^, ä längs einer Geraden
iltlliiv^

zuteil werden, als homogene Punktcoordi-
-lilii^^

naten in der unendlich fernen Ebene auffassen.

Alsdann ist die Gleichung (51) geradezu die

Gleichung des erwähnten Kegelschnittes K. '" 'lliii^
Dieser Kegelschnitt geht durch die unendlich "^^l""'"''''''!!!!!

fernen Punkte der J-Axe, ^-Axe und §-Axe, ^^lül
sowie durch den unendlich fernen Punkt der ^

Fig. 70.

Geraden J= ^= §• Da factisch cx)^ Monge'sche

Gleichungen (51) vorliegen, so ergeben sich also oo^ unendlich ferne

Kegelschnitte K und zwar bilden sie das Büschel, das durch die vier

genannten Punkte bestimmt wird. (Siehe Fig. 70.)

Zu diesem Ergebnis kommt man auch so: Im Räume {x, y, z)

ordnen die oo^ Monge'schen Gleichungen (49) einem bestimmt ge-

wählten Punkt {x, y, z) oo^ Elementarkegel zweiten Grades zu. Diese
^

oo^ Kegel haben vier Mantellinien gemein, nämlich die nach den Ecken

des Coordinatentetraeders gehenden. Da nun die Monge'schen Glei-

chungen (49) durch die logarithmische Abbildung (50) in die Monge-

schen Gleichungen (51) übergeführt werden und jedes Linienelement

als Linienelement abgebildet wird, so werden die Elementarkegel der

Gleichungen (49) abgebildet als die Elementarkegel der Gleichungen (51).

Die zu einem bestimmten Punkt (j, ^, §) gehörigen oo^ Elementarkegel

der oü^ Gleichungen (51) haben demnach vier Linienelemente gemein.

Da femer alle Elementarkegel einer Monge'schen Gleichung (51) ein-

ander congruent und gleichgestellt sind (vgl. S. 254), so folgt, dass
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alle cx)* Elementarkegel, die durch die oo^ Monge'schen Gleicliungen

(51) definiert werden, bis ins Unendliclie ausgedehnt die unendlich

ferne Ebene in oo^ Kegelschnitten K durch vier feste Punkte schneiden.

So kommen wir wieder zu obigem Ergebnis zurück.

Im Räume (x, y, z) haben zwei Linienelemente (x, y, 2, dx'.dy: dz)

gleiche Gattung, wenn für beide die Verhältnisse der drei Grössen

- ,—, — dieselben sind (vgl. S. 329). Da nun vermöge der loga-

rithmischen Abbildung (50) die Relationen (50') bestehen, so folgt,

dass sich Linienelemente gleicher Gattung als solche Linienelemente

(i'j ^? Sj (Zj : f?t) : d^) abbilden, für die djc, dt), d^ dieselben Verhältnisse

YBicht' haben, d, h. als Linienelemente gleicher Richtung. Im Räume (j, 9? ?i)
®^^"

sprechen also Linienelementen gleicher Gattung Linienelemente gleicher

Richtung.

Wir haben oben (§ 3, S. 328) diejenigen Curven des Raumes

{x, y, z) bestimmt, deren jede aus Linienelementen gleicher Gattung

besteht. Sie bilden sich als Curven des Raumes (j, t), §) ab, deren

jede aus Linienelementen gleicher Richtung besteht, also eine Gerade

ist. Die Curven des Raumes (x, y, z) also, deren jede aus Linien-

elementen gleicher Gattung besteht, bilden sich ab als die oo* Geraden

des Raumes (j, 9, g).

Eine Monge'sche Gleichung (49) hat, wie wir wissen, oo^ solche

Integralcurven , die aus lauter Linienelementen gleicher Gattung be-

stehen. Diese Curven bilden sich ab als die Geraden des Complexes,

der von der entsprechenden Gleichung (51) definiert wird, also als die

Geraden, die einen gewissen Kegelschnitt K des oben erwähnten un-

endlich fernen Büschels treffen.

In § 3, S. 331, sahen wir, dass alle Curven einer Gattung im

Räume (x, y, z) gegeben sind durch Gleichungen von der Form

:

log^ = (p(t) -\- Const., logy = }p(t) -\- Const., log^ = /t(0 + Const.

Vermöge der Abbildung (50) gehen aus ihnen die Curven hervor:

l = (p(t) -f- Const., t) = ^(f) -\- Const., 5
= ;^(^) -f- Const.,

congr. d. h. alle Curven, die mit einer Curve congruent und gleichgestellt sind.

gestellte Offenbar giebt es zu einer krummen Curve stets 00^ congruente and

gleichgestellte. Dagegen giebt es zu einer Geraden nur 00^ parallele.

Im Räume (x, y, z) besteht also die Gesamtheit einer Curvenschar

gleicher Gattung dann und nur dann aus bloss 00^ Curven, wenn die

Curven im Räume (j, l), §) als Geraden abgebildet werden. Es steht
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dies in Einklang mit dem Vorhergehenden und den Bemerkungen auf

S. 333 des § 3. —

Wie wir wissen, gehört zu jeder Monge'schen Gleichung eine Partieiie

partielle Differentialgleichung erster Ordnung, deren Integralflächen die

Flächen sind, die in allen ihren Punkten von den zugeordneten Elementar-

kegeln berührt werden. (Vgl. § 1 des 7. Kap., insbes. Satz 3, S. 260.)

Wir finden die zur Monge'schen Gleichung (49) gehörige partielle

Differentialgleichung nach dem früher angegebenen Verfahren durch

Elimination von x', y', z' und q aus den Gleichungen

(6 — c) xy' z' + (c — d) yz'x -\- ia — &) zx y' = 0,

QP = (c — «) 2/^' + (« — &) ^y',

Qq = (a — h) zx + (& — c) xz'

,

— Q = (b — c) xy' -\- (c — a) yx',

wenn die partiellen Differentialquotienten von z nach x und y mit p
und q bezeichnet werden. Die Elimination liefert die partielle Differential-

gleichung:

(52) (p—cyx^p^+{c—ayy^q^-\-(a—byz^— 2(b—c)(c—a)xyM +
-i- 2{a— b) (b— c) xzp -{- 2{c — a) {a— b)yzq = 0.

Ebenso gehört zur Monge'schen Gleichung (51) eine partielle Differential-

gleichung erster Ordnung, die durch Elimination von j', t)', §' und q

aus den Gleichungen hervorgeht:

(& — c) t)'i + (c — a) 5'j' -j-{a — b) j't)' = 0,

QP = (c — a)i'-\- (a — b)t)',

Qq = (a—b)i'-\-(b — c) i,

— Q= ib — c)\)' -\- {c — a) i'.

Dabei bezeichnen p und q die partiellen Differentialquotienten von 5

nach j und t). Es ergiebt sich die partielle Differentialgleichung:

(53) (6 — cf f-\-{c — af q2 + (a - bf — 2{b - c) (c - a) pq +
+ 2{a — 6) (& — c) p + 2(c — a) (a — &) q == 0.

Da vermöge der Punkttransformation (50) auch jedem Flächen-

element des Raumes (x, y, z) ein Flächenelement des Raumes (j, t), j)

zugeordnet wird, so bildet sich jede Integralfläche der partiellen Diffe-

rentialgleichung (52) vermöge (50) als Integralfläche der partiellen

Differentialgleichung (53) ab. Man kann diese selbstverständliche Be-

merkung auch dadurch verificieren, dass man direct in (52) statt
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X, y, 8 vermöge (50) die neuen Veränderlichen j, t), § einführt, wodurch

die Gleichung (53) hervorgeht.

Die partielle Differentialgleichung (53) ist frei von j, Xj, 5. Der-

artige Differentialgleichungen haben wir schon in § 1 des 7. Kap.,

S. 265, betrachtet. Wir fanden damals, dass eine solche Differential-

gleichung oü^ Charakteristiken hat, und dass diese Charakteristiken die

Geraden sind, die eine unendlich ferne Curve treffen, deren Gleichung

in Liniencoordinaten p, q durch (53) gegeben wird. Hier ist die Curve

einer der oben erwähnten unendlich fernen Kegelschnitte K. Wir wissen

femer, dass die Integralflächen der partiellen Differentialgleichung (53)

die abwickelbaren Flächen sind, deren Erzeugende zu den angegebenen

Charakteristiken gehören. Unter den Integralflächen finden sich die

00^ Ebenen, die den Kegelschnitt K berühren, und jede andere Integral-

fläche ist die Enveloppe von 00^ solchen Ebenen. Die Geraden einer

Developpabeln sind Haupttangentencurven der Fläche, hier also sind

die Charakteristiken Haupttangentencurven der Integralflächen. Dies

steht in Einklang damit, dass die Integralflächen längs einer solchen

Geraden von den Elementarkegeln der Monge'schen Gleichung (51)

berührt werden, vgl. Satz 26, § 5 des 7. Kap., S. 308.

Wenden wir nun die Abbildung (50) rückwärts an, indem wir

zum Raum (x, y, z) zurückkehren, so sehen wir, dass die partielle

Differentialgleichung (52) unendlich viele Integralflächen hat, dass sie

ferner gerade 00'^ Charakteristiken hat und dass die Charakteristiken

diejenigen Integralcurven der zugehörigen Monge'schen Gleichung (49)

sind, die aus je 00^ Linienelementen gleicher Gattung bestehen, sowie

endlich, dass die Charakteristiken Haupttangentencurven auf allen

Integralflächen sind. Da eine Integralfläche der partiellen Differential-

gleichung (53) aus 00^ Charakteristiken gebildet wird, von denen je

zwei unendlich benachbarte einander schneiden, so folgt, dass wir die

allgemeinste Integralfläche der partiellen Differentialgleichung (52) da-

durch herstellen können, dass wir oo^ solche Integralcurven der Monge-

schen Gleichung (49) herausgreifen, deren jede aus oo^ Linienelementen

gleicher Gattung besteht und von denen jede die unendlich benachbarte

schneidet. Zugleich haben wir gefunden:

Satz 17: Alle Flächen, deren Haupttangentencmrven der einen Schar

einem tetraedralen Complexe angehören, lassen sich angehen.

Gemeinsame Betrachten wir Bwei partielle Differentialgleichungen (53). Zu

ihnen gehören zwei unendlich ferne Kegelschnitte Ä^ und K2. (Vgl.

Fig. 70, S. 357.) Es leuchtet sofort ein, dass die beiden Gleichungen

00^ geineinsame Integralflächen haben, nämlich die Ebenen, die K^ und K,^
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zugleich berühren. Daher haben auch zwei partielle Differential-

gleichungen (52) stets oo^ gemeinsame Integralflächen.

Andererseits berührt eine beliebige Ebene

(54) «j + /39 + 75 + d =
stets zwei Kegelschnitte K^ und K^ des Büschels K und ist daher

gemeinsame Integralfläche von zwei partiellen Differentialgleichungen

(53). Die Ebene enthält die Parallelgeraden nach dem Berührpunkte

von Kl sowie die Parallelgeraden nach dem Berührpunkte von K^.

Längs dieser Geraden, welche dier Ebene doppelt überdecken, wird die

Ebene von den Elementarkegeln der einen oder anderen zugehörigen

Monge'schen Gleichung (51) berührt. Der Ebene (54) entspricht im

Raum (x, y, z) die Fläche:

a log X -\- ß log y -\- y log z -\- 8 = (),

die auch so dargestellt werden kann:

(55) x"y^ zy = Q,

wobei d == — log q gesetzt ist. Diese Fläche ist mithin gemeinsame

Integralfläche von zwei partiellen Differentialgleichungen (52). Die

erwähnten Geraden der Ebene (54) entsprechen nach Satz 26, § 5 des

7. Kap., S. 308, den Haupttangentencurven der Fläche (55), und die

Haupttangentencurven jeder Schar sind Curven, deren Linienelemente

gleiche Gattung haben und Integralcurven der einen bez. anderen zu-

gehörigen Monge'schen Gleichung (49) sind. Wir sind diesen Flächen

(55) schon in § 3, S. 334, begegnet.

Wir haben gesehen, dass den Curven einer Gattung des Raumes

(Xj «/, z) vermöge der logarithmischen Abbildung im Räume (j, t), 5)

congruente und gleichgestellte Curven entsprechen. Eine Fläche nun,

die 00^ congruente und gleichgestellte Curven enthält, heisst eine

Translationsfläche. Sie kann dadurch erzeugt werden, dass man eine lauons-

Curve c so im Räume fortbewegt, dass sie immer congruent und

gleichgestellt mit der Curve in der Anfangslage bleibt, dass man sie

also als starr ansieht und in Translationsbewegungen fortführt. Jeder

Punkt p der Curve c beschreibt dabei eine neue Curve y, und es

erhellt, dass alle 00^ Bahncurven y ebenfalls einander congruent und

gleichgestellt sind. Jede Fläche, die eine Schar von 00^ congruenten

und gleichgestellten Curven enthält, muss also notwendig auch eine

zweite solche Schar enthalten. (Siehe Fig. 71, S. 362.) Gehen wir

von einer Translationsfläche im Räume (j, ^, §) zu der entsprechenden

Fläche im Räume (x, y, z) über, so geht der Satz hervor:
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Satz 18: Enthält eine Fläche eine Schar von <x>^ Curven gleicher

Gattung, so enthält sie noch eine zweite Schar von oo^ Curven gleicher

Gattung.

Betrachten wir wieder eine Translationsfläche mit den beiden

Scharen congruenter und gleichgestellter Curven c und y. Eine Curve c,

etwa Cq, wird von den <x^ Curven y in Punkten
(\q, q^, q2 • • • ge-

schnitten, die einander entsprechende

Punkte auf den Curven y sind, so-

dass die Curven y in diesen Punkten

%T ^17 ^2 • parallele Tangenten

haben. Von diesen Tangenten wird

also ein Cylinder erzeugt, der die

Fläche längs c^ berührt. Hieraus

folgt, dass die Curven c und y ein

conjugiertes System bestimmen.

Nehmen wir an, dass die Curven

Cq und yQ so beschaffen seien, dass

zu jeder Tangente der einen eine

parallele Tangente der andern vorhanden ist. Die Tangenten der

Curven y sind, wie gesagt, in den Punkten, in denen sie eine Curve c

treffen, alle einander parallel. Nach der gemachten Voraussetzung

giebt es daher auf jeder Curve c einen Punkt p, in dem die Curve

von der hindurchgehenden Curve y berührt wird. Der Ort dieser Punkte

p ist eine Curve C, die sowohl Umhüllende aller Curven c als auch

aller Curven y ist. Denn wenn die Curve c in die benachbarte Curve

durch Translation übergeht, so bewegt sich der mit ihr fest verbunden

gedachte Punkt p längs der hindurchgehenden Curve y, d. h. längs c

selbst. Die Curve C wird also in jedem Punkt p von den hindurch-

gehenden Curven c und y berührt.

Umgekehrt sieht man auch leicht ein, dass die Curven c dann und

nur dann eine Umhüllende haben, wenn die Curven Cq und y^ paarweis

parallele Tangenten haben.

Da die Curven c und y ein conjugiertes System bilden, so ist die

Tangentenrichtung auf der Curve G zu sich selbst conjugiert. Die

Umhüllende C ist somit eine Hawpttangentencmrve der Fläche.

Fig. 71.

Trans- Wir woUeu ictzt eine Translationsfläche betrachten, die oo* con-
lationB- "1

'

_ _

fläche gruente und gleichgestellte Curven Cq, c^ . . . enthält, die sämtlich

durch einen gemeinsamen Punkt ^ gehen. Es ist dieser Fall eine

Ausartung des soeben betrachteten, indem sich die Umhüllende C der
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Curven c auf einen Punkt ^ reduciert. In der That ist auch leicht zu

erkennen, dass alle congruenten und gleichgestellten Curven y^, 7i • • •

der zweiten Schar ebenfalls durch ^ gehen. Denn ein mit c^ fest

verbundener Punkt ^^ beschreibt eine Curve /„, sobald c^ nach ein-

ander die Lagen c^, q . . . einnimmt, vyobei po einmal gerade mit ^
zusammenfällt.

Bei der Translationsbewegung von c^ wird also nach und nach jeder

Punkt p von c^ einmal mit ^ zusammenfallen. Wird nun mit c^ ein

Punkt Po fest verbunden, der zunächst mit

^ zusammenliegt (Fig. 72), so wird dieser

Punkt während der Bewegung eine Curve

y^ beschreiben. Ist die Bewegung soweit

vorgegangen, dass der Punkt p von Cq

nach ^ gerückt ist, so wird p^ in eine

Lage % gelangt sein, sodass p^ gleich und

parallel '^n ist, also ^ die Mitte der

Strecke pjr ist. Die Curven Cr, und r«.... .
l'ig- '?2.

haben mithin die Eigenschaft, dass jede

durch ^ gehende Gerade, welche die eine, etwa in p, schneidet, auch

die andere in einem Punkte % schneidet, sodass p;t durch ^ halbiert

wird. Daher lässt sich die Curve y^ durch Spiegelung der Curve Cq an

dem Punkte ^ herstellen.

Wir kommen hierauf nachher wieder zurück und wollen vorläufig

nur einen Satz formulieren, der sich durch Zurückgehen auf den Raum

{x, y, b) ergiebt:

Satz 19: Enthält eine Fläche oc^ Curven gleicher Gattung durch

einen gemeinsamen Punkt, so enthält sie noch eine zweite Schar von oo^

Curven gleicher Gattung durch denselben Punkt.

Im Räume (r, ö, ^) ist iede Ebene eine Translationsfläche von Trans-
\t) J7 Oy J

^ _
lationsfln.

ganz besonderer Art: Man kann in ihr zwei ganz beliehige Curven als mit imendi.

die Curven Cq und y^ wählen und die Ebene durch Translationsbewegung Erzeuggu.

der einen Curve längs der andern erzeugen. Die oben betrachtete Ebene

(54) geht nun durch logarithmische Abbildung aus der Fläche

(55) X" yßzy = Q

hervor. Mithin hat diese Fläche die Eigenschaft, dass zu jeder auf

ihr gezogenen Curve oo^ Curven gleicher Gattung auf der Fläche vor-

handen sind.

Im Räume (x, y, z) kennen wir noch einige Flächen, die unendlich

viele Scharen von Curven gleicher Gattung enthalten, allerdings nicht

so viele, wie die soeben besprochene Flächenart. Eine Ebene



364 Kap. 8. Zur Transformationstheorie der tetraedi'alen Complexe.

(56) Äx-\-Btj-\- C0-{- I) =
nämlich enthält oo^ Geraden eines jeden einzelnen der oo^ tetraedralen

Complexe. Diese Geraden umhüllen einen der oo^ Kegelschnitte h,

deren gemeinsame Tangenten die Schnittlinien der Ebene mit den

Tetraederebenen sind. (Vgl. Fig. 66, S. 319.) Die Ebene wird längs

des Kegelschnittes von den Elementarkegeln der zugehörigen Monge-

schen Gleichung (49) berührt. Daraus folgt im Räume (j, t), 5) mit

Rücksicht auf Satz 21, § 5 des 7. Kap., S. 303, dass jede Fläche

(57) Äe'^ + JBe^ + Ce^ + Z) =
oü^ Scharen von je oo^ congruenten und gleichgestellten Curven ent-

hält, also in oo^ Weisen eine Translaüonsfläclie ist, wobei die je 00^

congruenten und gleichgestellten Curven je eine Umhüllende haben,

die eine Haupttangentencurve der Fläche ist. Es sind dies alle Haupt-

tangentencurven der Fläche, weil die Kegelschnitte Ti im Räume {x, y, i)

die Ebene (56) ebenfalls doppelt überdecken. Man sieht, dass die

Haupttangentencurven der Fläche (57) eine irreducibele Schar bilden.

Wir haben ferner im vorigen Paragraphen gesehen, dass jede

Fläche zweiten Grades im Räume (rr, y, i), die durch die Ecken des

Tetraeders geht, also eine Gleichung von der Form

(58) Ayz + Bzx -\- Cxy ^ Lx -{- My -^ li^z = ^

hat, viei- Scharen von je 00^ Curven gleicher Gattung enthält, nämlich

die beiden Scharen der Erzeugenden sowie zwei Scharen von Curven

dritten Grades. (Siehe Theorem 10, S. 351.) Hieraus folgt, dass ^ede

Fläche

(59) ^e^+ä + 5eä+s + 06«+'' + Le^ + Jfe" + iVe« =
vier Scharen von je 00^ congruenten und gleichgestellten Curven enthält.

Durch unsere logarithmische Abbildung ist ein Entsprechen zwischen

zwei Räumen (x, y, z) und (j, t), 5) vermittelt. Diese gegenseitige Be-

ziehung haben wir schon in Bezug auf die Begriffe: Punkt, Curve,

Linienelement, Flächenelement und Fläche betrachtet. Aber wir können

die Beziehung auch auf die Transformationen in den Räumen aus-

der proj.
' dehnen. In der That: Wir wissen, dass die c3ü^ projectiven Trans-

Trfn. f. ,.

lormationen

(60) x^ = Xx,
2/i
= l^y, ^1 = vz

jede Curve des Raumes (x, y, z) im allgemeinen in 00^ Curven gleicher

Gattung überführt und dass diesen Curven im Räume (5, t), g) cc-'' con-

gruente und gleichgestellte Curven entsprechen. Diese letzteren gehen

aber aus einer derselben durch Translation hervor. Jenen 00^ projectiven
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Transformationen (60) im Räume (x, y, z) entsprechen gerade die oo^

Translationen im Räume (j, ^, l).
Um dies analytisch darzustellen,

beachten wir, dass den Punkten {x, y, z) und (x^, y^, z^ des ursprüng-

lichen Raumes vermöge der logarithmischen Abbildung (50) die Punkte

mit den Coordinaten

(61)

j = log a;
, ^ = log 2/ , § = log ^

bez.

?i= log x^, t)i = log y^, äi
= log z^

im neuen Räume entsprechen. Wenn nun die Punkte {pß^, i/^, z^ ver-

möge der projectiven Transformation (60) aus den Pvmkten (x, y, z)

hervorgehen, so ist nach (60) und (61):

(62) £i=? + log/l, t)i = 9 4- log u, 5,
=

5 + logv.

Diese Gleichungen stellen bei beliebigen Werten der Constanten X, ^, v

alle oo^ Translationen des Raumes (j, ^, j) dar.

Wenn man also im Räume (x, y, z) eine project" '<i Transformation

(60) vornimmt, und wenn man sowohl die ursprünglichen als auch die

transformierten Punkte logarithmisch in den Raum (je, t), §) abbildet,

so sind hier die Bilder der transformierten Punkte durch die Trans-

lation (62) aus den Bildern der ursprünglichen Punkte abzuleiten.

Im neuen Räume (j, t), §) gestattet eine Curve nur dann eine infini-

tesimale und infolgedessen oo^ endliche Translationen in sich, wenn sie

eine Gerade ist. Hiermit steht völlig im Einklang, dass die Geraden

des Raumes (j, ^, §) die Bilder der oo* Curven des Raumes {x, y, z)

sind, deren jede aus Linienelementen gleicher Gattung besteht (vgl.

S. 358), d. h. deren jede eine infinitesimale projective Transformation

der Gruppe (60) gestattet. (Vgl. auch S. 334.)

Eine Ebene (54) im Räume (j, t), §) gestattet zwei von einander

unabhängige infinitesimale Translationen. In der That entspricht ihr

im Räume (ic, y, z) eine Fläche (55), die, wie wir früher sahen (in

§ 3, S. 335), zwei von einander unabhängige infinitesimale Transfor-

mationen der Gruppe (60) gestattet.

Wir haben gesehen, dass sich die projectiven Transformationen Logar. Abb.

(60) des Raumes {x, y, z) als die Translationen des Raumes (j, l), 5) xrfn.

abbilden. Wir können uns nun auch fragen, wie sich die involutorischen

Transformationen

(63) ^1 = ^' ^1^7' ^^^
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die wir im vorigen Paragraphen benutzten, im Räume (j, t), 5) ab-

bilden. Vermöge der Gleichungen (61) erhalten wir aus (63) sofort:

(64) j, = log A — £, t)i = log ^ — t), äi
= log V — 5.

Diese Gleichungen bedeuten eine geometrisch leicht herzustellende

Transformation im Räume (je, t), g): Ist nämlich ^ der Punkt dieses

Raumes, der die constanten Coordinaten log A, log fi, log v hat, so

wird die Verbindende der Punkte (j, 9, 5) und (i^, t)^, g^) in ^ halbiert.

Wir haben es also hier mit der Spiegelung aller Punkte des Raumes

(?; ^; ä) ^^ einem festen Punkte ^ zu thun.

Wenn wir nun eine Curve e im Räume (j, ^, §) an einem Punkte ^
spiegeln, also die Verbindenden der Punkte c mit ^ über ^ hinaus

um sich selbst verlängern, so erhalten wir eine neue Curve y. Beide

Curven sind durch logarithmische Abbildung aus Curven des Raumes

(x, y, z) hervorgegangen, und in diesem Räume lässt sich die eine

Curve aus der anderen durch die involutorische Transformation (63)

ableiten. Erinnern wir uns daran, dass nach Satz 5, § 4, S. 343, die

Gattung F(t) einer Complexcurve vermöge der Transformation (63) in

die Gattung — -^(0 übergeht, so führt uns eine oben über Translations-

flächen angestellte Betrachtung (S. 363) zu dem

Satz 20: Enthält eine Fläche 00^ Curven, die einem tetraedralen

Complex angehören, ferner gemeinsame Gattung F(t) haben und durch einen

.
gemeinsamen Funkt gehen, so enthält sie auch 00^ Curven desselben Com-

plexes, die ebenfalls durch diesen Punkt gehen, aber die gemeinsame

Gattung — F(t) haben.

Einige unter den Ergebnissen, die wir in diesem Paragraphen in

knapper Form abgeleitet haben, wollen wir in folgendem Theorem

zusammenstellen

:

Zusammen- Theoreiü 11: Die Gleichungen
lassuTig. ^

j = log a;, t) = log y, § = log ^

stellen eine Beziehung zwischen zwei Räumen (x, y, z) und

(Sj ^j S) /"ßs^, bei der die Linienelemente jeder einzelnen der

oo^ Monge^schen Gleichungen

(b — c) xdy dz -\- (c — a) ydz dx -\- {a — b) zdx dy =
in die Linienelemente der entsprechenden Monge'schen Glei-

chung
(b — c) dt) d^-^ (c — a) d^ <?j -{- (a — b) d^cdt) =

übergehen. Die ersteren oo^ Monge'schen Gleichungen bestimmen
<x>^ tetraedrale Complexe, die letzteren ebenfalls oo^ Linien-
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complexe zweiten Grades, nämlich solche, deren jeder aus allen

Treffgeraden eines Kegelschnittes besteht, der einem Büschel

von Kegelschnitten angehört. Die obigen Gleichungen stellen

ferner Beziehungen fest zwischen Curven, Flächen und Trans-

formationen in beiden Bäumen. Im Folgenden sind einige

derselben durch Gegenüberstellung angegeben, wobei sich die

linlce Seite auf den Baum (x, y, z), die rechte auf den Baum
(5, t), ä) bezieht:

1) 00^ vertauschbare projective
Transformationen:

^1
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Kapitel 9.

Über einige in der Liniengeometrie auftretende partielle Diiferential-

gleichungen zweiter Ordnung.

Die geometrischen Probleme, die in diesem Kapitel erledigt

werden sollen, finden ihren analytischen Ausdruck in partiellen Diffe-

rentialgleichungen zweiter Ordnung. Wir lösen die Probleme hier

durch specielle Methoden, sodass wir die allgemeine Theorie der par-

tiellen Differentialgleichungen ztveiter Ordnung nicht vorauszusetzen

brauchen und aus der Theorie der partiellen Differentialgleichungen

erster Ordnung nur das benutzen, was wir schon bisher abgeleitet

haben. Besonders beachtenswert ist, dass wir nicht einmal die Existenz

von Lösungen der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung

vorauszusetzen brauchen, da unsere Betrachtungen selbst die Existenz

von Lösungen für die hier zu behandelnden besonderen Differential-

gleichungen nachweisen werden.

Die in diesem Kapitel anzuwendende Methode beruht auf den in

diesem Abschnitt eingeführten Begriffen, und der Zweck des Kapitels

ist der, durch Anwendung dieser Begriffe dem Leser eine Vorstellung

von ihrer Wichtigkeit zu geben. Später werden wir Gelegenheit haben,

in viel ausgedehnterem Masse die Tragweite unserer Begriffe und

Methoden klar zu stellen.

Die ersten Untersuchungen über partielle Differentialgleichungen

zweiter Ordnung rühren von d'Alembert, Euler, Lagrange und La-

place her, die sich aber nur auf Grleichungen beziehen, die in der ab-

hängigen Veränderlichen und ihren Differentialquotienten linear sind.

Monge war wohl der erste, der auch nicht -lineare partielle Differential-

gleichungen zweiter Ordnung genauer betrachtete. Man hat mit

Grund bemerkt, dass die theoretische Grundlage der Untersuchungen

von Monge unvollkommen war. In der Gegenwart aber ist es viel-

leicht wichtiger zu betonen, dass Monge durch Verwendung geo-

metrischer Anschauungen für die Theorie der partiellen Differential-

gleichungen zweiter Ordnung mächtige Hülfsmittel geschaffen hat, deren

Tragweite von seinen Nachfolgern nicht hinreichend gewürdigt wurde,

wenn sie auch Monge die grösste Bewunderung zollen. Man ist jeden-

falls nach Monge in der Folgezeit zunächst nicht auf der von ihm

gebrochenen Bahn weitergegangen.

Nachdem besonders durch Poncelet und Plücker eine Reihe

neuer wichtiger Begriffe in die Geometrie eingeführt worden waren,

lag es nahe, diese Fortschritte auch für die Theorie der pai-tiellen
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Differentialgleichungen zu verwerten, was aber erst in den letzten Jahr-

zehnten geschehen ist.

Hiermit glauben wir die Gesichtspunkte charakterisiert zu haben,

von denen aus die Untersuchungen dieses Kapitels, die, wie gesagt,

nur specieller Natur sind und später in der angegebenen Richtung

wesentlich zu erweitem sind, angesehen werden sollen.

Noch bemerken wir, dass wir Grewicht darauf legen, dass der

Leser durch dieses Kapitel mit einigen unter den Vorkommnissen ver-

traut wird, die in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen

zweiter Ordnung in grosser Mannigfaltigkeit auftreten*).

§ 1. Die Flächen, deren Haupttangenten der einen Schar einem

gegebenen Linienconiplex angehören.

Jede Monge'sche Gleichung Probleme iu
'-> c Zusammen-

il{x, y, z; dx, dy, dz) = cÄ^l
giebt zu einer Reihe von Integrationsproblemen Veranlassung, von denen

wir einige schon früher besprachen. Vgl. § 1 des 7. Kap., S. 256.

Insbesondere gilt dies von den Monge'schen Gleichungen, die nach

Satz 1 des § 1, 7. Kap., S. 254, Liniencomplexe definieren, d. h. die

von der Form sind:

(1) 0(yd0 — zdy, zdx — xdz, xdy — ydx, dx, dy, dz) = 0.

Dabei wollen wir annehmen, dass der Liniencomplex nicht linear sei.

Die schon früher besprochenen Integrationsprobleme sind hier die

beiden Probleme:

Problem I: Bestimmung der Curven, die dem Complex angehören, -ptohiemi.

d. h. der Integralcurven der Monge'schen Gleichung (1).

Problem II: Bestimmung der Flächen, die in jedem ihrer Punkte vrohum ii.

den zugehörigen Complexhegel herühren.

Dies zweite Problem findet nach Satz 3, § 1 des 7. Kap., S. 260,

seinen analytischen Ausdruck in einer partiellen Differentialgleichung

erster Ordnung

(2) F{.,y,.,ll,ll) = 0,

dje bei der gemachten Annahme nicht linear ist. (Vgl. S. 267.) Jede

Fläche von der gesuchten Art wird nach S. 260 von oo^ Complex-

curven überdeckt und nach Satz 26, § 5 des 7. Kap., S. 308, sind diese

Curven Haupttangentencurven der Fläche.

*) Die Theorien dieses Kapitels hat Lie entwickelt und zwar fast sämtlich
in den Jahren 1869 bis 72.

Lie, Geometrie der Eerühruugatrausformationen I. 24 [28. XI. 1895.]
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Eine Fläche von der gesuchten Art wird also von den Tangenten dieser

oo^ Curven osculiert. Es ist denkbar, dass diese Curven selbst Geraden des

Complexes, also die Integralflächen Regelflächen sind. Sehen wir hiervon ab, so

werden die erwähntet Tangenten eine Schar von oo^ die Fläche osculierenden

Geraden bilden. Ihre Gesamtheit ist ein im Complex enthaltenes Strahlensystem.

Die beiden Mäntel der Brennfläche des Strahlensystems (vgl. § 2 des 7. Kap.,

S. 270, 271) fallen hier in die betrachtete Fläche zusammen. Da in einem Strahlen-

system jeder Strahl nur je zwei benachbarte schneidet (vgl. S. 270 sowie Satz 11,

§ 4 des 7. Kap., S. 294), so folgt, dass er die Brennfläche nur dann osculieren

kann, wenn die beiden Mäntel der Brennfläche zusammenfallen, sodass auch die

beiden Punkte, in denen der Strahl die Mäntel berührt, zusammenrücken. Unser

Problem II ist also, abgesehen von dem angegebenen Ausnahmefall, identisch mit

dem Problem, alle im vorgelegten Liniencomplex enthaltenen Strahlensysteme zu be-

stimmen, deren Geraden die Brennfläche osculieren.

An unsere beiden Probleme I und II reihen wir hier noeb zwei

andere an, zunächst das folgende:

Problem III. Problem III: Bestimmung der Flächen, deren Haupttangenten der

einen Schar dem vorgelegten Liniencomplex angehören.

Dies Problem steht mit dem Problem II in genauestem Zusammen-

hang und lässt sich sogar, wie wir sehen werden, darauf zurückführen.

Zunächst aber ist es durchaus von ihm verschieden, da es auf die

Integration einer partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung zurück-

kommt.

In der That, die Haupttangentencurven der Fläche:

bestimmen sich, wie man weiss, durch die Differentialgleichung zwischen

X und y.

(3) rdx^ + 2sdxdy-\-tdy^ = 0,

wenn

dx^ ' dxdy ' dy^
'

gesetzt wird. Nun aber soll die Richtung (dx : dy : dz) einer der

beiden Haupttangentencurven, die durch den Punkt {x,y, z) der Fläche

gehen, der Monge'schen Gleichung (1) genügen. Da auf der Fläche

dz = pdx -\- qdy
ist, wenn

dz dz

dx -^^ dy ^

gesetzt wird, so lautet diese Bedingung so:

^{ypdx-\-{yq— z)dy, {z— xp)dx— xqdy, xdy—ydx, dx, dy, pdx-\-qdy)==0.
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Wenn wir ~ mit y bezeichnen, so fordern wir also, dass y eine

gemeinsame Wurzel der beiden Gleichungen:

(3') r + 2s^' + ^2/" =
und

^ (2/i? + (2/9' — z) y\ (^— ^p) — ^Q.y', ^y' — y, i; y', p-\- Q.y') = ^

sei. Aus der letzten Gleichung wird sich y' als Function von x, y, 0,

P) ü ergeben:
y' = N{x, y, z, p, q),

sodass das Einsetzen dieses Wertes in (3') giebt:

(4) r + 2N(x, y, z,p,q)-s-\- N{x, y, z, p, qf t = 0.

Die Functionen z = (o(x,y), die dieser partiellen Differentialgleichung '^^'^^^^^«^

zweiter Ordnung für z genügen, geben die Flächen, deren Haupt-

tangenten der einen Schar dem vorgelegten Liniencomplex angehören.

Das Problem III findet hiernach seinen Ausdruck in einer par- integrai-

1 • 1 flächen.

tiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung, von vornherein kennen

wir nun zweierlei Integralflächen dieser Differentialgleichung.

Erstens nämlich ist jede Segelfläche, deren Geraden dem Complex

angehören, eine Integralfläche, denn die Geraden der Regelfläche sind

ja Haupttangentencurven.

Zweitens ist jede Fläche, die in jedem ihrer Punkte von dem zu-

geordneten Complexkegel berührt wird, eine Integralfläche, denn wie wir

oben ausführten, enthält jede solche Fläche oo^ Curven, die zugleich

dem Complex angehören und Haupttangentencurven sind. Die soeben

besprochenen Flächen sind die Integralflächen der partiellen Differential-

gleichung erster Ordnung (2).

Nun aber behaupten wir, dass es ausser diesen beiden Kategorien

von Integralflächen Tceine weiteren Integralflächen der partiellen Diffe-

rentialgleichung zweiter Ordnung (4) giebt. In der That, soll zunächst

die Fläche cx)^ geradlinige Haupttangentencurven enthalten, die zugleich

dem Complex angehören, so muss sie notwendig eine jener Regel-

flächen sein. Enthält sie dagegen oo^ krumme Haupttangentencurven,

die zugleich Complexcurven sind, so ist längs jeder solchen Curve die

Tangentenebene der Fläche mit der Schmiegungsebene der Curve

identisch. Nach Satz 21 des § 5, 7. Kap., S. 303, ist fernerhin die

Schmiegungsebene der Complexcurve eine Tangentialebene des dem
betreffenden Punkte zugeordneten Complexkegels. Die Fläche muss

also in allen ihren Punkten von den zugehörigen Complexkegeln be-

24*
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rührt werden und ist demnach eine der in Problem II betrachteten

Integralflächen der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung (2).

Bas Problem III ist folglich zurückgeführt auf das Problem II.

Zur Erleichterung der Redeweise sagen wir in der Folge, dass

eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung für z:

(2) F(x,y,z,p,q) =
mediäre GiRe intermediäre Integralgleichung einer partiellen Differentialgleichung

^ ^^^^ ^
' zweiter Ordnung für z:

(5) W{x, y, z, p, q, r, s,t) =
ist, sobald ihre Integralflächen (abgesehen von gewissen singulären)

auch diese Differentialgleichung zweiter Ordnung erfüllen.

Hiernach ist die partielle Differentialgleichung (2), auf die das

Problem II zurückkam, eine intermediäre Integralgleichung der par-

tiellen Differentialgleichung (4) des Problems III.

Es ist leicht zu erkennen, dass die partielle Differentialgleichung

zweiter Ordnung (4) unendlich viele intermediäre Integralgleichungen

hat. Greifen wir nämlich aus den oo^ Geraden des Complexes deren

cx)^ heraus, also ein Strahlensystem, so sind alle Regelflächen dieses

Strahlensystems Integralflächen der partiellen Differentialgleichung (4).

Ferner ordnet das Strahlensystem jedem Punkte p eine Gerade g
(allgemeiner: einige Geraden) zu und zwar so, dass allen Punkten p
von g dieselbe Gerade g zugeordnet ist. Soll eine Fläche in jedem

ihrer Punkte p die zugeordnete Gerade g berühren, so wird sie daher

die Gerade enthalten. Die Flächen also, die in allen ihren Punkten

Geraden des Strahlensystems berühren, sind identisch mit den Regel-

flächen, deren Geraden dem Strahlensystem angehören. Hierbei sehen

wir von den Brennflächen der Strahlensysteme ab, die zwar singulare

Lösungen von (2) sind, aber (5) nicht erfüllen.

Weiterhin wird nun die Forderung, dass die Fläche z = f{x, y)

in jedem ihrer Punkte die hindurchgehende gegebene Gerade des

Strahlensystems berühre, durch eine partielle Differentialgleichung

erster Ordnung ausgedrückt. Denn wenn a, ß, y die als Functionen

von X, y, z bekannten Richtungscosinus der durch den Punkt (x, y, z)

gehenden Geraden des Strahlensystems sind, so findet die Forderung

ihren Ausdruck in der Gleichung:

(6) (^''P
-\- ßO. — y = 0.

Dies ist die partielle Differentialgleichung des Problems.

Es giebt also unendlich viele solche lineare partielle Differential-

gleichungen erster Ordnung (6), deren Integralflächen sämtlich Regel-
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flächen sind, die dem Complex angehören, sodass also diese Integral-

flächen zugleich Integralflächen der partiellen Differentialgleichung

zweiter Ordnung (4) sind. Wir kennen folglich unendlich viele inter-

mediäre Integralgleichungen der partiellen Differentialgleichung (4).

Die intermediäre Integralgleichung F= ist im Gegensatz zu diesen

unendlich vielen nicJit linear.

Beiläufig wollen wir noch den Begriff: allgemeine Lösung einer Lösung

partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung einführen. Wir ver-

stehen darunter eine Schar von Integralflächen, die so viele Flächen

umfasst, dass es unter diesen Flächen stets eine giebt, die eine all-

gemein gewählte Curve enthält sowie längs dieser Curve nach einem

allgemein gewählten Gesetze gegebene Tangentenebenen hat.

Mit Benutzung dieser Bezeichnungsweise können wir erkennen,

dass die Regelflächen, deren Geraden dem vorgelegten Complex an-

gehören, eine allgemeine Lösung der partiellen Differentialgleichung

zweiter Ordnung (4) darstellen. Um dies zu beweisen, müssen wir

zeigen, dass es stets eine solche Regelfläche von Complexgeraden giebt,

die eine beliebig gegebene Curve enthält und längs dieser Curve be-

liebig gewählte Tangentenebenen hat.

Es sei c die gewählte Curve (siehe Fig. 73). In jedem Punkte p
der Curve sei femer eine Ebene e gegeben, die

daselbst die Curve berührt. Der Complexkegel _^ ^
des Punktes p hat mit der Ebene e mindestens

eine Complexgerade g gemein. Wir können so

cx)^ Complexgeraden längs c construieren, die

eine Regelfläche bilden. In jedem Punkte p
von c kennen wir dann zwei Tangenten der ^ ^

Regelfläche, nämlich die Tangente an c und die

Gerade g. Die Tangentenebene der Regelfläche im Punkte p ist also

in der That die vorgeschriebene Ebene e.

Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen in dem

Theorem 12: Alle Flächen, deren Haupttangentencurv en der Ergebi

einen Schar einem gegebenen nicht linearen Liniencomplexe

0(ydz — ^dy, zdx — xdz, xdy — ydx, dx, dy, dz) =
angehören, lassen sich definieren als die Integralflächen einer

partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung von der Form:

r + 2Ns-\-NH = 0.
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Hierin ist N eine Function von x, y, z, p, q, die sich aus den

Gleichungen

= 0, dz — pdx — qdy = 0, dy — Ndx =
durch Elimination von dx, dy, dz ergieht Die Integralflächen

sind entweder Regelflächen und zwar heliehige Regelflächen

des Liniencomplexes, oder aber sie sind heliehige Integral-

flächen derjenigen partiellen Differentialgleichung erster

Ordnung
F{x, y, z, p, q) = 0,

deren Elementaricegel die Kegel des vorgelegten Complexes

sind. Es ist also F = eine nicht lineare intermediäre

Integralgleichung erster Ordnung von der vorliegenden par-

tiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung. Letztere be-

sitzt unendlich viele lineare intermediäre Integralgleichungen

erster Ordnung; nämlich die Regelflächen der Geraden irgend

eines im Complexe enthaltenen Strahlensystems sind stets die

Integralflächen einer derartigen Gleichung.

Schliesslich wollen wir unsere Theorie durch mehrere Beispiele

erläutern.

Beispiele 1. Beispiel*. Wir setzten bisher voraus, der vorgelegte Complex

sei nicht linear. Nehmen wir nun einmal an, es sei ein linearer, aber

nicht specieller, sodass wir als seine Monge'sche Gleichung nach Satz 18,

§ 3 des 6. Kap., S. 223, diese wählen können:

xdy — ydx -\- dz = 0.

Hier lautet die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung des

Problems III, wie man sofort ausrechnen kann, so:

{x + g)V + ^{x + q)(y—p)s-\-{y — pf t = 0.

Ihre Integralflächen sind nur die Regelflächen, deren Greraden dem

Complex angehören. Es giebt nämlich keine Fläche, die in jedem

ihrer Punkte die Ebene berührt, die dem Punkte durch den linearen

Complex zugeordnet wird. Die partielle Differentialgleichung erster

Ordnung (2) ist hier eben gar nicht vorhanden. (Vgl. § 1 des 7. Kap.)

Ist der Complex ein specieller linearer, besteht er also aus allen

Treffgeraden einer gewissen Greraden, so verlegen wir letztere in die un-

endlich ferne Gerade der (a?^) -Ebene, sodass die zugehörige Monge'sche

Gleichung lautet:

dy = 0.

Als die Differentialgleichung (4) ergiebt sich hier einfach:

»• = 0.
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Ihre Integralfläclien lassen sich sofort durch Integration bestimmen

als die Regelflächen:

deren Geraden der (ic^)-Ebene parallel sind, also dem Compiex an-

gehören.

2. Beispiel: Der Compiex bestehe aus allen Tangenten einer ge-

gebenen nicht abwickelbaren Fläche Sl (vgl. § 1 des 7. Kap., S. 255).

In diesem Falle ist die partielle Differentialgleichung (2) sofort zu

integrieren. Da nämlich die Elementarkegel hier Tangentenkegel der

Fläche iß sind, so sind die Integralflächen die abwickelbaren Flächen,

die iß umhüUen, und zu ihnen tritt noch iß selbst. (Vgl. S. 266.)

Die allgemeine Integralfläche von (2) ist also eine Regelfläche, deren

Geraden dem Compiex angehören. Hier reduciert sich daher die Ge-

samtheit aller Integralflächen der partiellen Differentialgleichung zweiter

Ordnung (4) auf die aller Regelflächen, deren Erzeugende dem Compiex

angehören. Im vorliegenden Fall sind die Charakteristiken der Gleichung

(2) die Tangenten der Fläche iß,

3. Beispiel: Es liege der Compiex aller Geraden vor, die eine

feste unendlich ferne Curve c treffen. Hier sind die Integralflächen

der partiellen Differentialgleichung (2) einerseits die Ebenen, die c

berühren, andererseits alle Developpabeln, die c enthalten. (Vgl. § 1

des 7. Kap., S. 265.) Man sieht, dass sie auch in diesem Falle unter

den Regelflächen enthalten sind, deren Geraden dem Compiex angehören.

Die Charakteristiken der Gleichung (2) sind auch hier Geraden, nämlich

die Treffgeraden der Curve c.

4. Beispiel: Es liege ein tetraedraler Compiex vor, dessen Tetraeder

wir wie früher aus den drei Coordinatenebenen und aus der unendlich

fernen Ebene zusammensetzen. (Vgl. § 1 des 8. Kap.) In diesem Falle

sind die Integralflächen der Gleichung (2) dadurch leicht zu bestimmen,

dass man die logarithmische Abbildung vornimmt (vgl. § 5 des 8. Kap.,

S. 360). Dabei geht, wie wir schon sahen, die Monge'sche Glei-

chung des tetraedralen Complexes in eine Monge'sche Gleichung im

neuen Räume über, deren Elementarkegel bis ins Unendliche verlängert

sämtlich einen festen Kegelschnitt K treffen, womit wir zum vorigen

Fall zurückkommen. Im ursprünglichen Räume sind also die Integral-

flächen von (2) Flächen, deren Charakteristiken Complexcurven mit

je oo^ Linienelementen gleicher Gattung sind. Da diese Curven Jcrumm

sind, so ergiebt sich hier, dass die partielle Differentialgleichung (4)

nicht nur solche Integralflächen hat, deren Haupttangentencurven der

einen Schar gerade sind. Im gegenwärtigen Beispiel umfasst daher

die auf S. 373 erwähnte allgemeine Lösung, nämlich die Schar
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der Regelfläclieii, deren Geraden dem tetraedralen Complex angehören,

nicht alle Integralflächen der Differentialgleichung (4),

Die vorgeführten Beispiele legen die Frage nahe, unter welchen

Bedingungen die Integralflächen der partiellen Differentialgleichung

zweiter Ordnung (4) sämtlich Regelflächen des Complexes sind, d. h.

unter welchen Bedingungen die Integralflächen der partiellen Differential-

gleichung erster Ordnung (2) sämtlich Regelflächen des Complexes

sind. Wir behalten uns vor, hierauf bei anderer Gelegenheit zurück-

zukommen; wir werden sehen, dass diese Frage identisch ist mit der

Frage, wann die Charakteristiken der partiellen Differentialgleichung

(2) Geraden sind.

§ 2. Eine Classe von partiellen Differentialgleichungen zweiter

Ordnung, deren Integralfläclien Translationsflächen sind*).

Im ersten Paragraphen haben wir drei Integrationsprobleme be

sprochen, die mit den Monge'schen Gleichungen gegebener Linien-

complexe verknüpft sind. Ein viertes Problem ist das folgende:

Problem IV. ProbleiQ IV: Gegeben ist ein nicht linearer Liniencomplex. Gesucht

werden die Flächen, die zwei conjugierte Scharen von Curven des

Complexes enthalten.

Derartige Flächen wollen wir als conjugiert m dem gegebenen

Liniencomplex bezeichnen. Mit Benutzung dieser Redeweise können

wir das Problem dann so aussprechen: Wir suchen alle m einem

gegebenen Liniencomplex conjugierten Flächen.

Gegenwärtig werden wir dies Problem nur für den speciellen Fall

erledigen, dass der Complex aus allen Treffgeraden einer ebenen Curve

besteht; im nächsten Paragraphen erledigen wir das Problem alsdann

noch für den Fall eines tetraedralen Complexes. Von besonderem

Interesse ist der Fall, dass der Complex aus allen Treffgeraden des

Kugelkreises, d. h. aus allen Minimalgeraden, besteht. In diesem Fall

haben die gesuchten Flächen die Eigenschaft, dass die auf ihnen ver-

laufenden Minimalcurven zwei conjugierte Scharen sind, sodass die

Haupttangentencurven der Flächen ein Orthogonalsystem bilden, also

die Flächen allgemeine Minimalflächen sind. Indem wir das oben

formulierte Problem überhaupt für den Fall des Complexes aller Treff-

geraden einer ebenen Curve lösen, bestimmen wir folglich insbesondere

auch alle Minimalflächen im Räume. —

*) Einigermassen ausführlich ßtellte Lie diese Theorien zum ersten Male
im Archiv for Math, og Naturv., Christiania, 2. Bd. (1877) dar.
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Fig. 74.

Um unser Problem anzugreifen, wollen wir uns also eine ebene

Icrumme Curve K geben und den Complex aller Treffgeraden von K
betrachten. Da das Conjugiertsein eine projective Eigenschaft ist,

so leuchtet ein, dass wir ohne Beein-

trächtigung der Allgemeinheit die Curve

K als Curve in der unendlich fernen

Ebene auffassen dürfen. Ist nun eine

Fläche zu dem vorgelegten Liniencom-

plex conjugiert, so wird die Tangenten-

ebene eines Punktes p der Fläche die

unendlich ferne Curve K in mehreren

Punkten treffen (Fig. 74). Darunter

müssen zwei Punkte P^ , Pg so enthalten

sein, dass die Richtungen von p nach P^ und nach Pg im Flächen-

punkte p zu einander conjugiert sind. Es ist nützlich, die Curve K
zunächst als zerfallend in zwei Curven K^ und K2 aufzufassen, so-

dass P^ auf K^ und P^ auf K^ liegt. Ob dann diese beiden Curven

Zweige derselben analytischen Curve sind oder nicht, kommt im

Folgenden zunächst nicht in Betracht.

Eine Richtung im Räume (x, y, z) wird bestimmt durch die Ver-

hältnisse der Incremente dx^ dy, dz, welche die Coordinaten x, y, ^;d. Problems.

eines Punktes beim Fortschreiten nach dieser Richtung erfahren. Da

alle einander parallelen Geraden die unendlich ferne Ebene in dem-

selben Punkte treffen, so können wir dx, dy, dz als homogene Punkt-

coordinaten in der unendlich fernen Ebene auffassen (vgl. § 1 des

7. Kap., S. 255). Die Curven K^ und K.^ können also analytisch durch

zwei Gleichungen von der Form

Analyt.
Form

(7)
dy.

dz\-<p^^-^> t-^.(t) = o

gegeben werden oder auch so:

(7')
. ^1 - 9^1 (^1) = 0, ri,- 9^2(y = 0.

Hier bedeuten dann 1^, iq^ nicht-homogene Punktcoordinaten der Curve

K^ und I27 % nicht-homogene Punktcoordinaten der Curve K^.

Wenn nun die beiden Richtungen, die vom Flächenpunkte j) oder

{x, y, z) in der Tangentenebene nach P^ und Pg gehen, bestimmt sind

durch die Verhältnisse dx-^ : dy^ : dz^ bez. dx^ : dy^ : dz^, so sind diese

Richtungen, wie bekannt, nur dann zu einander conjugiert, wenn

dx^ dx^ ' r -{- (dx^ dy.^ + dx^ dy.^ • s r|- dy^ dy^ - 1 =
ist, sobald auf der Fläche:
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ist. Die Forderung lautet daher, wenn mit dz^ dz^ dividiert wird:

(8) lila** + (ii% + ^2%) s + %%^= 0-

Da ferner {dx^ : dy^ : dz-^ und (dx^ : dy^ : dz^ Richtungen in der

Tangentenebene des Punktes (x, y, z) sein sollen, so muss ausserdem

sein:

dz^ — P dx^ — q dy^ = 0, dz^ — p dx^ — q dy^ = 0,

wenn jö^ö—
, q^':r^ ist, oder auch:

•^ ex' ^ oy '

(9) 1—^^11—^^1 = 0, 1 — 1>I2 — g% = 0.

Es bestehen somit zwischen ^i,!]^, ^27^2} Pf Ij *"; ^7 ^ ^^^ ^^^^ Gleichungen

(7'), (8) und (9). Aus ihnen lassen sich li, 'J?!, I2, % eliminieren. Denn

aus (7') und (9) folgen für i,^, ri^, i,^, r}^ gewisse Functionen von p
und q, die in (8) eingesetzt eine Gleichung ergeben von der Form:

(10) B(j>,q)r + 2S(p,q)s-j-T(p,q)t = 0.

Das Problem, alle Flächen zu finden, die hinsichtlich des Linien-

complexes aller Treffgeraden einer (unendlich fernen) ebenen Curve

conjugiert sind, findet mithin seinen analytischen Ausdruck in einer

Partielle partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung von der Form (10), die

frei von x, y, z ist. In ihr sind allerdings die Functionen R, 8, T
nicht ganz beliebige Functionen von p, q, obgleich sie von den will-

kürlich zu wählenden Functionen cp^ und q)^ abhängen. Es ist aber

für die Folge nicht nötig, die Formen von B, S, T genauer zu

kennen.

Beispiel. Beispiel: Sind die Curven K^ und K^ Geraden, etwa die unendlich

fernen Geraden der (^^) -Ebene und der (1/^) -Ebene, so lauten die

Gleichungen (7'):

^, = 0, |, = 0,

sodass sich als partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung einfach

s =
ergiebt. Die Integralflächen dieser Differentialgleichung sind die Flächen:

z = X(x) + Yiy).

Hierin sind X und Y beliebige Functionen von x bez. y allein. Jede

Integralfläche schneidet alle Ebenen parallel der (ic^) -Ebene in con-

gruenten und gleichgestellten Curven und ebenso alle Ebenen parallel

der (i/;2r)- Ebene. Sie ist also eine Translationsfläche von besonderer

Art (vgl. S. 361).
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Wir denken uns, es liege ein bestimmtes Curvenpaar K^ und K^

(oder eine einzige Curve jK") in der unendlicli fernen Ebene vermöge

der Gleicbungen (7') vor, und es sei (10) die zugehörige partielle

Differentialgleichung zweiter Ordnung unseres Problems. Jede Integral-

fläcbe enthält zwei conjugierte Scharen von Curven c^, c^, sodass die

Tangenten der Curven q sämtlich K^ und die Tangenten der Curven c^

sämtlich K^ treffen. Längs einer Curve c^ construieren wir die

Tangenten an die hindurchgehenden Curven q. Sie bilden nach einem

bekannten Satze der Flächentheorie eine Developpabele, und die Er-

zeugenden der Developpabeln treffen die unendlich ferne Curve K^.

Hierbei sind zwei Fälle denkbar, erstens der, dass die Developpabele

die Curve K^ völlig enthält, zweitens der, dass ihre Geraden nach

einem bestimmten Punkt von K^ gehen. Im ersteren Falle würde es

Developpabeln geben, die sämtlich K^ enthalten und die Integralfläche

berühren, und zwar berührten sie die Fläche nach oo^ verschiedenen

C«rven Cg . Sobald also die Integralfläche nicht selbst eine Developpabele

ist, deren Geraden K^ treffen, so folgt, dass in diesem Falle oo^ Deve-

loppabeln gleichzeitig der Curve K^ und der Integralfläche umschrieben

wären. Dies ist jedoch absurd. Mithin liegt der Fall vor, dass jede

der (x>^ Developpabeln aus oo^ Geraden nach einem gemeinsamen Punkt

auf K^ besteht und somit ein Cylinder ist.

Sobald also eine Integralfläche von (10) nicht selbst eine Deve-

loppabele ist, deren Geraden K^ und K^ treffen, so giebt es zwei

Scharen von oo^ Cylindem, welche die Fläche nach den conjugierten

Curven c^ bez. q berühren.

Die Coordinaten x, y, z der Punkte einer solchen Integralfläche

können als Functionen zweier Parameter aufgefasst werden; und wir

dürfen insbesondere 1^ und %^ als die Parameter wählen, denn zu jedem

Punkte jo der Fläche gehört ein bestimmter Punkt P^ der Curve K^

und ein bestimmter Punkt Pg der Curve K.^, und es sind andererseits

P^ und Pg durch 1^, %^ nach (7') bestimmt.

Die Curven c^ der Fläche sind nunmehr die Curven %^ = Const.,

da die Cylinder, die der Fläche längs der Curven c^ umschrieben sind,

je einen bestimmten Punkt P^ von K^ enthalten. Entsprechend giebt

Ig = Const. die Curven q. Nach (7') ergiebt sich also, dass auf der

Integralfläche x, y, z solche Functionen von Ij, Ig sind, dass

dx dy dz <,
/): \ i

dx dy dz <. (t\ \

dü''n,''n,~^'''^^^^^
oder auch:
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(11)

dx = Q^ li dl^ + p2 12 dli,

dz = Qi d^^ + ^2 d^2

ist. Hierin sind (>j, ^2 noch unbekannte Functionen von 1^, Ig- Stellen

wir die Integrabilitätsbedingungen für die vollständigen Differentiale

dx, dy, dz auf, so kommt:

5l >5f 62 g^^ 7

«'^a

^.(W8f = 9.(yif-

2^

Da die zweireihigen Determinanten der Matrix;

fei
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wenn für 1^ alle möglichen Constanten gesetzt werden. Mithin ent-

hält die Fläche zwei Scharen congruenter und gleichgestellter Curven xrans-

und ist demnach eine Translationsfläche (vgl. § 5 des 8. Kap., S. 361). mli^l.

Umgekehrt: Wählen wir im Räume zwei Curven c, und c, so, umkehrimg
. .

1 ^ 'd.Betrachtg.

dass ihre Tangenten sämtlich die Curve K^ bez. K^ treflFen, anders

ausgedi-ückt, wählen wir als Curve c^ bez. Cg die Rückkehrcui-ve einer

abwickelbaren Fläche, die K^ bez. K^ enthält, so bestimmen diese

beiden Curven zunächst offenbar eine Translationsfläche, die man erhält,

wenn man beide Curven c^, c^ als starr voraussetzt und alsdann die eine

so an der andern entlang bewegt, dass sie immer dieselbe Stellung-

bewährt. Die beiden Scharen congruenter und gleichgestellter Curven

auf der Fläche sind, wie wir wissen (vgl. S. 362), zu einander con-

jugiert. Da ferner jBT^ und K^ unendlich fern liegen, so enthalten die

Tangentenflächen dieser Curven sämtlich K^ bez. Jfg- Also ist die

Fläche eine Integralfläche unserer partiellen Differentialgleichung zweiter

Ordnung (10).

Die vorhergehende Überlegung vervollständigt dies Ergebnis, indem

sie zeigt, dass diese Construction alle Integralflächen der partiellen

Differentialgleichung (10) liefert. Allerdings schlössen wir oben den

Fall aus, dass die Integralfläche eine Developpabele ist, deren Geraden

Kj^ und K2 treffen. Dieser Fall kann, wenn von Cylindern abgesehen

wird, nur dann eintreten, wenn K^ und K^ eine irreducibele Curve K
bilden-, dann sind die Developpabeln, die jE" enthalten, sämtKch Integral-

flächen. Auf ihnen fallen die beiden conjugierten Curvenscharen in die

Schar der geradlinigen Erzeugenden zusammen. Nach den Ergebnissen

des ersten Paragraphen sind diese Developpabeln die Integralflächen

einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung, die daher eine

intermediäre Integralgleichung von (10) ist.

Die vorhin angegebene Construction der Translationsflächen kann
dazu dienen, die Integralflächen der partiellen Differentialgleichung ßestimmg.

zweiter Ordnung (10) ohne jede Integration zu bestimmen. Eine Ebene °^e
. .

Integration.

nämlich, welche die unendlich ferne Curve jE^ oder

% — 9'i(li)==0
oder

berührt, hat, wie man ohne Mühe erkennen kann, eine Gleichung von

der Form:

fiik)^ — y + i<Piiii) — ii9i'(li))'^ -f- m = 0,
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in der m eine beliebige Constante ist, während x, y, z die laufenden

Coordinaten bedeuten. Diese Ebene berührt die Curve K^^ im Punkte

(^1? %)• Wollen wir die Rückkehreurve c^ einer Developpabeln haben,

die K^ enthält, so müssen wir oo^ derartige Ebenen auswählen. Dies

geschieht, indem wir für m eine beliebige Function co^(|j) setzen und

Ij alle Werte durchlaufen lassen. Die Rückkehreurve selbst ergiebt

sich, indem wir die Gleichung

zweimal nach %^ differenzieren:

^)^'x— l^ffl'z + ö/ = 0,

kpI"x — (g)/' + ii9i"') z H- «/' =
und die drei letzten Gleichungen nach x, y, z auflösen. Es kommt:

li(qPi" £»/' — qPi"'aj/)— qo/' cö/
X =

y =

Analoge Formeln ergeben sich für die Rückkehreurve c^ einer Deve-

loppabeln, die jEg enthält. Eine Translationsfläche also, die 00^ Curven

enthält, die congruent und gleichgestellt mit c^ sind, sowie oo^ Carven,

die congruent und gleichgestellt mit c^ sind, stellt sich so dar:

(13)

.. qpi y/'ta/'— (y/ 9/'+ ^i y/") <»i'+ yi"^^i _i_

_l_
qPg qPg" CQa" — (qp/ qp/'+ qpg qp^'") ca/+ qp/'^0)g

^ y/'tOi"— qp/"co/ j^ qp/' üj/'— qpj'" co/
* — 77g ~r" "ä '

Hierin sind 9)1 (li) und ^(Ig) die durch iQ bez. Xg gegebenen Func-

tionen, während «idi) und 002(12) willkürliche Functionen ihrer Argu-

mente sind. Die vorstehenden Gleichungen (13) stellen nach den

früheren Erörterungen die allgemeinen Integralflächen der partiellen

Differentialgleichung zweiter Ordnung (10) dar. Ausser diesen Integral-

flächen giebt es, wenn von Cylindern abgesehen wird, nur dann noch

andere Integralflächen, wenn K^ und K^ eine irreducibele Curve K
bilden ; nämlich die Developpabeln, deren Geraden K treffen.
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Noch sei angemerkt: Man kann fragen, wann die Integralfläche Aige-

(13) algebraisch ist. Sie ist es offenbar, wenn ihre erzeugenden Curven integraian.

q und Cg algebraisch sind. Nun bemerken wir, dass wir dadurch, dass

wir passende additive Constante zu den Werten (13) hinzufügen, eine

mit der Integralfläche (13) congruente und gleichgestellte (wenn man

will, eine unendlich benachbarte) Integralfläche erhalten, die sie längs

einer Curve c^ schneidet. Ist also c^ nicht algebraisch, so schneidet

die Fläche (13) eine congruente Fläche in einer nicht algebraischen

Curve. Sie ist daher ebenfalls nicht algebraisch. Somit sehen wir: Die

Fläche (13) ist dann und nur dann algebraisch, wenn ihre erzeugenden

Curven q, Cg algebraisch sind*).

Wir fassen die Ergebnisse dieses Paragraphen, soweit sie sich auf

den Fall beziehen, dass K^ und K^ eine irreducibele Curve bilden,

zusammen in dem

Theorem 13: Liegt der Liniencomplex vor, dessen Geraden oesamt-

. j . 7 >-« •
Ergebnis.

die Treffgeraden einer unendlich fernen Jcrummen Curve sind,

dessen Monge'sche Gleichung also die Form hat:

so sind alle zum Complex conjugierten Flächen definiert als

die Integralflächen einer gewissen partiellen Differential-

gleichung zweiter Ordnung von der Form:

Il(^, q) r + 2S(p, q) S + T(p, q) t = 0.

Zunächst gehören 2u den Integralflächen alle Developpaheln,

deren Geraden nach der gegebenen unendlich fernen Curve

laufen. Sie erfüllen eine partielle Differentialgleichung erster

Ordnung, die demnach eine intermediäre Integralgleichung

der partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung ist. Alle

übrigen Integralflächen sind die Translationsflächen, deren

erzeugende Curven Müclihehrcurven von Developpabeln sind,

welche die gegebene unendlich ferne Curve enthalten. Diese

Translationsflächen sind dann und nur dann algebraisch, wenn
ihre erzeugenden Curven algebraisch sind.

Beiläufig bemerken wir noch Folgendes:

Wir sind oben in den Gleichungen (10) von besonderer Form einer grossen

Kategorie von partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung begegnet, deren

allgemeine Integralflächen Translationsflächen sind, während allerdings die Integral-

*) Wir sehen uns dazu veranlasst, ausdrücklich zu betonen, dass sich auch
die obigen Betrachtungen in voller Allgemeinheit in der früher (S. 376) erwähnten
Abhandlung von Lie aus dem Jahre 1877 finden.
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flächen der intermediären Integralgleichungen erster Ordnung keine Translations-

flächen, sondern Developpabeln sind. Es giebt nun noch eine andere grosse

Kategorie von partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, deren Integral-

flächen Translationsflächen sind. Führt man nämlich auf eine beliebige krumme
Curve c alle Oü^ Translationen aus, so erhält man eine Schar von oo^ congruenten

und gleichgestellten Curven. Alle Translationsflächen, deren eine Schar von con-

gruenten und gleichgestellten Curven dieser Schar von oo^ Curven angehört, sind

nun, wie wir hier ohne Beweis erwähnen, die Integralflächen einer partiellen

Differentialgleichung zweiter Ordnung. Da die Curve c beliebig gewählt werden

kann, so erhält man hiermit die erwähnte zweite grosse Kategorie.

Zwischen beiden Kategorien bestehen wichtige Beziehungen. Um sie an-

zudeuten, wollen wir mit F=0 partielle Differentialgleichungen zweiter Ord-

nung von der ersten, mit $ = solche von der zweiten bezeichnen. Liegt dann
eine Gleichung F = vor, so giebt es unendlich viele, noch eine willkürliche

Function enthaltende Gleichungen $ == 0, deren jede mit jP = unendlich viele,

von einer willkürlichen Function abhängige Integralflächen gemein hat. Es ist

Darboux, der sich überhaupt zuerst mit Differentialgleichungen, die in einer

Beziehung von der letzteren Art stehen, eingehend beschäftigte.

Schliesslich geben wir noch ohne Beweis an, dass alle Translationsflächen

überhaupt als die Integralflächen einer gewissen partiellen Differentialgleichung

vierter Ordnung definiert werden köimen.

§ 3. Über die Flächen, die zu einem tetraedralen Complex
eonjugiert sind.

Im vorigen Paragraphen haben wir das Problem, die zu einem

gegebenen Complex conjugierten Flächen zu bestimmen, für den Fall

gelöst, dass der Complex aus allen Treffgeraden einer ebenen Curve

besteht. Jetzt wollen wir dagegen annehmen, es sei ein tetraedraler

Complex vorgelegt.

Als das Tetraeder des Complexes wählen wir die Coordinaten-

ebenen x = 0, y = 0, 2 = und die unendlich ferne Ebene, sodass

die Monge'sche Gleichung des tetraedralen Complexes die in § 1 des

vorigen Kapitels aufgestellte Form

(14) (b — c) X dy dz -\- (c — a) y dz dx -\- (a — b) z dx dy =
hat. Jede Fläche enthält (nach S. 251) zwei Scharen von Curven des

Flächen tetraedralen Complexes. Gesucht werden alle Flächen, auf denen die

compi. beiden Scharen von Complexcurven eonjugiert sind.

Anal. Form Es ist leicht einzusehen, dass dies Problem seinen analytischen
d. Problems. . , , . , . . ,

Ausdruck wiederum m emer partiellen Differentialgleichung zweiter

Ordnung findet. Wenn wir nämlich wie oben mit p, q^\ **> 5; ^ <üe

ersten und zweiten Ableitungen von z nach x und y auf einer Fläche

der gesuchten Art bezeichnen, so sind zwei Richtungen (dx : dy : dz)

und (ßx : dy : dz) in einem Punkte der Fläche eonjugiert, wenn

(15) rdxdx-\-s(dxdy -\- dydx)-{-tdydy =
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ist, während überdies

(16) dz =pdx -\- qdy, dz =pdx -\- qdy

ist. Nun sollen zwei solche conjugierte Richtungen im Punkte (x,y, z)

auf der Fläche dem durch die Gleichung (14) bestimmten Elementar-

kegel angehören. Es soll also zwei Systeme von Verhältnissen dxidy: dz

und dx : dy: dz geben, für die ausser (15) und (16) die Gleichung (14)

sowie die Gleichung

(17) (h — c) X dy d z -{- (c — a) y dz dx -\- (a — h) z dx dy =
erfüllt ist, und zwar in jedem Punkte (x, y, z) der Fläche. Aus diesen

fünf Gleichungen lassen sich die Grössen dx, dy, dz] dx, dy, dz elimi-

nieren, da sie homogen auftreten. Zunächst bleiben nach Elimination

von dz und dz ausser (15) noch die beiden Gleichungen:

(c — a) yp dx^ + [(& — c) xp -{- {c — d) yq -{- (a — h) z] dx dy -j-

-\- {h— c) xq dy^ = 0,

(c — a) yp dx^ + [(& — c) xp -{- (c — d) yq -\- (a — 6) z] dx dy -f-

-j- (h -— c) xq dy^ = 0,

aus denen sich die Summe und das Product von ^ - und _ sofort
dx dx

entnehmen lassen. Setzen wir diese Werte in (15) oder

' \dx ' 8x/ ' dx ox

ein, so ergiebt sich die gesuchte partielle Differentialgleichuug zweiter ^^n. DSgi.

Ordnung unseres Problems:

(18) (h — c) xq • r — [(b — c) xp -\- {c — a) yq -\- {a — h) z] s -\-

-\- (c — a)yp-t= 0.

Um nun unser Problem, das also analytisch auf das der Integration

dieser partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung hinausläuft, zu

lösen, stellen wir folgende geometrische Betrachtung an:

Betrachten wir eine der gesuchten Flächen f^, auf der die Curven
t,\°e™tg^n

zweier Scharen c und y einerseits Curven des tetraedralen Complexes,

andererseits conjugierte Curven sein sollen. Unter den Curven c greifen

wir eine bestimmte heraus. Durch jeden ihrer Punkte geht eine Curve y,

und die Tangenten t der letzteren sind jedesmal zu den Tangenten von

c in denselben Punkten conjugiert. Mithin erzeugen diese Tangenten t

der Curven y eine abwickelbare Fläche. Nun sind sie aber auch als

Tangenten von Complexcurven y Geraden des tetraedralen Complexes

und als solche Curven gleicher Gattung (vgl. § 3 des 8. Kap., S. 331).

Lie, Geometrie der Berühruugstransformationen I. 25 [17. XII. 1895.]
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Da sie die Erzeugenden einer abwickelbaren Fläche sind, so umhüllen

sie eine Curve C, die ebenfalls eine Curve des Complexes ist.

Nehmen wir nun die logarithmische Abbildung (des § 5, 8. Kap.)

vor, so verwandelt sich die Developpabele in eine Fläche, auf der oo^ con-

gruente und gleichgestellte Curven t' (S. 358) liegen— nämlich die Bilder

der Erzeugenden r — , und diese oo^ Curven umhüllen eine Curve C,

nämlich das Bild der Curve C. Nach den Betrachtungen auf S. 362

bildet sich also die Developpabele als eine Translationsfläche ab, auf

der zwei Scharen von je oo^ congruenten und gleichgestellten Curven

liegen, sodass beide Scharen eine gemeinsame Enveloppe C haben oder

also paarweis parallele Tangenten haben. Die eine Schar besteht aus

den Curven t', die andere aus gewissen Curven (?'. Der tetraedrale

Complex liefert, wie wir wissen, bei der logarithmischen Abbildung

den Complex aller Treffgeraden eines gewissen unendlich fernen Kegel-

schnittes. Da die Tangenten der Curven x' diesem Complex an-

gehören, so gilt dasselbe von den Tangenten der Curven ö'
. Also sind

auch die einander congruenten und gleichgestellten Curven <?' Complex-

curven. Ferner haben die oo^ Linienelemente der Curven t' in den

Punkten, in denen die Curven x' eine Curve ö' treffen, sämtlich die-

selbe Richtung.

Kehren wir nun zu unserem ursprünglichen Raum zurück, so

folgt: Die Developpabele, welche die Fläche ^ längs einer Curve c

berührt, enthält ausser den oo^ Complexgeraden x noch oo^ Complex-

curven 6 von gleicher Gattung. Diejenigen Linienelemente der Geraden

r, deren Punkte auf einer bestimmt gewählten Curve 6 liegen, sind

Linienelemente gleicher Gattung.

Die Developpabele enthält nur zwei Scharen von je oo^ Complex-

curven. Es ist aber die auf ihr gelegene Curve c eine Complexcurve. Da

sie der Schar der Tangenten x nicht angehört, so muss sie zur Schar 6

gehören. Also ergiebt sich auch, dass die oo^ Linienelemente der

Tangenten t, deren Punkte auf c liegen, gleiche Gattung haben. Diese

Linienelemente sind aber zugleich Linienelemente der Curven y.

Es hat sich somit ergeben, dass die oo^ Linienelemente, welche die

Curven y in ihren Schnittpunkten mit irgend einer bestimmt gewählten

Curve c besitzen, gleiche Gattung haben. Dasselbe gilt natürlich, wenn

man die Curven c mit den Curven y vertauscht.

Anal, ver- lu 8 3 dcs 8. Kap., S. 327, erkannten wir, dass die damals ein-
wertg. d.

''

. ....
Ergebnisse, geführte Grössc t als Coordinate der Gattung desjenigen Linienelementes

{x, y, z, dx : dy : dz) benutzt werden kann, für das
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(19) J^ dx ^ i^ dy 1^ dz^ 1 , 1 . 1

X dt ' y dt ' z dt a-\-t'h-\-t'c-\-t

ist. Wir können uns nun auf der Fläche ^ zwei krummlinige Coordi-

naten u und v in der Weise eingeführt denken, dass u = Const. die

Curven der einen Schar c und v = Const. die der andern Schar y an-

giebt. Da dann mit u = Const. bez. v = Const. auch die Gattung der

Linienelemente der zweiten Schar y bez. der ersten Schar c constant

ist, so können wir als Parameter u und v direct die Coordinaten der

Gattung dieser Linienelemente einführen.

Daher müssen sich die Coordinaten x, y, z der Punkte der Fläche

% so als Functionen von u und v darstellen lassen, dass nach (19)

einerseits:

Jl ^^ . A ^ y . 1 If _ 1 .
^

.
1

X du' y du' z du a-\-u' b-\-u' c~{-u

und andererseits:

1 djc^l^dj^i^dz 1_ ^
l_

^
1

xdv'ydv'zcv a-\-v ' h -\-v ' c -{- V

wird. Hieraus folgt, wenn q und 6 zwei noch unbekannte Functionen

von u und v bedeuten, dass auf der Fläche

,, Q du , a dv

(20) d\ogy =
a-\-u

Q du + a dv

71 Q du , a dv
d log z = -^-j

,

—

-

° c-\-u ' c-\- V

wird. Die rechten Seiten müssen vollständige Differentiale sein. Stellen

wir die Bedingungen hierfür auf, so kommt:

1 dg

a-\-u dv

1 dQ

b -{-u dv

1 dg

1 gff

a -{-v du'

b -\- V du*

1 da

c -\-u dv e -\- V du

Weil die zweireihigen Determinanten der Matrix

1
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aber selbstverständlich nach (14) ausgeschlossen ist, so ergiebt sich

mit Notwendigkeit, dass

dg da ^
dv du

ist. Q ist also eine Function TJ von u allein und 6 eine Function V
von V allein. Nun liefert die Integration der Gleichungen (20) sofort:

Integral-
fläche. (21)

{\0QX = f£M^ 4- fnv)dv

umkehrung. Wir behaupten nun, dass diese Gleichungen (21) stets eine der

gesuchten Integralflächen der partiellen Differentialgleichung zweiter

Ordnung (18) darstellen, sobald für ü und V zwei beliebige Functionen

von u bez. v gesetzt werden, die nur der einzigen Bedingung unter-

worfen sind, dass sie nicht identisch verschwinden.

In der That, diese Bedingung ist zunächst notwendig und hin-

reichend dafür, dass die Gleichungen (21) für u == Const. und v= Const.

wirkliche Curven und nicht nur Punkte darstellen. Da a, 6 und c

nicht alle drei einander gleich sind, so stellen die Gleichungen (21)

fernerhin wirklich eine Fläche dar. Die Curven u == Const. und

V = Const. sind überdies Complexcurven, wegen der Übereinstimmung

mit der in § 3 des 8. Kap., S. 331, aufgestellten allgemeinen Form

(13) der Complexcurven. Es ist also nur noch nötig, zu beweisen,

dass die Curven u = Const. und v = Const. auf der Fläche (21) con-

jugiert sind.

Dies lässt sich so erkennen: Die Linienelemente (x,y,2, dx'.dy.dz)

der Curven y oder v = Const. erfüllen nach (21) die Bedingungen, die

sich durch Differentiation nach u ergeben:

dx Udu dy Udu dz Udu
X a-\-u' y h-\-u^ z c -\-

u

Also erfüllen die oo^ Linienelemente der oo^ Curven y oder v = Const.,

deren Punkte auf einer bestimmt gewählten Curve c oder u = Const.

liegen, die Proportion

dx ^ dy dz 1 1 1 •

X ' y ' z a-\-u' b -\-u' c-\-u^

d. h. sie sind nach (19) Linienelemente gleicher Gattung. Ausserdem

liegen sie auf Complexgeraden. Ziehen wir also in aUen Punkten der
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bestimmt gewählten Curve c oder u == Const. die Tangenten t an die

liindurchgelienden cx^ Curven y oder v = Const., so erhalten wir zu-

nächst eine Regelfläche, deren Geraden dem Complex angehören. Bei

der logarithmischen Abbildung geht aus dieser Regelfläche eine Fläche

hervor, die oo^ congruente und gleichgestellte Curven t', die Bilder

der Geraden gleicher Gattung t, enthält und daher eine Translations-

fläche ist. Auf dieser Translationsfläche liegt auch die Curve c, das

Bild von c. Die Curven r' haben in ihren Schnittpunkten mit c' parallele

Linienelemente. Mithin ist c' eine Curve der zweiten Schar von oo^

congruenten und gleichgestellten Curven, welche die Translationsfläche

enthält. Da der tetraedrale Complex bei der logarithmischen Abbildung

den Complex aller Treffgeraden eines unendlich fernen Kegelschnittes

liefert, * so treffen also die Tangenten jeder Curve t' und der Curve

c' sämtlich diesen Kegelschnitt. Jede Curve t' hat also mit c paar-

weis parallele Tangenten. Nach den Ergebnissen des § 5 des vorigen

Kapitels auf S. 362 haben daher die Curven t' eine gemeinsame Um-

hüllende C".

Kehren wir zum ursprünglichen Raum zurück, so sehen wir, dass

die oo^ Geraden t eine Curve C, nämlich die Curve, deren Bild C'

ist, berühren, sodass sie eine Developpabele bilden. Also ergiebt sich,

dass die Fläche (21) längs einer Curve c oder u = Const. von einer

Developpabeln umhüllt wird, deren Erzeugende die Tangenten r an die

hindurchgehenden Curven v = Const. sind. Daher sind die Curven

u = Const., V = Const. auf der Fläche (21) in der That conjugiert.

Unter den Integralflächen spielen die Developpabeln, die dem

Complex angehören, eine besondere Rolle.

Die Gleichungen (21) würden also alle Integralflächen der par-Ausnahme-

tiellen Differentialgleichung (18) darstellen, wenn wir nicht von vorn-

herein stillschweigend einen Ausnahmefall ausgeschlossen hätten: Wir

nahmen an, dass die auf der Fläche % gelegenen Scharen conjugierter

Complexcurven c und y von einander verschieden seien. Wenn sie

nun aber zusammenfallen, so müssen sie Haupttangentencurven der

Fläche % sein. Aber die Flächen ^, die cx)^ Complexcurven als Haupt-

tangentencurven enthalten, sind nach § 1 dieses Kap., S. 371, die

Integralflächen der zur Monge'schen Gleichung (14) gehörigen par-

tiellen Differentialgleichung erster Ordnung, die auf S. 859 unter (52)

aufgestellt wurde. Diese Flächen haben wir auf S. 375 sämtlich be-

stimmt. Die genannte partielle Differentialgleichung erster Ordnung

ist hiernach eine intermediäre Integralgleichung der partiellen Differential-

gleichung zweiter Ordnung (18).
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Bei der logarithmischen Abbildung geht aus der Fläche (21) eine

Translationsfläche

(22)

' __ Cüdu fVdv

_ fUdv, . fVdv

} —J c + u-^J c + v

hervor. Indem wir uns daran erinnern, dass die Translationen

h = i + h ^1 = 9 + in, Si = ä + n

die logarithmischen Bilder der projectiven Transformationen

x^ = Xx,
2/i
= l^Vf 01 = vz

sind (nach Theorem 11, § 5 des 8. Kap., S. 367), erkennen wir, dass

wir unsere Ergebnisse so aussprechen können:

Theorem 14: Die Flächen, die zu einem tetraedralen Com-
plexe conjugiert sind, sind die Integralflächen einer partiellen

Differentialgleichung zweiter Ordnung von der Form:

(h — c) xq- r — [(& — c) xp -j- (c — a) yq -\- (a — h) z] s -{-

-{- (c — a) yp • t = 0.

Zunächst gehören zu den Integralflächen alle Flächen, deren

Haupttangentencurven der einen Schar dem Complex angehören.

Diese Flächen, die man sämtlich angehen Jcann, sind die Inte-

gralflächen einer partiellen Differentialgleichung erster Ord-

nung, die daher eine intermediäre und zwar singulare Integral-

gleichung der partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung

ist. Alle übrigen Integralflächen der partiellen Differential-

gleichung zweiter Ordnung erhält man so: Man wählt zwei

ieliehige einander in einem Punhte p schneidende Curven c

und y des Complexes aus und übt auf die eine Curve, etwa

auf y, alle projectiven Transformationen aus, die erstens die

Ecken des Tetraeders invariant lassen und zweitens den Punkt

p von y in beliebige Punkte von c überführen. Der Ort der so

aus y hervorgehenden Curven ist eine Fläche von der gesuchten

Art. Sie lässt zwei Erzeugungen von dieser Art zu.

Log. Abb., Die allgemeinen Integralflächen (21) gehen durch die logarith-

d*^itrgraifl.mische Abbildung

(23) j = loga:, t| = logf/, i
= logz,
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wie gesagt, in die Translationsflächen (22) über. Dies Ergebnis konnte

man von vomberein durchaus nicht etwa durch directe Übertragung

der Ergebnisse des vorigen Paragraphen vermittelst der zu (23) in-

versen Transformation ableiten, da ja von vornherein noch gar nicht

feststand, dass eine Fläche, die zum tetraedralen Complex conjugiert

ist, vermöge der logarithmischen Abbildung (23) in eine Fläche über-

geht, die zu dem Complex aller Treffgeraden eines gewissen unendlich

fernen Kegelschnitts conjugiert ist.

Da nun aber die hier gesuchten Flächen factisch durch logarith-

mische Abbildung in diese Translationsflächen übergehen, so können

wir die Ergebnisse des § 5, 8. Kap., die sich auf die Translations-

flächen beziehen (S. 361 u. f.), ohne Weiteres übertragen. Wir erkennen

so, dass auf der Fläche (21) die Curve u = v, d. h. die Curve*):

(24)

log X ) + V{u)

+ u
du,

Besond.

sowohl von den Curven u= Const. als auch von den Curven v= Const.

umhüllt wird. Ihre Tangenten sind demnach zu sich selbst conjugiert;

die Curve u = v ist folglich eine besondere HaupUangentencurve der Haupug-

Fläche (21). Offenbar ist sie eine Curve des Complexes.

Da femer die Parameter u, v auf der Fläche (21) conjugiert sind,

so muss die Differentialgleichung der Haupttangentencurven der Fläche

die Form haben:
a{ii, v) du^ -\- ß(u, v) dv^ = 0.

In der That ergiebt sich sogar, dass hierin a nur von ic und ß nur

von V abhängt. Rechnet man nämlich die Coefficienten von dii^ und

dv^ in der Differentialgleichung der Haupttangentencurven

(25)

c-x

dl?
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aus, so ergiebt sich nach (21), dass die erste Determinante den Wert

hat:
1 1 1

nr{u'-u)xy. -|- ,-:[- -|-

a -^ V b -\- V c -\- V

oder also den Wert:

UVjU^— U) xy zju — v) - ja — b) {b r- c) (c — a)

(a+ w)* (b 4- uy (c+ «)* (a + v) (f+v) (c + v)

Die zweite Determinante ergiebt sich hieraus, wenn man das Vorzeichen

Diffgi. d. ändert und u mit v und U mit V vertauscht. Die Differentialgleichung
Haupttg-

. .

curvon. (25) dcr Haupttangentencurven lässt sich daher so schreiben:

dv^\=0.(25 )
{u

V\(^a-\- u) {b i-u){c-\- u)
^** ^' (« + V) {b + v)(c-\- v)

Der Factor u — v giebt gleich Null gesetzt die oben schon be-

stimmte ausgezeichnete Haupttangentencurve (21). Alle übrigen Haupt-

tangentencurven bestimmen sich aus (25') durch Quadratur*).

Im Theorem 14 haben wir die allgemeine Erzeugungsart der

zum tetraedralen Complex conjugierten Flächen angegeben. Da ver-

möge einer projectiven Transformation, bei der die Ecken des Tetraeders

fest bleiben, jede Curve des Complexes wieder in eine Complexcurve

übergeht, so folgt aus jenem Satze sofort, dass eine zum tetraedralen

Complex conjugierte Fläche ^ stets wieder in eine derartige Fläche ^'

übergeht, sobald man eine projective Transformation ausübt, bei der

die Tetraederecken fest bleiben. Dabei gehen die conjugierten Curven-

scharen c, y der Fläche ^ in die conjugierten Curvenscharen c, y' der

Fläche ^' über.

Algebr.
Integralfln.

Wenn die beiden im Theorem 14 genannten Curven c, y algebraisch

sind, so ist es offenbar auch die Fläche ^. Aber aus dem soeben

erhaltenen Ergebnis lässt sich umgekehrt folgern, dass die Curven c, y

algebraisch sind, sobald die Fläche f^ algebraisch ist. Um dies einzu-

sehen, seien wie im Theorem 14 die beiden Complexcurven c und y

durch einen Punkt p gegeben, und es sei danach die dadurch be-

stimmte Fläche ^ construiert. Führen wir die projective Transfor-

*) Vgl. Kurzes Besume mehrerer neuer Theorien, Ges. d. Wiss. zu Christiania,

30. April 1872.
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mation T aus^ bei der die Tetraederecken fest bleiben und der Punkt p
in den Punkt p' auf c übergeht, so wird dabei die Curve y in eine

Complexcurve y' auf ^ verwandelt, eben nach dem Theorem. Anderer-

seits geht dabei die Fläche ^ wieder in eine zum tetraedralen Complex

conjugierte Fläche ^' über, wie wir vorhin sahen, und zwar ist y'

Schnittlinie von ^ und %' . Wenn nun ^ eine algehraische Fläche ist,

so ist auch ^' eine algebraische Fläche, da sie durch die projective

Transformation T aus ^ hervorgeht. Die gemeinsame Curve y' ist

demnach ebenfalls algebraisch. Dieser Beweis gilt offenbar für alle

auf der Fläche % gelegenen Complexcurven c, y, und damit ist die

obige Behauptung bewiesen*).

Will man also alle algebraischen Flächen finden, die zu dem ge-

gebenen tetraedralen Complex conjugiert sind, so muss man jedesmal

zwei einander schneidende algebraische Complexcurven c und y aus-

wählen. Nun aber ist das Problem, alle algebraischen Curven des

tetraedralen Complexes zu bestimmen, bis heute noch nicht gelöst

worden. Wir beschränken uns daher auf einzelne Beispiele, wie in

§ 3 des vorigen Kap., S. 331 u. f.

In den Gleichungen (21) stellen ü(u) und V{v) nach S. 331

die Gattungen der Complexcurven dar, die auf der Fläche gelegen

sind. Nach (24) ist ausserdem ü(u) -j- V(u) die Gattung der Haupt-

tangentencurve u = v.

Nach § 3 des 8. Kap. giebt die Annahme Boispieie.

eine algebraische Fläche mit zwei Scharen von Complex-Kegelschnitten:

X = a\a + uf (a + vf, y = ß\b -f uf (b -f- vf,

3 = y^{c -{- uy (c -f vy,

die sich auch so schreiben lässt:

yx — aa^ aa a

Vy-ßb' ßb ß

Yz — yc^ yc y

= 0.

*) Alle zum tetraedralen Complex conjugierten Flächen, die durch eine

algehraische Gleichung zwischen log x, log y, log z darstellbar sind, werden da-
durch erhalten, dass man zwei Complexcurven c und y auswählt, die durch
algebraische Gleichungen zwischen log x, log y, log z definiert sind. Dies folgt

unmittelbar durch logarithmische Abbildung aus den Betrachtungen des § 2,

S. 383.
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Dies aber ist die in § 4 des vorigen Kap., S. 355, Formel (46), an
^*

Fläche.''^ gGgßbene Steiner'sehe Fläche vierter Ordnung und dritter Classe.

Die Annahme:
u=2, r= — i

giebt eine algebraische Fläche mit einer Schar von Complex- Kegel-

schnitten und einer Schar von Curven dritten Grades, die dem Complex

piücker'scheangehören, nämlich die sogenannte specielle Plücker'sche Complexfläche:
Complfl.

(a + uy ^(b-\- uy (c + uy

Hier ist U -\- V^l, sodass also die Haupttangentencurve u = v eine

Complexgerade ist.

Setzen wir

U=l, F=-l,
so ergiebt sich eine algebraische Fläche mit einer Schar von Complex-

geraden — also eine Regelfläche — und einer Schar von Curven

dritten Grades, die dem Complex angehören:

a -\- u ^b 4- u c 4- u
x = a —— , y = ß 1—,— > 2 = y —

—

Die Fläche lässt sich auch so schreiben:

a(x — a) X a

^(y-ß) y ß

c{z — y) z y

= 0.

Sie ist also eine Fläche zweiten Grades und deshalb notwendig ein

^k"ger Complexkegel, da auf jeder Fläche zweiten Grades, die kein Kegel ist,

die beiden Scharen von Erzeugenden Haupttangentencurven sind, also

die eine Schar unmöglich zu einer Schar von Curven dritter Ordnung

conjugiert sein kann. Dieser Complexkegel wurde in § 4 des vorigen

Kap. eingehend betrachtet.

Wenn

U=- V=-

Fl. 2. Grades. gesetzt wird, so ergiebt sich die Fläche zweiten Grades:

x = a y(a -\- u) {a -\- v), y = ß ]/(& -\- u) (b -{- v),

^ = yy(c + u) (c + v),

und zwar ist dies eine beliebige Fläche zweiten Grades, die das

Tetraeder zum Polartetraeder hat. Die beiden auf ihr gelegenen

Scharen conjugierter Complexcurven sind Curven vierter Ordnung.
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Setzen wir

so kommt die algebraische Fläche:

_ «(« + u) ^ ßjb + ^) „ ^ y(c + «)

mit einer Schar von Complexgeraden und einer dazu conjugierten Schar

von Complexcurven sechster Ordnung. Diese Fläche geht offenbar

aus der Plücker'schen Complexfläche (26) durch die involutorische

Transformation
1 J^ _ ^

^i — ^y Vi— y 7 ^1 — z

hervor. Da hier U -}- V^ — 1 ist, so ist die Haupttangentencurve

u = V eine Complexcurve dritter Ordnung. Sie wird von den oo^

Geraden v = Const. umhüllt. Die vorliegende Fläche ist also die

Tangentenfläclie einer Complexcurve dritter Ordnung: com^c.To.

cc ß y

a -\- u' ^ b -\-
u' c -\-

u'

die durch die Ecken des Tetraeders geht.

Schliesslich knüpfen wir hier noch einige Bemerkungen an, indem

wir auf Satz 19, § 5 des 8. Kap., S. 363, zurückgreifen. Unmittelbar

vor jenem Satz war von der Spiegelung an einem Punkte die Rede.

Diese Spiegelung:

Ji
= log A — j, t)i = log ^ — t), 5^ = log V — s

im Räume (j, t), 5) geht durch die logarithmische Abbildung

J = log a:, \) = log 1/, 5 = log ^

aus der involutorischen Transformation:

/^rrN luv
(27) x,= ^:, y, = f,

z, = -

hervor. (Vgl. auch S. 366.) Die involutorischen Transformationen

haben wir auf S. 342 mit J^, J^ . . . bezeichnet. Die involutorische

Transformation (27) lässt den Punkt a; = ]/Ä, y = ]/fi, s = ]/v in

Ruhe.

Hiernach können wir den citierten Satz so aussprechen:

Satz 1 : Enthalt eine Fläche <x>^ Curven c von gleicher Gattung rin. mit

durch einen gemeinsamen Punkt p, so enthält sie noch eine zweite Schar Qs^ug. durch

vmi <xi^ Curven von gemeinsamer Gattung, die durch denselben Punld p
gehen, nämlich die Curven y, die aus den Curven c vermöge der in-

volutorischen Transformation J hervorgehen, die den Punkt p fest lässt.
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Sind insbesondere die Curven c Curven des tetraedralen Complexes,

so sind nach Satz 5, § 4 des 8. Kap., S. 343, auch die Curven y Curven

des Complexes. Haben dabei die Curven c die Gattung F(£), so ist

— F(t) die Gattung der Curven y. Letzteres ist schon in Satz 20 des

§ 5, 8. Kap., S. 366, ausgesprochen worden.

Hiervon machen wir nun eine Anwendung auf die Integralflächen

der partiellen Differentialgleichung (18). Es ergiebt sich sofort:

Satz 2 : Enthält eine Integralfläche der partiellen Differentialgleichung

zweiter Ordnung

Q) — c) xq • r — [(& — c) xp -\- (c — a) yq -\- (a — h) z] • s -{-

(c — a) yp • t =
oo^ Complexcurven c von gleicher Gattung F(t), die sämtlich durch einen

gemeinsamen PunM (x^, iJq, z^ gehen, so enthält sie auch oo^ Complex-

curven y von gleicher Gattung — F(t), die ebenfalls durch jenen PunM
gehen und aus den Curven c vermöge der involutorischen Transformation

^1— ^ , Vi— y , ^1 — ^

hervorgehen. Diese Transformation führt die Integralfläche in

sich über.

Die Integralfläche (21), auf der die Curven der einen Schar die

Gattung U(i), die der anderen Schar die Gattung V{ß) haben, ist eine

derartige, wenn ü(ß) -f- V{ß) ^e ist. Dies steht damit in Einklang,

dass dann die ausgezeichnete Haupttangentencurve u = v, die alle

Curven u = Const. und v == Const. umhüllt, die Gattung Null hat

und sich daher auf einen Punkt reduciert (nach S. 332). Z. B. die

Annahme:

m

'

m

giebt eine derartige und zwar, wenn m eine rationale Zahl ist, eine

algebraische Fläche:

i i_ i

auf der die conjugierten Complexcurven lauter tetraedral-symmetrische

Curven (S. 333) durch den Punkt:

^0 = ^, yo==ß, ^o = Y
sind.

Weitere Man kann unbegrenzt viele analoge Theorien entwickeln. Um ein Beispiel

„ ,
"* zu geben, wollen wir eine Complexgerade g annehmen und eine Complexcurve c^

construieren, die g berührt. Zu dieser Curve c^, deren Gattung etwa F{t) sei,
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giebt es oo^ Curven gleicher Gattung. Von diesen gehen durch einen Punkt

von g deren oo^ und ihre Linienelemente bilden daselbst den Complexkegel, der

auch g enthält. Daraus folgt, dass es eine (oder einige) unter diesen Curven

giebt, die g in einem bestimmten Punkt berühren. Es giebt also insgesamt oo^

Curven c von der Gattung F{t), die g berühren. Wir können sie dadurch con-

struieren, dass wir die oo^ projectiven Transformationen auf c^ ausüben, welche

die Ecken des Tetraeders fest lassen und je eine der oo^ Tangenten von c^ in g
überführen.

Die so hervorgehenden oo^ Curven c haben zusammen oo^ Tangenten, und

diese oo* Geraden bilden ein Strahlensystem. Der eine Mantel der Brennfläche

(vgl. S. 270) dieses Strahlensystems ist die von den Curven c gebildete Fläche %.

Nach Satz 18, § 5 des 8. Kap., S. 362, enthält % noch eine Schar von oo^ Curven

y von gleicher Gattung. Nehmen wir die logarithmische Abbildung wie in § 5

des vorigen Kap. vor, so geht f^ in eine Translationsfläche über, deren eine Schar

von Erzeugenden eine gemeinsame Enveloppe hat, die daher auch alle Erzeugenden

der zweiten Schar umhüllt (nach S. 362). Daraus folgt, dass auch die Curven y

Curven des Complexes sind und dass die Fläche % eine Integralfläche der par-

tiellen DiflFerentialgleichung zweiter Ordnung (18) ist. Auf ihr ist die Gerade g
die oben (S. 391) besprochene ausgezeichnete Haupttangentencurve. Da ihre

Gattung nach S. 331 gleich 1 ist, während diese Gattung die Summe der Gattungen

der Curven c und der Curven y ist, so finden wir, dass die Curven y die Gattung

1 — F{t) haben.

Auch der zweite Mantel %' der Brennfläche unseres Strahlensystems ist leicht

zu construieren. Ist nämlich l irgend ein Strahl des Systems, d. h. eine Tangente

einer Curve c, und führen wir die Transformation durch reciproke Polaren aus,

welche die Ecken des Tetraeders mit den gegenüberliegenden Flächen und die

Geraden g und Z mit einander vertauscht, so geht die betreffende Curve c wieder

in eine Complexcurve c' über, da der tetraedrale Complex zu sich selbst dualistisch

ist (nach § 1 des 8. Kap., S. 314), und zwar wird c' die Geraden g und l eben-

falls berühren. Wie in der Fussnote zu S. 332 gesagt ist, hat c' die Gattung

2 — F{t). Wir haben die Gerade Z beliebig aus unserem Strahlensystem aus-

gewählt gehabt. Die vorstehende Construction lässt sich also auf oo^ Arten aus-

üben. Stets geht dabei eine Curve c in eine Curve c' über, die g berührt. Da
alle c' gleiche Gattung haben und da nur oo* Curven gegebener Gattung vor-

handen sind, die g berühren, so kommen wir trotzdem nur zu oo^ Curven c'.

Also muss jede Curve c' ausser g noch je oo^ Geraden Z des Strahlensystems be-

rühren. Mithin ist die von allen oo^ Curven c gebildete Fläche %' der zweite

Mantel der Brennfläche des Strahlensystems. Auch dieser zweite Mantel enthält

ausser den oo^ Curven c' gleicher Gattung 2 — F{t) noch oo^ Complexcurven y
gleicher Gattung. Ihre Gattung bestimmt sich genau so wie die Gattung der

Curven y auf % und ist also gleich 1 — (2 — F{t)) oder F{t) — 1. Ebenso wie
der erste Mantel der Brennfläche ist auch der zweite eine Integralfläche der par-

tiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung (18). Die Gerade g liegt augen-
scheinlich auf beiden Mänteln % und %'

.

Führen wir die Transformation durch reciproke Polaren aus, welche die

Tetraederecken mit den gegenüberliegenden Ebenen vertauscht und die Gerade g
fest lässt (vgl. S. 313), so geht jede Curve c — aufgefasst als Ort ihrer oo^
Tangenten — in eine Complexcurve von der Gattung 2 — F{t) über, die auch g
berührt, d, h. in eine Curve c', und umgekehrt. Ebenso jede Curve y in eine

Curve y' imd umgekehrt. Hieraus darf man aber nicht schliessen, dass die er-

wähnte Dualität den Mantel % mit dem Mantel %' vertauscht. Die Sache liegt

vielmehr so: Jeder Punkt einer Curve c geht in eine Schmiegungsebene einer

Curve c' über, und umgekehrt. Diese Schmiegungsebene ist aber keine Tangenten-

ebene der Fläche %\ wohl aber eine Tangentenebene der Fläche 2f, wie man
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leicht allgemein — bei beliebigen Strahlensystemen — einsieht. (Vgl. hierzu

auch Fig. 59, S. 270.) Daher gehen die Punkte von % in die Tangentenebenen
von % über. Der Mantel % bleibt also für sich invariant und ebenso der

Mantel %'.

Hiermit haben wir insbesondere den Satz erhalten:

Satz 3: Alle Complexeurven einer Gattung, die eine Gerade berühren, er-

zeugen eine Fläche, die durch eine Transformation vermöge reciproker Polaren in

sich selbst übergeht *).

Als allgemeine Bemerkung zu den Theorien des vorigen Kapitels und denen

dieses Kapitels fügen wir hinzu, dass sich analoge Theorien für den Fall ent-

wickeln lassen, dass das Tetraeder ausartet.

§ 4. Beziehungen zwisclien der Theorie der Translationsflächen

und dem Abel'schen Theorem.

Die in den beiden vorliergehenden Paragraphen behandelten Probleme

waren in ihrer analytischen Formulierung die Integrationsprobleme ge-

part. Diffgi. -^isser partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die linear

und homogen in den zweiten Ableitungen r, s t von ^ nach x, y

waren,. also die Form hatten:

(28) B{x,y,z,p,q)r + S{x,y,z,p,q)s+T{x,y,z,p,q)t = 0.

Beschäftigen wir uns daher zunächst einmal mit der geometrischen

Deutung einer beliebigen derartigen Grleichung (28).

Wir können sie, wenn wir wollen, auf eine andere Form bringen:

Es giebt nämlich zwei Verhältnisse o:^ : ß^ und k^: ß^y ^^® ^®^ m u :v

quadratischen Gleichung:

Bu^ + Suv + Tv^ =
genügen. Dabei sind cci, ßi', a^, ß^ Functionen von x, y, z, p, q und

es ist

B: S:T= a,a,:{a,ß, + ci,ß,)- ßyß,-

Deshalb lässt sich die partielle Differentialgleichung (28) auch auf die

Form bringen:

(28') «,(.2 'r + {a,ß,-\- uM s + ß,ß, - 1 = 0.

Wenn insbesondere 4BT — S^^O ist, so fallen beide Verhältnisse

ccj^ : ß^ und cc^ : ß^ zusammen.
Geom XJm nun die Gleichung (28) geometrisch zu deuten, betrachten

Deutung.
^

& \ / ö
^ ^

J

wir eine ihrer Integralflächen. Wählen wir einen bestimmten Punkt

(x, y, z) auf der Fläche, so ist damit auch ein bestimmtes Flächen-

element {x, y, z, p, q) ausgewählt, nämlich dasjenige, dessen Ebene die

*) Vgl. Götting. Nachr., Januar 1870, und Verh. d. Ges. d. Wiss. zu

Christiania, April 1872, wo eine grosse Kategorie analoger Theorien angedeutet
wurde.
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Tangentenebene im Punkte (x, y, z) ist. Auf diesem Flächenelement

sind nun zwei Fortschreitungsrichtunffen -3 - und -^ zu einander con- conjug.° ^ dx Sy Kichtgn.

jugiert, wenn sie der Bedingung genügen:

rdxdx -{- s(dx dy -\- dy dx) -\- tdydy = 0.

Vergleichen wir dies mit (28'), so sehen wir, dass

^ ^ dx a^^ 8x «2

die Bedingung des Conjugiertseins erfüllen. Wir können daher sagen:

Die partielle Differentialgleichung (28) oder (28') ordnet jedem Flächen^

element (x, y, 0, p, q) zwei Fortschreitungsrichtungen (29) zu. Sie

integrieren heisst, die Flächen bestimmen, auf deren Flächenelementen

die zugeordneten beiden Fortschreitungsrichtungen stets zu einander con-

jugiert sind.

Wenn insbesondere 4BT— /S^eeO ist, also -^ e^ - ist, so ordnet speciaifau.

die partielle Differentialgleichung (28) jedem Flächenelement nur eine

Richtung auf ihm zu (eigentlich zwei unendlich benachbarte), und ihre

Integralflächen sind diejenigen Flächen, auf deren Flächenelementen

die zugeordnete Richtung zu sich selbst conjugiert, d. h. eine Haupt- Haupttg.-
richtcf.

tangentenrichtung ist. Damit kämen wir aber zu dem Problem des

§ 1 zurück.

Liegt ein Liniencomplex vor, etwa dadurch, dass man seine Lin. hom.

Monge'sche Gleichung (vgl. Satz 1, § 1 des 7. Kap., S. 254) angiebt:2. o.', detin.'

durch e.

0(ydz — zdy, zdx— xdz, xdy — ydx, dx, dy, dz) = 0,

so ordnet er jedem Punkt einen Kegel zu. Ein Flächenelement wird

auf dem Kegel, der dem Punkt des Elementes zugeordnet ist, eine

Anzahl Fortschreitungsrichtungen haben. Setzen wir voraus, dass der

Complex nicht linear sei, so sind es mindestens zwei. Suchen wir

nun die Flächen, die zu dem Liniencomplex conjugiert sind, so haben

wir also zu fordern, dass auf jedem Flächenelement einer Integralfläche

zwei dieser Fortschreitungsrichtungen zu einander conjugiert sind. Dies

Problem ordnet sich also dem vorhin besprochenen unter und findet

daher stets seinen analytischen Ausdruck in einer partiellen Differential-

gleichung zweiter Ordnung von der Form (28).

Das Problem dagegen, alle Flächen zu bestimmen, auf denen

die Haupttangentencurven der einen Schar Complexcurven sind, wird

durch eine solche partielle Differentialgleichung (28) ausgedrückt, in

der 4:RT—S^ = ist.
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System V. Betrachten wir letzt ein System von swei linearen homogenen
zwei hn. j ^ O

Mff
1^2*0' P^'i'tiöllßii Differentialgleichungen zweiter Ordnung:

B^(x, y, z, p,q)r-\- S^(x, y, z, p,q)s-\- T^{x, y, z, p,q)t = 0,

\B^{x, y, z, p,q)r-\- S^{x, y, z, p,q)s-\- T^{x, y, z, p,q)t= 0.

Wir können dies System auch auf die Form bringen:

«i«2 • ^ + (<^iß2 + «2A) • s + ß^ß^ t = 0,
(30')

\u,a, . r + («3^, + «,^3) . s + ß,ß, .t = 0.

Hierin sind die a und ß gewisse gegebene Functionen von x, y, z, p, q.

Wenn es eine gemeinsame Integralfläche beider partieller Differential-

gleichungen giebt, so müssen die beiden Fortschreitungsrichtungen

welche die erste auf einem Flächenelement der Integralfläche bestimmt,

zu einander conjugiert sein, und dasselbe gilt von den beiden Fort-

schreitungsrichtungen

Diese beiden Paare von Strahlen im Punkte (x, y, z) des betreffenden

Flächenelementes bestimmen eine Involution der vom Punkte (x, y, z)

ausgehenden Fortschreitungsrichtungen auf dem Flächenelement. Die

^^^^^'""'^^•Doppelelemente dieser Involution liefern die beiden Haupttangenten.

Unser System (30) von zwei partiellen Differentialgleichungen zweiter

Ordnung ordnet also jedem Flächenelement zwei Fortschreitungs-

richtungen zu (nämlich jene Doppelelemente), und eine Fläche ist

dann und nur dann eine gemeinsame Integralfläche, wenn die einem

Element der Fläche zugeordneten beiden Eichtungen stets die beiden

Haupttangentenrichtungen sind.

Selbstverständlich wird bei diesen Betrachtungen vorausgesetzt, dass

die Paare von Fortschreitungsrichtungen, die einem Flächenelement

von den beiden Differentialgleichungen zugeordnet werden, von ein-

ander verschieden seien. Dies ist aber der Fall, wenn die beiden

Differentialgleichungen selbst von einander verschieden sind.

Die Frage, ob die beiden partiellen Differentialgleichungen (30)

überhaupt gemeinsame Integralflächen haben, wollen wir zunächst nicht

integiab.- Weiter erörtern. Es sei nur bemerkt, dass man die Bedingungen der
Bedinggn.

in^egrabilität durch mehrmalige Differentiation der Gleichungen nach

X und y erhält, indem man untersucht, ob die hervorgehenden Glei-

chungen einander auch nicht widersprechen.
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Wir wollen jetzt voraussetzen, dass die Coefficienten R^, 5^, T^'i^^°^if^^r\!

B^, S^, Tg der Gleichungen (30) von x, y, z frei seien. Dann sind die ^**fß^

beiden Haupttangentenrichtungen, die das System (30) einem be-

liebigen Flächenelement zuordnet, unabhängig von dem Punktort des

Flächenelementes, d. h. sie sind für parallele Flächenelemente ebenfalls

parallel. Daraus folgt, dass, wenn eine Fläche eine gemeinsame

Integralfläche ist, alsdann auch jede solche Fläche, die aus ihr durch

irgend eine Schiebung oder Streckung hervorgeht, d. h. die mit der

einen Fläche ähnlich und ähnlich gelegen ist, den beiden partiellen

Differentialgleichungen (30) genügt. Zu einer Fläche giebt es aber

gerade oo* ähnliche und ähnlich gelegene, vorausgesetzt, dass die

Fläche keine Kegelfläche ist.

Es hat sich somit ergeben:

Satz 4: Haben zwei partielle Differentialgleichungen ziveiter Ordnung o^* lotegni-

von der Form:

R,{p, q) r + S,{p, q) s + T,{p, q) t = 0,

B,{p, q) r + S,{p, q) s + T,{p, q) t =
im Räume (x, y, z) eine gemeinsame Integralfläche, die kein Kegel

ist, so haben sie sicher oo^ gemeinsame Integralflächen. Biese Flächen

sind einander ähnlich und ähnlich gelegen.

Da die beiden einem Flächenelement durch das System (30) zu-

geordneten Haupttangentenrichtungen im jetzigen Problem für parallele

Elemente ebenfalls parallel sind, so folgt, dass das jetzige Problem

auch so ausgesprochen werden kann:

Gegeben ist da^ sphärische Bild der Haupttangentencurven; gesucht ^v^^'^- 'Bm

werden alle Flächen, deren Haupttangentencurven dies gegebene sphärische curven.

Bild haben.

Wir specialisieren nun das Problem noch mehr: Wir setzen oompieie

voraus, die beiden partiellen Differentialgleichungen (30) sollen in der geraden

oben (S. 378) angegebenen Weise zu zwei Liniencomplexen gehören, curven.

deren jeder aus allen Treffgeraden einer unendlich fernen Curve be-

steht. Wie wir damals gesehen haben, stellt sich alsdann jede der

Gleichungen (30) in der Form dar, dass die Coefficienten R, S, T
nur p und q enthalten. Wir führen dies näher aus und bemerken

hier vorweg, dass nicht cylindrische Developpabeln als Integralflächen

von vornherein ausgeschlossen sind.

Es mögen | und rj die Werte von -^ und -^^ bedeuten, sobald

wir irgend eine Förtschreitungsrichtung (dx : dy : dz) im Räume
Lie, Geometrie der BerühnuigstransformatioDeu I. 26 [3.1. 1S96.]
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betrachten^ sodass also zu allen parallelen Fortsclireitungsriclitungen

dieselben Werte | und rj gehören. Die Grössen |, rj können mithin wie

früher als die Punktcoordinaten desjenigen Punktes der unendlich fernen

Ebene aufgefasst werden, in dem sich die Geraden aller parallelen

Fortschreitungsrichtungen (dx : dp : dz) treffen.

Ein Liniencomplex, der aus allen Treffgeraden einer unendlich

fernen Curve K besteht, kann nun durch die Gleichung dieser un-

endlich fernen Curve in | und tj definiert werden. Die Ebene eines

Flächenelementes (x, y, z, p, q) trifft die unendlich ferne Curve in

mehreren Punkten, unter denen wir zwei, etwa P^, P^, auswählen,

sodass die Richtungen vom Punkte (x, y, z) nach diesen beiden Punkten

Pj und P^ hin jene beiden Richtungen sind, die durch die zugehörige

partielle Differentialgleichung als conjugierte Richtungen definiert

werden. Wie in § 2 spielt es auch hier zunächst gar keine Rolle,

ob die beiden unendlich fernen Punkte P^, Pg auf einer irreducibelen

Curve K oder auf zwei einzelnen Curven liegen. Wir nehmen daher

vorerst an, der Punkt P^ oder (1^, t/^) sei ein Punkt der unendlich

fernen Curve K^ oder:

ebenso der Punkt Pjj oder (Ig, %) ®^^ Punkt der unendlich fernen

Curve K^ oder

% — ^2 (I2) = 0;

sodass also der betrachtete Complex aus allen Treffgeraden der un-

endlich fernen Curve

[^1 — ^'i (li)] [% — <P2(i2)] =
besteht. Auch sei vorausgesetzt, dass P^ nicht stets mit Pg zusammen-

fallen, d. h. dass nicht stets 1^ = Ig, ri^== rj^ sei.

Entsprechend bestehe der zweite Complex aus allen Treffgeraden

der unendlich fernen Curve

[^3 — 9^3 (^3)] [^4 — ^'4(^4)] = 0,

und wir setzen voraus, dass nicht stets I3 = I4, >?3 = rj^ sei.

Nun sollen erstens die Richtungen (dx^ : dy^ : dz^) und {dx^ : dy^ : dz^,

die nach den Punkten (|^, ri^ und (Ig, t]^ gehen, conjugierte Richtungen

auf dem Flächenelement {x, y, z, p, q) sein. Da

(31) dx^ : dy^ : dz^ = 1^ :
-j^i

: 1, dx^ : dy.^ : dz^ = l^'.'>]^'.l

ist, so haben wir also zu fordern:

(32) IJgr + (1,.^, + i,ri,)s + 7?,%^ = 0.

Analog fordern wir zweitens:

(33) I3 14 r -\- (I3 1?4 -f- 14^3) s + % r?4 ^ = 0.
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Da die Richtung (dx^ : dy^ : dZj) auf der Fläche liegen soll, so^°p'^^Jj°^

fordern wir

d^i — p dx^ — q dy^ =
oder nach (31):

l—p^^ — qr}^ = 0.

Eine Fläche also, die so beschaffen ist, dass in jedem Punkte die

beiden durch ihn gehenden Tangenten, die zu dem einen Complex

gehören, und ebenso die beiden durch ihn gehenden Tangenten, die

zu dem anderen Complex gehören, zu einander conjugiert sind, ist

mithin eine gemeinsame Integralfläche der beiden partiellen Differential-

gleichungen zweiter Ordnung, die aus (32) und (33) hervorgehen,

wenn ^i, ri^; ^^yVii'-, Is? %; ^i, V4. vermöge der acht Gleichungen

(34)

^1 — 9'i(y = o, '^2 — 9'2(y = o,

1— Pli — ^^1 = 0, 1—
i^ia — 2% = 0;

1 — l'ls — 9'% = 0; l—i^li— 2^4 =
daraus eliminiert werden.

Das alsdann vorliegende Problem ordnet sich den oben betrachteten

allgemeinen Problemen unter, und man sieht, dass die Coefficienten

von r, s, t in den hervorgehenden partiellen Differentialgleichungen in

der That nur von p, q abhängen.

Wir wollen annehmen, dass die beiden hervorgehenden partiellen

Differentialgleichungen diese seien:

(35^
piCi', Q) r + S,(p, q) s + T,(p, q)t = 0,

^ ^ \R2{p,q)r + S,{p,q)s+T,(p,q)t = 0.

Nach den gemachten Voraussetzungen ist dabei weder 4tIt^T^ — S^^

noch 4i?2^2 — ^^2^ identisch Null. Wie wir aus den früheren all-

gemeinen Überlegungen (S. 398) ersehen, können wir die Gleichungen

(35) immer, auf die Form bringen:

^^^ ^
[
a,a^r + ia,ß^ -f aj,) s + ß,ßj = 0,

in der die a und ß Functionen von p, q allein sind, übrigens können

wir, wie der Vergleich mit (32) und (33) lehrt, annehmen, dass all-

gemein Ui der Wert |, ist, der sich aus (34) als Function von p, q

ergiebt, d. h. dass a, die Function ist, die der Gleichung

1 — pui — qcpi{u^ =
genügt. Entsprechend ist dann /3,- die Function von p, q, die durch

26*
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ßi = (pi{ai)

definiert ist. Die Ui, ßi sind also nichts anderes als die 1,^ i];, aus-

gedrückt als Functionen von p, q.

Unser Problem, das System (35) von simultanen partiellen Diffe-

rentialgleichungen zweiter Ordnung zu integrieren, hat nach den Er-

D&i^t'^'d
göbnissen des § 2 eine einfache geometrische Bedeutung. Damals sahen

wir, dass die Integralflächen einer partiellen Differentialgleichung, etwa

der ersten, diejenigen Translationsflächen sind, deren beide Scharen von

erzeugenden Curven solche Flächen zu Developpabeln haben, welche

die unendlich ferne Curve tj^ = 9?i(li) bez. ri^ = ^^2(^2) enthalten. Die

gemeinsamen Integralflächen der beiden Grleichungen (35) sind dem-

nach Translationsflächen mit vier Erzeugungen durch je 00^ congruente

und gleichgestellte Curven. Die Tangenten der Curven der einzelnen

Scharen gehen dabei nach den vier gegebenen unendlich fernen Curven.

Aus Satz 4 ersehen wir, dass das System (35), sobald es über-

haupt eine nicht kegelförmige Integralfläche zulässt, deren sicher 00*

hat. Dies leuchtet auch geometrisch ohne weiteres ein, da die zu

einer Translationsfläche ähnlichen und ähnlich gelegenen Flächen wieder

Translationsflächen sind, deren Erzeugende Tangenten parallel zu den

Erzeugenden der ursprünglichen Fläche haben.

Wir können aber noch mehr erkennen: Differenzieren wir die

beiden Gleichungen (35) partiell nach x und partiell nach y, so er-

geben sich vier Gleichungen, die in den dritten Ableitungen von ^

linear sind. Ihre Determinante lautet:

B, S, T, \

B, S, T,

B, S, T,

B2 /S^ T2

Ist diese Determinante ^ e|e 0, so bestimmen sich also • die dritten

Ableitungen von 2 "vollständig als Functionen der niederen. Weitere

Differentiationen ergeben alsdann überhaupt alle höheren Ableitungen

von als Functionen der niederen. Nehmen wir nun an, es existiere

eine Integralfläche

^ = f(^, y)

und entwickeln wir z nach Potenzen von x — Xq und y •— y^ in der

Umgebung der Stelle {xq, y^, so erhalten wir eine Reihe, deren Coeffi-

cienten die Ableitungen von z für die Stelle {Xq, y^ sind. Sobald wir

nun 0, p, (1 und eine der zweiten Ableitungen von .? an der Stelle
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(Xq, Pq) durch vier Constanten geben, sind die andern beiden zweiten

Ableitungen von s durch (35) und nach dem Vorhergehenden auch alle

höheren Ableitungen an der Stelle (x^, y^ gegeben, sodass die Reihen-

entwickelung bestimmt ist. Mithin enthält sie nur vier willkürliche
Höcjj,tens

Constanten, d. h. es kann höchstens oo^ Integralflächen von (35) geben. ""^^^J^^^'^i

"

Sobald also die Determinante ^ EJE ist und das System (35)

mindestens eine nicht developpabele Integralfläche hat, so hat es gerade

oü* nicht developpabele Integralflächen, und zwar sind sie alle einander

ähnlich und ähnlich gelegen.

Bilden wir die Determinante ^ insbesondere für die Form (35')

des Systems (35), so kommt:

«1/^2 +«2^1

z/ =
a, a.,

cc.a.

«1«2

«^3/34 + «4^3

«3 «4

^1^2

«1/^2 + «2/^1

«3/^4 + «4^3

Es fragt sich, was die Bedingung z/ z|e bedeutet.

^1^2!

Erinnern wir uns

daran, dass (vgl. S. 398) ~ und „* die Wurzeln der quadratischen
Pi P2

Gleichung für w.

R^ii' -}- S,u -]- T.^ =
und ' und -^* die der quadratischen Grleichung:

B^u^ + s.,u + 1; =
sind, so folgt, dass z/ dann und nur dann verschwindet, wenn eine

Wurzel der ersten Gleichung mit einer Wurzel der zweiten überein-

stimmt. ^ besitzt daher die Factoren:

(«l/^S — CC^ßl) («1/^4 — «4^1) («2/^3 — «3/^2) («2^4 — <^J2)-

Man überzeugt sich leicht, indem man z. B. die Coefficienten von

c^i^ 0^2^ ßa^ßi vergleicht, dass dieses Product direct gleich z/ ist.

Die Bedingung ^ ~\- sagt also aus, dass keines der Verhältnisse

mit einem der Verhältnisse

übereinstimmt, d. h. dass keine der beiden Richtungen, die einem i^/äcÄew- Deutung d.

. . ,

if
! BedingK.

dement durch die erste Gleichung (35') zugeordnet ivird, mit einer der J^o.

Richtungen zusammenfällt, die ihm durch die zweite Gleichung (35') zu-

geordnet wird. Da wir schon früher voraussetzten, dass die beiden

durch eine der Gleichungen (35') bestimmten Richtungen nicht zu-



406 Kap. 9. Einige partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

sammenfallen, so werden also unter der Bedingung z/ Zp alle vier

durch die beiden Gleichungen (35') oder (35) dem Flächenelement

zugeordneten Richtungen von einander verschieden sein.

Wir haben gesehen, dass das System von partiellen Differential-

gleichungen (35) unter der Voraussetzung A =|- 0, die wir in allem

Folgenden machen, gerade cd^ Integralflächen zulässt, sobald es wenigstens

eine hat. Es fragt sich nun aber, ob die Gleichungen (35) überhaupt

eine gemeinsame Integralfläche haben können. Da das ganze Problem

gegeben ist, sobald die vier unendlich fernen Curven

gegeben sind, so erhebt sich also die Frage, wie diese Curven ge-

wählt werden müssen, damit die beiden Gleichungen (35) eine ge-

meinsame Integralfläche zulassen.

Hat man diese Frage beantwortet, so lassen sich die Integral-

flächen selbst, wie wir sehen werden, leicht angeben. Die gestellte

Trt'nsifl
Frage deckt sich also mit dem Problem, alle Translationsflächen mit

E^zeJ^^u
^*^** Erzeugungen durch congruente und gleichgestellte Curven zu be-

stimmen.

Aus früheren Ergebnissen, können wir entnehmen, dass die beiden

partiellen Differentialgleichungen (35) in der That unter Umständen

eine gemeinsame Integralfläche — und also deren oo* — haben. Wenn
wir nämlich annehmen, dass die beiden partiellen Differentialgleichungen

(35) zu den beiden Complexen gehören, die aus allen Treffgeraden

zweier unendlich femer Kegelschnitte Kj^ und K2 bestehen (vgl. Fig. 70,

S. 357), so werden die Curven % = 9i(li) und ^ = 9'2(^2) Zweige

des einen Kegelschnittes K^ und die Curven rj^ = (p^ (^3) und rj^= cp^ (^J

Zweige des anderen Kegelschnittes sein. Wäre nun eine Fläche zu diesen

beiden Complexen conjugiert, so würde die Tangentenebene eines Punktes

p der Fläche die unendlich ferne Ebene in einer Geraden g schneiden,

die mit K^ die beiden Punkte P^ und Pg, mit K^ die beiden Punkte

Pg und P4 gemein habe. Die Haupttangenten des Punktes p mögen

die unendlich ferne Ebene in H^ und H^ treffen. Es müssten H^ und

H^ die Punktepaare P^, P^ und Pg, P^ harmonisch trennen. Nach

einem Satze von Desargues aber schneiden alle Kegelschnitte des

von JEj und K^ bestimmten Büschels die Gerade g in den Punkte-

paaren einer Involution. Man sieht also, dass J3i, H^ auch das durch

einen beliebigen Kegelschnitt des Büschels auf g bestimmte Punkte-

paar harmonisch trennen. Daraus folgt, dass eine Fläche, die zu

den beiden vorhin erwähnten Complexen conjugiert wäre, überhaupt zu
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jedem der oo^ Complexe conjugiert wäre, deren jeder aus allen Treff-

geraden eines Kegelschnittes des Büschels besteht. Wenn es also im

vorliegenden Fall überhaupt gemeinsame Integralfiächen der beiden

partiellen Differentialgleichungen (35) giebt, so müssen sie oo^ Scharen

von je <x^ congruenten und gleichgestellten Curven enthalten. Solche mit »i

Flächen haben wir aber in § 5 des 8. Kap., S. 364, gefunden, nämlich

diese

:

(36) Äe' + Bey + Ce^ + D = 0.

Sie stehen in der That in der hier besprochenen Beziehung zu

allen Kegelschnitten eines Büschels.

Das Problem, alle Translationsflächen mit vier Erzeugungen durch
^^^^l^^-

je oo^ congruente und gleichgestellte Curven zu bestimmen, lässt sich
^^^f^^^-

allgemein lösen. Wir gehen jedoch hier nicht näher darauf ein und

beschränken uns auf einige Andeutungen: Da das Problem darauf

hinauskommt, die vier unendlich fernen Curven

(37) ^1 = (jPi dl), % = 9(^2); V, = ^sik), V4. = "pS^)

zu finden, so liegt es in der Natur der Sache, dass sich die Integra-

bilitätsbedingungen des Systems (35) als Gleichungen darstellen werden,

die nur die ^, rj und ihre Ableitungen enthalten. Man könnte leicht

erkennen, dass sie die Ableitungen nur bis zu denen von zweiter

Ordnung enthalten. Es lässt sich nun aber zeigen, wie wir ohne

Beweis mitteilen, dass sich nur eine Integrabilitätsbedingung ergiebt

und dass sie aussagt, dass die vier unendlich fernen Curven Ziveige ^^^^"^^^^^

einer irreducibelen oder zerfallenden Curve vierter Ordnung sein müssen *). * °

Dass umgekehrt, sobald die Curven (37) Zweige einer Curve

vierter Ordnung sind, das System (35) oder (35') in der That Lösungen

besitzt, kann man ableiten aus dem Abel'sehen Theorem, angewandt auf Abei'acheg
'

_ .
Theorem.

das Schnittpunktsystem einer beweglichen Geraden g mit der festen

Curve vierter Ordnung. Es sei nämlich in den oben eingeführten

Punktcoordinaten ^, r^

(38) F(|, ,^) =
die Gleichung der unendlich fernen Curve vierter Ordnung. Wir

schneiden die Curve mit einer Geraden und lassen diese sich bewegen,

bis sie in eine Endlage g kommt, in der die vier Schnittpunkte die

*) Seit 1869 hat sich Lie in einer Reihe von Arbeiten mit den Translations-

flächen beschäftigt, vgl. insbesondere Archiv for Math, og Naturv. 1882 und
Comptes Rendus 114 Bd., 1892, S. 334. Auf seine Veranlassung wurden unter
Leitung von Scheffers eine Reihe von Modellen zu den Translationsflächen

mit vier bez. 00^ Erzeugungen im Math. Institut der Univ. Leipzig angefertigt.
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Abei'sche Abscisseii li, I27 ^3 7 ^4 tabeii. Bilden wir darauf die drei Abel'schen

1. Gattg. Integrale erster Gattung:

I ^ •!

(39) Ji^i = ^(^),
j!?^=gr(|),

f^^^
= X(^),

a he
indem wir dabei immer zwischen | und vi die Relation (38) voraus-

setzen, so sagt das Abel'sclie Theorem aus, dass bei passender Wahl

der Anfangswerte:

^(1,) H- 0(y + 0(y + 0(y = 0,

^(1,) + ^(1,) + nis) + '-P-CIJ = 0,

x(i,) + x(i,) + x(y + x(y =
ist. Mithin liefern die Gleichungen:

[^ = 0(y + a>(y,

(40) ?/
= 'f^Cü + ^P-^a),

U = X(|,) + xd^)

dieselbe Fläche wie die Gleichungen:

|a; = -0(y-C&(y,
(40') l/=-'P-(y „^(y,

U = -x(y-x(y,
während die Form dieser Gleichungen lehrt, dass wir es mit einer

Translaticnisfläche zu thun haben, die demnach vier Scharen von je oo^

congruenten und gleichgestellten Curven enthält, nämlich:

1^ = Const., I2 "= Const., I3 = Const., §4 = Const.

Nach (39), (40) und (40') ist hier:

ai = l| = ^'^^'-^
=
^'^^'-^ = ^-

§|:|| = ^(i.):r(|.)=...

Da aber 1,- und t],- die Relation (38) erfüllen, so ist hiermit verificiert,

dass die Fläche (40), (40') eine gemeinsame Integralfläche der beiden

partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung (35) oder (35') ist

für den Fall, dass zwischen den «j, /3; (oder |;, t};) die Relation vierten

F{ai,ß,) = (i=l,2,3,4)

festgesetzt wird, also für den Fall, dass die vier unendlich fernen

Curven eine Curve vierter Ordnung bilden.
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Aus der Translationsfläche (40) oder (40') erhalten wir alle oo*

Translationsflächen mit je vier Erzeugungen, die zu der gewählten

Curye vierter Ordnung F(^, rj) = gehören, wenn wir auf sie eine

allgemeine Ahnlichkeitstransformation ausüben.

Offenbar geht die Fläche (40) oder (40') durch Spiegelung am
Anfangspunkte in sich über, denn die Grleichungen (40) und (40')

geben, wenn in ihnen 1^ und I3 ein gemeinsamer Wert und l^ und |^

ein gemeinsamer Wert erteilt wird, zwei Punkte der Fläche, deren

Coordinaten einander entgegengesetzt gleich sind, also zwei Punkte,

deren Mitte der Anfangspunkt ist.

Eine jede der oc^ gefundenen Flächen hat folgende Eigenschaft:

Construieren wir in einem Punkte p der Fläche die Tangentenebene,

so schneidet sie die unendlich ferne Ebene in einer Geraden g, die mit

der Curve vierter Ordnung (38) vier Punkte P^, Pg, Pg, P4 gemein

hat. Alsdann sind pP^^, P^^f P^sy P^a Tangenten, von denen etwa

pP^ und jpPg und ebenso pP^ und pP^ zu einander conjugiert sind.

Zerfällt die Curve vierter Ordnung in eine Curve dritter Ordnung'^^^^^^^^^-

und in eine Gerade, so liegt etwa P^ auf der Geraden, d. h. die Er-

zeugenden I4 = Const. auf der Fläche haben lauter Tangenten, die

eine feste unendlich ferne Gerade treffen und sind daher ehen. Ist

die Gerade insbesondere eine Wendetangente der Curve dritter Ordnung,

so sind diese ebenen Erzeugenden Parabeln, wie sich leicht zeigen lässt.

Zerfällt die Curve vierter Ordnung in ztvei Kegelschnitte K^ und K^,

so sind zwei Fälle denkbar. Entweder liegen die beiden Punkte

Pj, Pg, die zu conjugierten Tangenten pP^ und pP^ gehören, auf

dem einen und also die beiden anderen Punkte P3, P^ auf dem
anderen Kegelschnitt, oder aber P^, Pg liegen auf K^ und Pg, P^ auf

K^. Im ersteren Falle zeigt sich, dass aus dem Satz von Desargues,

wie oben dargethan wurde, folgt, dass die betreffenden Flächen un-

endlich viele Scharen von je 00^ congruenten Curven enthalten, ent-

sprechend den C5ü^ Kegelschnitten des von K^ und K^ bestimmten

Büschels, während dieser Schluss im zweiten FaU unrichtig wäre.

Der erstere Fall liefert, wie gesagt, die Flächen (36). Sie entprechen

der Annahme des Büschels von Kegelschnitten:

(1 -{- X) ^7] — ^ X7? := 0.

Eine Translationsfläche geht femer bei linearer Transformation des

Raumes (x, y, z) wieder in eine Translationsfläche über. Bei einer

derartigen Transformation aber wird die unendlich ferne Ebene in

sich und zwar projectiv transformiert. Aus der Gleichung (36) gehen
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daher die Flächen, die zu einem beliebigen unendlich fernen Büschel

gehören, durch lineare Transforikation hervor. Wählt man insbesondere

das Büschel:

l^ + x|.? + r + i = o,

das aus dem vorhergehenden durch imaginäre projective Transfor-

mation in I, t; hervorgeht und das den Kugelkreis (für x = 0) enthält,

^Minimlm^ ^^ wird man auf die Scherlc'sche Minimalfläche geführt, die in ihrer

einfachsten Gestalt so lautet:

j
sina;

siny

Die Scherk'sche Minimalfläche enthält daher oo^ Scharen von je oo^

congruenten und gleichgestellten Curven.

Das Kegelschnittsbüschel kann auch ausarten. Ist z. B. das Kegel-

schnittsbüschel gegeben durch

g
Minimau^ go kommt man ^ur Minimal -Schraubenfläche:

z == arc tg ~ •

In der That enthält diese cx^ Scharen von je oo^ congruenten und

gleichgestellten Schraubenlinien. Je oo^ solche liegen nämlich auf oo^

congruenten Rotationscylindern, welche die Axe der Schraubenfläche

als Erzeugende enthalten.

Das Büschel von Kegelschnitten:

f + xif + St; =
^y^^^y'^g*^^ liefert die bekannte Cayley'sehe Regelfläche dritter Ordnung in der Form:

2/' + 2^2/ — 23 = 0.

Wenn die Curve vierter Ordnung (38) in zwei Kegelschnitte zer-

fällt und der vorhin erwähnte zweite Fall eintritt, dass P^, P^ auf

verschiedenen und ebenfalls Pg, P^ auf verschiedenen Kegelschnitten

liegen, ergeben sich Translationsflächen mit nur vier Erzeugungen

durch je oo^ congruente und gleichgestellte Curven, nämlich die schon

in § 5 des 8. Kap., S. 364, besprochenen Flächen:

Aev+' 4- Be'+'' + Ce^+J' + Le^ -f Me^ -f Ne' = 0.

Hierher gehören ferner die aus diesen durch lineare Transformation

des Raumes (x, y, z) hervorgehenden Flächen sowie die Ausartungen

dieser Flächen, die bei specieller Wahl der beiden Kegelschnitte her-

vorgehen.
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Wir formulieren unsere Ergebnisse als

Theorem 15: Ist JP(|, '>]) = die Gleichung einer irredu-

cibelen oder zerfallenden Curve vierter Ordnung und wird

gesetzt, so stellen die Gleichungen:

eine Fläche dar, die in vier verschiedenen Weisen durch Trans-

lation je einer Curve erzeugt werden kann.

Wir merken hier noch Folgendes an: Die Minimalflächen könne^j

definiert werden als die Flächen, die conjugiert sind zu dem Complex

aller Minimalgeraden, d. h. aller Treifgeraden des Kugelkreises. Sie

gehören daher auch zu den Translationsflächen, indem sie durch Trans-

lationsbewegung einer Minimalcurve längs einer anderen Minimalcurve

hervorgehen. Man kann nun nach den Minimalflächen fragen, die noch
^i^^^^^^^

in anderer Weise Translationsflächen sind, also noch zwei Scharen ^^^^.^^^^^^

congruenter und gleichgestellter Curven enthalten. Nach dem Vorher- ^a''o»i«fl

gehenden gelangt man zu ihnen, wenn die unendlich ferne Curve

vierter Ordnung in den Kugelkreis und noch einen Kegelschnitt zer-

fällt. Dies erklärt, dass oben die Scherk'sche Minimalfläche und die

Minimal - Schraubenfläche auftrat.

Man kann auch die Aufgabe erledigen, alle algebraischen Flächen

zu finden, die vier Scharen congruenter und gleichgestellter Curven

enthalten. Der Vollständigkeit halber bemerken wir ausdrücklich, dass

alle Cylinder und insbesondere die Ebenen in unendlich vielen Weisen

als Translationsflächen aufgefasst werden können.

Kapitel 10.

Beziehung zwischen Sätzen über Geraden und Kugeln.

Das gegenwärtige Kapitel ist das wichtigste dieses ganzen Bandes.

Wir entwickeln nämlich darin eine Reihe von Theorien, die eine ganz

hervorragende Bedeutung haben und die uns im zweiten Bande in

ausgedehntem Masse wieder beschäftigen werden. Einige unter den

wichtigsten Ergebnissen dieses Kapitels deuten wir hier an:

Zunächst bestimmen wir alle conformen Punlcttransformationen des

Raumes, wodurch wir zu dem von Liouville zuerst aufgestellten Satze
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über diese Transformationen gelangen. Dabei benutzen wir solche

Methoden^ deren Ausdehnung auf Räume von beliebig vielen Dimen-

sionen wir allerdings in diesem Bande noch nicht geben, dem Leser

aber doch nahe legen. Sodann wenden wir uns zu einer schon öfters

untersuchten Beziehung zwischen den Punkten des Raumes und den

Kreisen der Ebene. Insbesondere finden wir, dass die conformen

Punkttransformationen des Raumes denjenigen Berührungstransforma-

tionen der Ebene entsprechen, die jeden Kreis in einen Kreis über-

führen.

Darauf kommen wir durch gewisse Überlegungen, die wir hier

nicht weiter andeuten wollen, zur Betrachtung des Gleichungensystems:

X-}-iY -\-xZ-\-z =0,
x{X— iY)—Z-y =

in den beiden Wertsystemen x, y, z und X, Y, Z und zeigen, dass es

eine eiw-emdeutige Beziehung zwischen den Linienelementcn der beiden

Monge'schen Gleichungen

xdy — ydx-\-dz =
und

dX^ + dY^-\-dZ^ =
bestimmt. Die erstere Gleichung ist die eines linearen Liniencomplexes

im Räume (x, y, z), die letztere definiert den Complex aller Minimal-

geraden des Raumes (X, Y, Z). Es ergiebt sich, dass durch jenes

Gleichungensystem auch ein ein-eindeutiges Entsprechen zwischen den

Curven des linearen Complexes und den Minimalcurven des Raumes

(X, Y, Z) hergestellt wird.

Hieraus leiten wir darauf eine ein-zweideutige Beziehung zwischen

den Flächenelementen in den beiden Räumen (x, y, z) und (X, Y, Z)

ab, bei der die Flächenelemente einer Fläche im einen Räume den

Flächenelementen einer Fläche im anderen Räume entsprechen, wobei

aber Curven und Punkte als Ausartungen von Flächen auftreten.

Insbesondere den Flächenelementen einer Geraden des Raumes

(x, y, z), d. h, den Flächenelementen, deren Punkte auf der Geraden

liegen und deren Ebenen die Gerade enthalten, entsprechen dabei die

Flächenelemente einer Kugel des Raumes (X, Y, Z).

Hiermit wird ein merkwürdiger Zusammenhang zwischen der Geometrie

der Geraden und der Geometrie der Kugeln hergestellt, der allerdings erst

im zweiten Bande eingehender untersucht werden soll. Hier beweisen

wir aber wenigstens noch das wichtige Theorem, nach dem den Haupt-

tangentencurren einer Fläche im Räume (x, y, z) die Krümmungslinien

der zugeordneten Fläche im Räume (X, Y, Z) entsprechen.
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Anhangsweise füliren wir schliesslich noch den Begriff: Verein

von Linienelementen im Räume ein und zeigen, dass eine Transfor-

mation der Linienelemente des Raumes, die jeden Verein in einen Verein

überführt, notwendig eine Punkttransformation ist.

§ 1. Die conformen Punkttransformationen des Baumes. Abbildung

der Kreise der Ebene als Punkte des Raumes.

Zuerst beabsichtigen wir, den Begriff: conforme Punkttransfor-

mation im Räume aufzustellen und dann alle derartigen Transforma-

tionen zu bestimmen. Dabei aber ist es zum besseren Verständnis

zweckmässig, alle conformen Punkttransformationen der Ebene, die

jeden Kreis in einen Kreis verwandeln, vorher zu bestimmen. Deshalb

wollen wir uns zuerst hiermit beschäftigen.

Es mögen x, y gewöhnliche rechtwinklige Punktcoordinaten in

der Ebene bedeuten. Eine Punkttransformation

x^==(p{x,y), y^^7l,{x,y)

heisst dann conform, wenn sie in den kleinsten Teilen ähnlich ist, d. h..
9°?''- ^''"'^•

' '

_

' 1. d. Ebene.

deutlicher ausgesprochen, wenn sie so beschaffen ist, dass die von

einem Punkte {x, y) ausgehenden Bogenelemente bei der Transfor-

mation in ihrer Länge nur um einen zwar vom Punktorte {x, y),

nicht aber von der Richtung der Bogenelemente abhängigen Factor

geändert werden. Analytisch ausgedrückt heisst also die Punkttrans-

formation dann und nur dann conform, wenn sie eine Gleichung von

der Form

(1) dx^^ + dy^^ = q{x, y) {dx^ + dy^)

nach sich zieht, in der q ein von x, y allein abhängiger Factor ist.

Ist dies der Fall, so wird jede unendlich kleine Figur vermöge der

Transformation in eine solche neue Figur übergeführt , die der ursprüng-

lichen ähnlich ist, denn man kann leicht nachweisen, dass eine der-

artige Transformation auch den Winkel, den zwei von einem Punkte

ausgehende Bogenelemente mit einander bilden, ungeändert lässt, dass

sie also winkeltreu ist. Wir brauchen auf diese bekannten Dinge hier

nicht näher einzugehen.

Da sich die Gleichung (1) mit Hülfe der imaginären Einheit i

auch so schreiben lässt:

d{x^ + iyx) d{x^ — iVx) = Qd(x -\- iy) d{x — iy),

so bestehen vermöge der conformen Transformation entweder zwei

Gleichungen von der Form:

(2) Xv-\-iyi = ^{x-{-iy), x, — iy^=W(x--iy)
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oder zwei Gleichungen von der Form:

^1 + «2/i
= ^(oi; — iy), x^ — iy^ = W(x + iy).

Wir beschränken uns auf den ersten FaU (2), in dem jede unendlich

kleine Figur in eine gleichsinnig ähnliche übergeht. Der zweite Fall,

in dem jede unendlich kleine Figur in eine ähnliche von entgegen-

gesetztem Sinn verwandelt wird, lässt sich ja durch eine Umklappung

der ganzen Ebene auf den ersten Fall zurückführen. Soll nun die

Transformation (2) überdies reell sein, so müssen und W^ dieselben

Functionen ihres Argumentes sein. Dadurch kommt man zu der be-

kannten Darstellung der conformen Transformationen:

^1 + *^i = ^(^ + *2/); ^1 — *^i = ^(^ — «2/)-

Ist X{x, y) der reelle und i Y{x, y) der imaginäre Teil der Function

0{x -\- iy), so kann man die Transformation auch so schreiben:

^1 = ^(^; y), yi = Y(x, y).

Im Jahre 1779 bestimmte Lagrange*) alle conformen Abbildungen

der Rotationsflächen auf die Ebene, insbesondere der Kugel auf die

Ebene und damit implicite alle conformen Punkttransformationen in

der Ebene. Femer löste er die Aufgabe, die Kugel so conform auf

die Ebene abzubilden, dass sich jeder Kreis auf der Kugel als Kreis

abbildet. Es erhellt, dass er damit auch das Problem gelöst hat, die

conformen Punkttransformationen in der Ebene zu bestimmen, die jeden

Kreis in einen Kreis überführen. Gauss hat 1822**) die naheliegende

Verallgemeinerung gegeben, beliebige Flächen conform auf einander ab-

zubilden, eine Verallgemeinerung, die für die Flächentheorie von Be-

deutung geworden ist.

Für unsere Zwecke ist es nötig, die von Lagrange bestimmten

conformen Transformationen besonderer Art aufzustellen, die Kreise in

Kreise verwandeln. Wir schlagen dabei jedoch einen anderen Weg ein.

conf. Trf. Wir stellcu uns also die Aufgabe, alle die conformen Funkttrans-

Ai6 Kreia i. formationen der Ebene zu bestimmen, die jeden Kreis in einen Kreis

überführen. Unter diesen Transformationen sind uns von vornherein

mehrere bekannt. Offenbar gehören hierher alle Translationen oder

*) Lagrange, Sur la construction des cartes geographiques. Nouveaux
Möm. de l'Acad. de Berlin 1779, S. 161. Siehe auch Oeuvres 4. Bd., S. 635.

**) Gauss, Allgemeine Außösung der Aufgabe, die Teile einer gegebenen

Fläche auf eine andere gegebene Fläche so abzubilden, dass die Abbildung dem
Abgebildeten in den kleinsten Teilen ähnlich wird. Preisschrift, geschrieben 1822,

veröff. i. d. Astron. Nachr. 3. Heft, 1825, S, 1, siehe auch Werke, 4. Bd., S. 189.

Die Bezeichnung: conform führte er in seinen Untersuchungen über Gegenstünde der

höheren Geodäsie, Gott. Abb. 1844, auch Werke 4. Bd. (daselbst insbes. S. 262) ein.
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Schiebungen und alle Botationen, also alle Bewegungen der Ebene in

sich, femer alle AJinlichkeitstransformationen sowie insbesondere die

wichtigen Transformationen durch redprohe Madien (vgl. 3. Beispiel,

§ 1 des 1. Kap., S. 6). Wir werden sehen, dass die allgemeinste hier-

hin gehörige Transformation durch eine Aufeinanderfolge der soeben

genannten besonderen Transformationen ersetzt werden kann.

Es sei nämlich C irgend eine conforme Transformation der Ebene,

bei der jeder Kreis in einen Kreis übergeht. Wir wählen einen be-

liebigen Punkt p in der Ebene aus. Er wird vermöge C in einen

Punkt p^ übergehen:

{P)C={P^
Nun giebt es auch eine Translation T, die p nach p^ bringt:

{p)T^{p,).

Die zu ihr inverse Translation T~^ bringt p^ nach p:

Es wird also:

{:p)ct~^ = {p,)t-- = {^),

d. h. die Aufeinanderfolge von C und T—^ führt den Punkt p schliesslich

wieder in sich über, lässt ihn also invariant. Da C und T~^ beide con-

form sind und da sie beide jeden Kreis in einen Kreis verwandeln,

so erhellt, dass auch die Transformation, die ihrer Aufeinanderfolge

CT~^ äquivalent ist, conform ist und jeden Kreis in einen Kreis über-

führt. Es sei nun H eine Transformation durch reciproke Radien,

deren Pol der Punkt p ist. Betrachten wir dann die Aufeinanderfolge

der vier Transformationen:

BCT-^B.

Da sie alle vier conform sind und jede alle Kreise immer wieder in

Kreise verwandelt, so ist die Transformation, die der Aufeinanderfolge

äquivalent ist, ebenfalls conform, und sie verwandelt jeden Kreis

in einen Kreis. Aber sie hat nun einige besondere Eigenschaften.

Zunächst können wir sie so schreiben:

R(CT-')R.

Eine beliebige Gerade g wird durch R in einen Kreis durch den Pol p
übergeführt (siehe S. 7). Da p bei C T—^ fest ist und da CT—^ jeden

Kreis in einen Kreis verwandelt, so geht der soeben erhaltene Kreis

bei CT~^ wieder in einen Kreis durch p über. Wenn wir auf diesen

Kreis schliesslich R ausüben, so geht er in eine Gerade über. Also

folgt, dass die conforme Transformation, die der Aufeinanderfolge

RCT~^R äquivalent ist und die jeden Kreis in einen Kreis überführt
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insbesondere jede Gerade in eine Gerade verwandelt. Eine Trans-

formation aber, die jeden Kreis in einen Kreis und insbesondere jede

Gerade in eine Gerade überführt, verwandelt, wie bekannt ist, jede

Figur in eine ähnliche Figur. Sie- ist also eine Ähnlichkeitstrans-

formation, d. h. sie besteht in einer Drehung der ganzen Ebene um
einen festen Punkt, in einer gleichzeitigen Vergrösserung aller von

diesem Punkt ausgehender Radienvectoren nach einem constanten Ver-

hältnis und eventuell einer Umklappung der Ebene. Sie sei mit Ä
bezeichnet. Unser Ergebnis wird nun durch die symbolische Gleichung

dargestellt:

Da die Transformationen durch reciproke Radien involutorisch sind,

also die Aufeinanderfolge jRjB die Identität liefert, so erhalten wir,

wenn wir in der symbolischen Gleichung auf beiden Seiten links und

rechts den Factor R hinzufügen:

CT-i = BäB.
Maltiplicieren wir beiderseits rechts mit T, so kommt schliesslich:

C = BÄRT,
in Worten: Die gesuchten conformen Transformationen lassen sich

darstellen als Folgen der schon oben erwähnten besonderen Trans-

formationen. Die Translation T ist ein Specialfall der allgemeinen

Ahnlichkeitstransformation. Ferner ist zu beachten, dass wir factisch

gar keinen Gebrauch davon gemacht haben, dass die betrachteten

Transformationen conform sind. Wir haben nur das benutzt, dass sie

Kreise in Kreise überführen. Also können wir den Satz aussprechen:

Satz 1: Jede solche Punkttransformation in der Ehene, hei der

jeder Kreis in einen Kreis übergeht, lässt sich als eine Aufeinanderfolge

von ÄhnlichJceitstransformationen und Transformationen durch reciprohe

Badien darstellen und ist daher auch conform.

Besond. Wir können dem Satz noch eine speciellere Form geben. Da
solchen Trf. nämlich B alle Geraden in Kreise durch den Pol p verwandelt, da

diese Kreise bei Ä in alle Kreise durch den Punkt p' übergehen,

für den

(P) ^ = {P')

ist, da ferner B alle Kreise durch p' in alle Kreise durch den Punkt p"

transformiert, für den

(p')B^(p")

ist, und da endlich T diese letzteren Kreise in alle Kreise durch den

Punkt verschiebt, für den
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(p")T=(0)

ist, so folgt, dass die Aufeinanderfolge RÄBT oder also C alle oo^

Geraden der Ebene in alle oo^ Kreise durch einen gemeinsamen Punkt

verwandelt

Wir wählen nun eine Transformation durch reciproke Radien B^,

die gerade diesen Punkt zum Pol hat. Die Aufeinanderfolge CB^

führt dann jede Gerade in eine Gerade über, da ja B^ alle Kreise

durch wieder in Geraden verwandelt. Diese Aufeinanderfolge ist also

einer Ahnlichkeitstransformation J.^ äquivalent. Also ist:

CB^ = Ä^

oder, wie durch beiderseitiges Hinzufügen des rechten Factors B^^ her-

vorgeht:

(3) C=A^B^.
Wir heben hierbei hervor, dass die Transformation durch reciproke

Radien B^ durch ihren Pol nicht völlig bestimmt ist. Vielmehr

muss noch angegeben werden, welchen constanten Wert das Product

aus dem ursprünglichen und dem transformierten Radiusvector von

aus haben soll. Offenbar können wir ihn in der vorhergehenden Be-

trachtung beliebig, aber bestimmt wählen. Wir wählen ihn gleich

der Einheit (wie auf S. 6). Wir nennen dann B^ eine Transformation

mit dem Grundkreis vom Radius Eins, weil der Kreis um mit

diesem Radius bei jB^ punktweis invariant bleibt. Nunmehr sprechen

wir das durch die Formel (3) ausgedrückte Ergebnis so aus:

Satz 2: Jede solche Punküransformation der Ebene, bei der jeder

Kreis in einen Kreis übergeht, ist conform und der Aufeinanderfolge

einer Ähnlichkeitstransformation und einer Transformation durch reciproke

Badien mit dem Grundkreis vom Badius Eins äquivalent.

Hieraus können wir entnehmen, wieviele derartige Transformationen

vorhanden sind: Zwei solche Transformationen:

C=A,B, und C = A,'B,'

sind nämlich dann und nur dann mit einander identisch, wenn

A^B^ = A^'B,'

oder also, wie durch beiderseitige Hinzufügung des linken Factors

Ai~^ und des rechten Factors B^' hervorgeht, wenn:

B^B^' = Af-'Aj;

ist. Nun hat B^ den Pol 0, und B^' möge den Pol 0' haben. Eine

Gerade geht bei B^ in einen Kreis durch über, dieser bei BjJ in

einen Kreis durch den Punkt U, der aus vermöge B^ hervorgeht,

für den also

Lie, Geometrie der Berührangstransformationen I. 27 [4.1. 1896.]
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ist. Also geht eine Gerade bei B^R/ in einen Kreis durcli U über.

Andererseits geht eine Gerade bei A{~'^ A-[ offenbar wieder in eine

Gerade über. Also kann die obige symbolische Gleichung nur dann

richtig sein, wenn die Kreise durch TJ Geraden sind, d. h. wenn TJ

unendlich fern liegt, mit andern Worten, wenn R^ den Punkt ins

Unendlichferne transformiert und daher auch der Pol von jR^' ist.

Dann aber sind R^ und i?/ mit einander identisch, sodass (4) ergiebt:

i = ^r^^'
oder

also auch C= C. Also sehen wir: Zwei Transformationen G= Ä^Ri
und C= A^ R^ sind dann und nur dann mit einander identisch, wenn

A^ = A-[ und jRj == R^ ist.

Daraus folgt, dass die allgemeinste Transformation C= A^^R^

von gerade so vielen wesentlichen Parametern abhängt, als A^ und R^

zusammen. Nun ist jede gleichsinnige Ahnlichkeitstransformation A^

bestimmt durch den Drehpunkt, der von zwei Coordinaten abhängt,

durch die Amplitude der Drehung und durch das constante Ver-

grösserungsverhältnis der Radienvectoren , d. h. sie hängt von vier

wesentlichen Parametern ab. Offenbar hängen die ungleichsinnigen

Ahnlichkeitstransformationen von ebensovielen Parametern ab. Es giebt

also oü^ Ahnlichkeitstransformationen A^. Die Transformation durch

reciproke Radien R^ ist bestimmt, sobald ihr Pol gegeben ist, also

durch zwei wesentliche Parameter. Mithin folgt:

Anzahl Satz 3: ISiS giebt in der Ebene gerade oo^ Punkttransformationen,

die jeden Kreis in einen Kreis überführen und daher auch conform sind.

Diese Transformationen sind ein- eindeutig.

Das Letztere folgt unmittelbar daraus, dass die Ahnlichkeitstrans-

formationen und die Transformationen durch reciproke Radien ein-

eindeutig sind.

Anal. Nebenbei sei hier angegeben, wie sich diese Transformationen analytisch
Darsteiig. darstellen: Wenn wir

X + iy ^w, iCi + it/j EE Wi

setzen, so giebt die Gleichung:

w^ = Äw -\- B
alle Ähnlichkeitstransformationen an, während:

_ 1

* «; -)- a

unter anderen alle Transformationen durch reciproke Radien liefert. Führen wir

zwei solche Transformationen nach einander aus, so ergiebt sich als die Trans-



§ 1. Confonne Pkttrfn. Abbildg. d. Kreise d. Ebene als Punkte im Raum. 419

formation, die der Aufeinanderfolge äquivalent ist, eine Transformation von der

allgemeinen Form:

_ Aw-\- B

oder:

^1 -i- *2/l
-

^(^ _^ -y-^ _^ J)

Hierin können Ä, B, C, D beliebige complexe Constanten sein.

Während wir uns in der Ebene auf die Betrachtung derjenigen

conformen Punkttransformationen beschränkt haben, die jeden Kreis

in einen Kreis überführen, wenden wir uns jetzt zur Betrachtung und

Bestimmung aller conformen Punkttransformationen des Raumes über- ^"^^^^^

haupt. Wir werden nämlich finden, dass sich die Sache im Räume
insofern wesentlich anders stellt, als eine conforme Transformation des

Raumes stets jede Kugel in eine Kugel überführt. Daraus werden wir

dann schliessen, dass die Gesamtheit aller conformer Punkttransfor-

mationen im Räume von einer endlichen Anzahl von Parametern ab-

hängt, während sie in der Ebene nach (2) von zwei willkürlichen

Functionen abhängt.

Es mögen X, Y, Z gewöhnliche rechtwinklige Punktcoordinaten

im Räume bedeuten. Eine Punkttransformation

(4) x, = 3e(x, r,z), r, = ?)(x, r, z), z, = 2^(x,y,z)

im Räume heisst conform, wenn sie wiederum die oben für den Fall

der Ebene (S. 413) angegebene Eigenschaft hat, analytisch ausgedrückt,

wenn sie eine Gleichung von der Form

(5) dX,'-\-dY,^ + dZ,' = Q(X,Y,Z){dX'-\-dY-'-\-dZ'') .

nach sich zieht, in der q ein von X, Y, Z allein abhängiger Factor

ist. Wie in der Ebene, so lässt sich auch im Räume analytisch zeigen,

dass die conformen Transformationen winkeltreu sind, d. h. dass der

Winkel zweier von einem Punkte ausgehender Bogenelemente bei ihnen

nicht geändert wird. Mit dem sehr einfachen Nachweis halten wir

uns hier nicht auf.

Die Bedingung (5) für die conformen Transformationen (4) können

wir auch anders aussprechen: Die Monge'sehe Gleichung Monge'sche

(6) dX^-^dY^ + dZ^ =
geht bei einer conformen Transformation wegen (5) über in:

(7) dX^^ J^dY^^ + dZ^ = 0,

sie bleibt demnach bei den conformen Transformationen invariant.

Umgekehrt, wenn eine Punkttransformation (4) die Monge'sche

Gleichung (6) in (7) überführt, so ist sie conform. Denn da dXy,d Y^,dZ^
27*
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vermöge der Gleichungen (4) lineare homogene Functionen von dX^

dY, dZ sind, so kann die Grleichung (7) nur in der Weise vermöge

(4) aus (6) hervorgehen, dass die linke Seite von (7) die Form (5) hat.

Trfn. d^ j)]g Intcgralcurveu der Monge'schen Gleichung (6) sind die (imagi-

in eben- näreu) Curven von der Länge Null, die Minimalcurven. Wir können

daher sagen:

Satz 4: Eine Punkttransformation:

X, = I{X,Y,Z), Y, = UX,Y,Z), Z, = ^(X,Y,Z)

ist dann und nur dann conform, wenn sie die Monge'sehe Gleichung

dX^ + dY^ + dZ^ =
invariant lässt oder, was dasselbe sogt, wenn sie jede Minimalcurve in

eine Minimalcurve überführt.

Die Monge'sche Gleichung (6) hat nach § 1 des 7. Kap. oo^ Ele-

mentarkegel und definiert oo^ Flächenelemente. Sind X, Y, Z die

Coordinaten des Punktes eines Flächenelementes und sind die Richtungs-

cosinus der Normalen der Elementebene proportional P, Q und — 1 , so-

dass X, Y, Z, P, Q die Coordinaten des Flächenelementes sind, so

werden die oo^ durch die Monge'sche Gleichung (6) definierten Flächen-

elemente gegeben durch die Gleichung:

(8) 1 + P2 _|- ^2 _ 0.

In der That haben wir ja schon an der angegebenen Stelle die vor-

liegende Monge'sche Gleichung als Beispiel (S. 255 u. 262) genauer

besprochen und dort die Gleichung (8) aufgestellt.

Eine Punkttransformation, die conform ist, also die Monge'sche

Gleichung (6) in sich überführt, verwandelt jeden Elementarkegel der

Gleichung in einen ebensolchen. Die Flächen, die von den Elementar-

zugeh, p. kegeln berührt werden, sind die Integralflächen der partiellen Differential-

^ ^ gleichung erster Ordnung

und es ist daher selbstverständlich, dass die conformen Punkttrans-

formationen auch diese partielle Differentialgleichung (8') invariant

lassen.

Die Integralflächen der partiellen Difi^erentialgleichung (8') sind,

wie wir wissen (vgl. S. 264), die Developpabeln, deren Erzeugende

Minimalgeraden sind. Eine conforme Punkttransformation führt also

jede Developpabele, deren Erzeugende Minimalgeraden sind, in eine

ebensolche Fläche über.
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Die Charakteristiken der partiellen Differentialgleichung (8') sind

die oo^ Minimalgeraden. Aus den Betrachtungen auf S. 264 geht her-

vor, dass die Charakteristiken die einzigen Curven sind, durch die un-

endlich viele Integralflächen gehen; denn wählt man irgend eine Curve

im Räume, so sind die hindurchgehenden Integralflächen die Deve-

loppabeln, die dem Kugelkreis umschrieben sind und die zugleich die

Curve enthalten. Solcher Developpabeln giebt es aber nur dann un-

endlich viele, wenn die Curve selbst eine Minimalgerade ist. Da nun

eine conforme Punkttransformation jede Integralfläche von (8') wieder

in eine Integralfläche überführt, so muss sie jede Curve, durch die

unendlich viele Integralflächen gehen, wieder in eine solche Curve

verwandeln. Also geht jede Minimal^era^e in eine Mmimalgerade über.

Wenn umgekehrt eine vorgelegte Punkttransformation des Raumes

(X, Y, Z) jede Minimalgerade in eine Minimalgerade verwandelt, so

führt sie jeden Kegel, der von Minimalgeraden gebildet wird, in einen

ebensolchen über. Diese Kegel sind aber in ihren Spitzen identisch

mit den Elementarkegeln der Monge'schen Gleichung (6). Also lässt

die Transformation die Monge'sche Gleichung (6) invariant und ist

daher conform. Hiermit hat sich ergeben:

Satz 5: Eine Punkttransformation des Raumes ist dann und nur itt. d.

Mioimal-

dann conform, wenn sie jede Minimalgerade in eine Minimalgerade geraden
in eben-

überführt. solche.

Die einzigen Flächen, die zwei Scharen von Minimalgeraden ent-

halten, von denen sie doppelt überdeckt werden, sind die Kugeln. Trf. der

Mithin folgt, dass eine conforme PunJcttransfortnation jede Kugel in

eine Kugel überführt*). Insbesondere wollen wir unter einer Nullkugel

eine Kugel verstehen, auf der beide Scharen von Minimalgeraden zu-

sammenfallen, d. h. einen Kegel, dessen Erzeugende Minimalgeraden

sind, der also den Kugelkreis enthält. Diese Kegel sind in ihren

Spitzen identisch mit den vorhin besprochenen Elementarkegeln der

Monge'schen Gleichung (6), und wir wissen also, dass eine conforme

Transformation jede Nullkugel in eine Nullkugel üherführt. Analytisch
'^'^Jf^^^*'

wird eine Nullkugel durch eine Gleichung von der Form

(Z - af -f (r— ly -f (Z - c)2 =
dargestellt.

Umgekehrt, wenn eine vorgelegte Punkttransformation des Raumes

jede Nullkugel in eine Nullkugel verwandelt, so ist sie nach dem

*) Hierin unterscheiden sie sich wesentlich yon den conformen Punkttrans-
formationen der Ebene. Vgl. die entsprechende Bemerkung auf S. 419.
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Vorhergehenden conform. Man kann dies auch so einsehen: Wenn
zwei Nullkugeln einander längs einer Curve berühren, so ist die Curve

eine Minimalgerade. Da nun die Punkttransformation einander be-

rührende Nullkugeln in ebensolche überführt, so verwandelt sie jede

Minimalgerade in eine Minimalgerade und ist deshalb nach Satz 5

conform. Wir haben also gefunden:

Satz 6: Eine PunTcUransformation des Baumes ist dann und nur

dann conform, wenn sie jede Nullkugel in eine Nullkugel überführt Als-

dann führt sie auch jede Kugel in eine Kugel und jede Minimalgerade

in eine Minimalgerade über.

Liegen zwei conforme Punkttransformationen C^ und Cg im Räume
vor, so 'ist ihre Aufeinanderfolge C^ C^ einer einzigen Punkttrans-

formation äquivalent, die augenscheinlich ebenfalls conform ist. Die

Gesamtheit aller conformen Punkttransformationen hat also die Eigen-

schaft, dass die Aufeinanderfolge zweier stets wieder einer dieser Trans-

formationen äquivalent ist, d. h. die Gruppeneigenschaft. Daher:

Satz 7: Alle conformen Punkttransformationen des Raumes bilden

eine Gruppe*).

Um nun alle conformen Punkttransformationen des Raumes zu

bestimmen, können wir einen Weg einschlagen, der ganz analog dem

ist, der uns in der Ebene zu allen den conformen Transformationen

führte, die jeden Kreis in einen Kreis verwandeln. Es liegt dies einer-

seits darin, dass die conformen Transformationen im Räume an sich

jede Kugel in eine Kugel überführen, und andererseits darin, dass uns

auch im Räume von vornherein solche Transformationen bekannt sind.

Es sei hierbei darauf hingewiesen, dass es unter diesen Transformationen

solche giebt, bei denen jede unendlich kleine Figur in eine von ent-

gegengesetztem Sinn ähnliche übergeht, bei denen also drei zu einander

senkrechte Bogenelemente, die von einem Punkt ausgehen, in solche

drei zu einander senkrechte Bogenelemente verwandelt werden, dass

das von den ersteren bestimmte Axenkreuz mit dem von den letzteren

bestimmten nicht consentiert. Dieser Fall ist aus dem anderen Fall,

wo beide Axenkreuze consentieren, dadurch ableitbar, dass man nach

*) Dass ein analoger Satz in der Ebene gilt, ist klar. In der Ebene ist

aber die Gruppe nach unserer Terminologie unendlich, während sie im Räume
endlich ist, da die Gesamtheit aller conformen Transformationen des Raumes nur
von einer endlichen Anzahl von Parametern abhängt, wie wir sehen werden. Wir
fügen hinzu, dass die Gruppe sowohl in der Ebene als auch im Räume eine ge-
mischte ist, indem sie in zwei getrennte continuierliche Scharen von Transfor-
mationen zerfällt.
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der betreffenden Transformation noch eine Spiegelung des ganzen Raumes

an einer Ebene vornimmt.

Bekannt sind unter den conformen Transformationen des Raumes
p^nf^Trfn

zunächst die Translationen und Rotationen, also die Bewegungen des

Raumes und — diese umfassend — allgemein die Ahnlichkeitstrans-

formationen. Eine allgemeine ÄhnlicJikeitstransformation des Raumes be-

steht, wie wir als bekannt voraussetzen dürfen, aus einer Vergrösserung

aller von einem Punkt ausgehenden Radienvectoren nach einem con-

stanten Verhältnis und aus einer darauf auszuführenden Rotation um
eine durch jenen Punkt gehende Axe. Hierzu kann noch eine Spiegelung

an einer Ebene treten. Schliesslich gehören noch die Transformationen x^f. durch

durch reciproke Radien hierher. Diese sind wie in der Ebene definiert :"'' *^^*°'

Es ist ein Punkt 0, der Pol der Transformation, bestimmt zu wählen.

Dann wird der beliebige Punkt p in den Punkt p^ übergeführt, der

auf dem Strahle Op liegt und zwar so, dass das Product Op • Op^

einen gegebenen constanten Wert hat. Es ist bekannt, dass diese

Transformationen durch reciproke Radien jede Kugel in eine Kugel

überführen und daher nach dem Früheren conform sind. Insbesondere

führen sie jede Ebene in eine Kugel durch den Pol und auch jede

Kugel durch den Pol in eine Ebene über*).

Es sei nun C eine conforme Punkttransformation des Raumes. Bestimmg.

. .
aller conf.

Wir wählen einen beliebigen Punkt p aus. Er wird durch G in einen Trfn.

neuen Punkt p^ übergeführt werden:

Es giebt eine Translation T, die ebenfalls p nach p^ führt, sodass die

inverse Translation T~^ wieder ^^ nach p bringt: #

Es ist daher — wie oben, S. 415, in der Ebene — :

{P) CT-^ = (i)).

Der Punkt p bleibt also bei der Aufeinanderfolge CT''^ fest. Nun

*) Zur Ergänzung der Anmerkung zu S. 6 fügen wir, z. T. nach Chasles'
Rapport, noch hinzu, dass Bellavitis (Annali delle seien ze del regno Lombardo-
Veneto, 6. Bd., 1836, S. 126) der erste zu sein scheint, der die Beziehung durch
reciproke Radien wirklich als eine Transformation der Ebene aufgefasst hat. Er
bemerkte auch, dass sie sich auf den Baum ausdehnen lasse. Stubbs zeigte

1843, dass die Transformation durch reciproke Radien im Räume die Krümmungs-
linien einer Fläche in ebensolche auf der neuen Fläche überführt (Philosophical
Magazine, 23. Bd., 1843, S. 338). W. Thomson (Lord Kelvin) erkannte die

grosse Bedeutung dieser Transformation für die Potentialtheorie (Journ. d. Math^m.
pures et appl. 12. Bd., 1847, S. 256).
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sei B eine Transformation durch reciproke Radien, die den Punkt p
zum Pole hat. Betrachten wir dann die Transformation, die der Auf

einanderfolge

oder:

BCT-^R

äquivalent ist. Da R, C, T~^ sämtlich conform sind, so ist auch

diese Transformation conform. Eine Ebene geht vermöge B in eine

Kugel durch p über, diese Kugel vermöge CT~^ in eine neue Kugel

durch p, da p bei CT~^ invariant ist, und endlich die letztere Kugel

vermöge jB in eine Ebene. Die betrachtete conforme Transformation

verwandelt also jede Ebene schliesslich wieder in eine Ebene und ist

daher eine Ähi^lichkeitstransformation A'.

BCT-^B = A.

Hieraus folgt wie oben (S. 416):

C=BABT
und somit analog dem Satz 1 der

Satz 8: Jede conforme PunkUransformation des Baumes lässt sich

als eine Aufeinanderfolge von Ähnlichkeitstransformationen und Trans-

formationen durch reciproJce Badien darstellen.

Auch diesem Satz können wir eine speciellere Form gehen: Es

gehe nämlich p bei A in p', femer p' bei B in p", endlich p" bei T
in über:

O)^ = 0>'), (P')B = (J>1, {p")T={0).

Jede Ebene geht bei B in eine Kugel durch p über, diese Kugel

hiernach bei A in eine Kugel durch p', letztere bei B in eine Kugel

durch p" und endlich diese Kugel bei T in eine Kugel durch über.

Also führt BABT oder C alle Ebenen in Kugeln durch einen gemein-

samen Punkt über. Ist nun wieder — wie oben, S. 417, in der

Ebene — B.^ die Transformation durch reciproke Radien, deren Pol

ist und bei der das constante Product der Radienvectoren von nach

den ursprünglichen und den transformierten Punkten etwa den Wert

Eins hat, sodass also B^, wie wir uns wieder kürzer ausdrücken, die

Grrundkugel vom Radius Eins hat, so wird CB^ alle Ebenen in Ebenen

verwandeln, d. h. eine Ähnlichkeitstransformation A^ sein, sodass wir

auch hier erhalten:

CB^ = A^,

woraus sofort folgt:
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Es gilt daher analog dem Satze 2 der

Satz 9 : Jede conforme Punkttransformation des Raumes ist der Besondere
,. Dargt. d.

Aufeinanderfolge einer AhnliclikeitstransformAxticm und einer Transfor- conf. Trfn.

mation durch reciproke Badien, deren Grundkreis den Radius Eins hat,

äquivalent.

Wie oben im Falle der Ebene, S. 417, lässt sich auch hier be-

weisen, dass zwei conforme Transformationen C= Ä^Rj^ und C'=Ä^R^'

nur dann zusammenfallen, wenn einzeln Ä^ mit Ä^' und i?^ mit jB^'

identisch ist. Der Unterschied im Beweis besteht nur darin, dass jetzt

Ebene und Kugel anstelle von Gerade und Kreis zu sagen ist. Hier-

nach können wir auch sofort die Zahl der wesentlichen Parameter be-

stimmen, von denen eine allgemeine conforme Transformation im Räume
abhängt. Eine gleichsinnige Ahnlichkeitstransformation Ä^ ist be-

kannt, sobald man kennt: erstens die Coordinaten des Punktes, von dem

aus alle Radienvectoren vergrössert werden , zweitens das constante

Vergrösserungsverhältnis, drittens die beiden Bestimmungsstücke der

durch jenen Punkt gehenden Drehaxe und viertens die Amplitude der

Rotation. Sie hängt also von gerade sieben wesentlichen Parametern

ab. Offenbar auch jede ungleichsinnige. Femer ist die Transformation

R^ bekannt, sobald ihr Pol gegeben ist, d. h. sie hängt von drei

wesentlichen Parametern ab. Analog dem Satz 3 kommt also hier der

Satz 10: Es giebt im Räume gerade oo^° conforme PunJcttransfor- Anzahl d.

mationen. Sie sind sämtlich ein -eindeutig.

Die conformen Punkttransformationen des Raumes wurden zuerst

(1847) von Liouville*) vollständig bestimmt, und zwar auf ana-

lytischem Wege. Von ihm rührt daher auch das folgende Theorem

her, in dem wir einige der vorhergehenden Sätze zusammenfassen

wollen:

Theorem 16 : Jede conforme Punkttransformation des Raumes Theorem.

lässt sich darstellen als eine Aufeinanderfolge von Ähnlich-

keitstransformationen und Transformationen durch reciproke

Radien und ist ein-eindeutig. Insgesamt giebt es gerade cx>^°

derartige Transformationen.

Dieser Satz war seinerzeit aus dem schon oben (S. 419) an-

geführten Grunde überraschend, nämlich deshalb, weil bei einer con-

*) Liouville, Note au sujet de Varticle precedent. Journal de Math, pures
et appl. 12. Bd., 1847, S. 265. Diese Note bezieht sich auf die vorhergehende
Arbeit von W, Thomson, die in der Fussnote auf S. 423 genannt wurde.
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formen Transformation des Raumes stets jede Kugel in eine Kugel

übergeht, eine Thatsache, die in der Ebene kein Analogon hat*).

Anscheinend sind unter den conformen Transformationen G, die

wir auf S. 424 in der Form A^^B,^ bestimmten, die Bewegungen und

überhaupt die oo^ Ähnlichkeitstransformationen nicht enthalten. Dies

ist natürlich absurd und klärt sich dadurch auf, dass der Punkt 0,

der in der damaligen Betrachtung auftrat, unendlich fern liegen kann,

sodass i?j in eine Spiegelung an einer Ebene ausartet.

Wir wollen hier einschalten, wie man die soeben gelöste Aufgabe, alle

conformen Punkttransformationen des Raumes zu finden, auf die Aufgabe zurück-

führen kann, alle diejenigen Transformationen in der Ebene zu finden, bei denen
jeder Kreis in einen Kreis übergeht: Ist C eine conforme Punkttransformation
im Räume und ist E eine beliebig gewählte Ebene, so wird sie durch C in eine

Kugel K übergeführt werden:
{E)C={K),

nach Satz 6. Nun giebt es eine Transformation durch reciproke Radien 2?, die

K gerade wieder in E überführt, sodass

{E)GB = {K)B = (E)

ist und also die Ebene E bei der Aufeinanderfolge CB, die wieder einer con-

formen Transformation C äquivalent ist, invariant bleibt. Ist C bekannt, so

ist auch C bekannt, da CB = C und daher C = CB ist.

Es handelt sich also nur noch um die Bestimmung aller der conformen
Punktransformationen C im Räume, bei denen die Ebene E fest bleibt. Da C"

jede Kugel in eine Kugel überführt, so wird sie jaden Kreis in der festen Ebene E
in einen Kreis verwandeln. Die Punkte der invarianten Ebene E werden also

durch C so transformiert werden', dass jeder Kreis in einen Kreis übergeht. Alle

derartigen Punkttransformationen der Ebene haben wir aber oben bestimmt. Wir
behaupten: Wählen wir in der Ebene E eine beliebige Punkttransformation C^

aus, die jeden Kreis in einen Kreis überführt, so giebt es im Räume stets eine

conforme Transformation C, die E fest lässt und die Punkte der Ebene E genau
so transformiert, wie es C^ thut. In der That, jeder Punkt p des Raumes ist

die Spitze eines Kegels von Minimalgeraden. Dieser Kegel schneidet als Null-

kugel die Ebene E in einem Kreis h. (Siehe Fig. 75**), Seite 427.) Geht k bei

Cß in einen Kreis \ der Ebene E über und construieren wir rückwärts die Spitze

p^ des Kegels von Minimalgeraden, der k^ enthält, so haben wir jedem Punkt p
des Raumes vermöge C^ einen Punkt p^ zugeordnet, also eine Transformation im
Räume hergestellt. Dies ist die fragliche conforme Transformation C. Dass sie

conform ist, sieht man so ein: Sind auf einer Minimalgeraden zwei Punkte

*) Durch Betrachtungen, die zu den hier angestellten ganz analog sind,

kann man das analoge Theorem für einen Raum von beliebig vielen Dimensionen
aufstellen. So bestimmte Lie (Götting. Nachr., Mai 1871, Math. Ann. ö. Bd.) alle

conformen Transformationen des Raumes von n Dimensionen.
**) In bezug auf diese und die übrigen Figuren dieses Kapitels ist zu be-

merken, dass die zugehörigen begrifflichen Überlegungen eigentlich deshalb keine
Illustration gestatten, weil mit imaginären Gebilden operiert wird. Um aber doch
die Verständlichkeit durch die Anschauung zu heben, haben wir uns nicht ge-

scheut, in den Figuren die imaginären Gebilde reell darzustellen. Die Figuren
haben also nur eine schematische Bedeutung.
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gegeben (wie in Fig. 76) und construiert man nach obigem ihre Nullkugeln sowie

deren Schnittkreise mit der Ebene E, so findet man, dass die Nullkugeln ein-

ander längs der Minimalgeraden berühren (vgl. S. 422), also die Schnittkreise

auch einander berühren. Da aber in der Ebene E einander berührende Kreise

vermöge C^ wieder in einander berührende Kreise übergehen, so folgt also, dass

bei der erhaltenen Transformation im Räume zwei Punkte einer Minimalgeraden
stets wieder in zwei Punkte einer Minimalgeraden verwandelt werden, also jede

x' oo

Pig 75. Fig. 76.

Minimalgerade in eine Minimalgerade übergeht und die Transformation also

wirklich conform ist, nach Satz 5.

Diese Betrachtung ist noch nicht völlig erschöpfend, weil factisch jeder

Kreis k der Ebene E zwei Nullkugeln angehört. Allerdings lässt sich diese

Zweideutigkeit durch weitere Überlegungen beseitigen. Wir gehen hierauf aber

nicht weiter ein und bemerken nur noch, dass die vorhergehenden Überlegungen
vermöge des folgenden Textes in diesem Paragraphen in einem neuen Lichte

erscheinen.

Wie wir sahen, sind die conformen Transformationen des Raumes
die allgemeinsten Punkttransformationen, die jede Minimalcurve in eine

Minimalcurve überführen (vgl. Satz 4). Wir werden im nächsten Para-

graphen erkennen, dass sich die Theorie der Minimalcurven im Räume
sowie die Theorie der conformen Punkttransformationen im Räume in

eigentümlicher Weise auf die Ebene übertragen lässt und als Ausgangs-

punkt einer beachtenswerten Theorie in der ebenen Geometrie dienen

kann. Zur Vorbereitung dieser Entwickelungen geben wir hier einige

Betrachtungen, die, soweit uns bekannt, von Chasles, ]\y^bius und

insbesondere von Cayley, Darboux und Laguerre herrühren:
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'^.LBau^es'
Zwischen den Punkten des Raumes mit den rechtwinkligen Punkt-

d.*^enr coordinaten X, Y, Z und den Kreisen in einer Ebene mit den recht-

winkligen Punktcoordinaten x, y stellen wir eine Beziehung dadurch

fest, dass wir setzen:

. (9) x = X, y=Y, r=^ iZ.

Hierdurch wird jedem Punkt p oder (X, Y, Z) des Raumes in der Ebene

derjenige Kreis zugeordnet, dessen Mittelpunkt die Coordinaten x = X,

y = Y hat, während sein Radius r = iZ ist. Diese Beziehung lässt

sich geometrisch so zustande bringen (siehe Fig. 77): Der Punkt

-ce--?

Fig. 77. Fig. 78.

(X, Y, Z) ist die Spitze eines Kegels von Minimalgeraden, d. h. einer

Nullkugel, die in den laufenden Coordinaten x, y, z die Gleichung hat:

{x-Tf^{y- Yf J^{z-Zf = 0.

Schneiden wir diese Nullkugel mit der Ebene ^f = 0, so ergiebt sich

der Kreis

(^-x)^ + (?/-r)^ + z^ = o

in den laufenden Coordinaten x^ y. Der Mittelpunkt dieses Kreises

hat die Coordinaten ic = X, «/ = F, während sein Radius r = iZ

ist. Hiermit kommen wir zu den Gleichungen (9) zurück. Wir

drücken uns so aus, dass wir sagen: Jeder PunM des Raumes wird

als ein Kreis in der Ebene Z= ohgehildet. Es werde beachtet, dass

der Mittelfunkt des Bildkreises die Orthogonalprojection des Raum-

punktes auf die Bildebene Z=0 ist.
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Jedem Punkte (X, Y, Z) des Raumes ist hiermit ein Kreis in

der Ebene zugeordnet. Umgekehrt entspricht jedem Kreis in der Ebene,

dessen Mittelpunkt die Coordinaten x, y hat, während r sein Radius

ist, zunächst einer der beiden Punkte X = x, Y= y, Z= ^ir im

Räume. Liegen zwei Punkte {X^, Y^, Z-^ und (X^, Y^, Z^) des Raumes

auf einer Minimalgeraden m, so berühren sich Ihre Nullkugeln längs m.

Ihnen entsprechen also zwei Kreise in der Ebene, die einander in dem

Schnittpunkte von m mit der Ebene berühren (siehe Fig. 76 auf S. 427).

Analytisch drückt sich der Umstand, dass die beiden Punkte auf einer

Minimalgeraden liegen, in der Formel aus:

(10) (X, - x,y + ( r, - Y,r+ (z, - z,y = o.

Wenn also die beiden Punkte diese Bedingung erfüllen, so berühren

ihre Bildkreise einander.

Allen Punkten einer Minimalgeraden entsprechen alle oo^ Kreise,

die einander in dem Schnittpunkte der Minimalgeraden mit der Ebene

berühren, d. h. die daselbst ein Linienelement gemein haben (siehe Fig. 78,

Seite 428). Insbesondere hat der Schnittpunkt der Minimalgeraden mit

der Ebene als Bildkreis einen zum Punkt degenerierten Kreis, nämlich

den Punkt des Linienelementes.

Um die Abbildung weiterhin zu untersuchen, erinnern wir an die

Definition der Orthogonalität mit Hülfe des Kugelkreises: Liegt eine

Ebene E vor, so schneidet sie die unendlich ferne Ebene in einer

Geraden. Der Pol dieser Geraden hinsichtlich des Kugelkreises ist

alsdann der unendlich ferne Punkt aUer cx>^ Normalen zur Ebene E.

Ist die Ebene E von allgemeiner Lage, so liegt keine dieser Normalen

in der Ebene selbst. Sobald aber die Ebene E den Kugelkreis be-

rührt, in welchem Falle wir sie eine Minimalebene nennen, rückt der

erwähnte Pol in die Ebene hinein und die oo^ Normalen werden zu

Minimalgeraden, von denen oo^ in der Ebene selbst gelegen sind.

Diese Betrachtung werden wir sogleich verwerten. Wir wollen

eine beliebige Minimalcurve M im Räume ins Auge fassen (siehe Fig. 79,

Seite 430). Ihre Tangenten T sind Minimalgeraden und bilden, wie wir

sagen wollen, eine Minimaldeveloppabele. Es sei c die Schnittcurve projection

dieser Minimaldeveloppabeln mit der Bildebene Z=0. Wir projicieren Min^mai-

nun den ganzen Raum orthogonal auf die Bildebene Z= 0.

Es sei P ein Punkt der Minimalcurve M, ferner T seine Tangente,

p der Schnittpunkt von T mit der Bildebene und t die Tangente von

c in p. Alsdann ist die Ebene (Tt) eine Minimalebene, da sie zwei

unendlich benachbarte Minimalgeraden enthält, die sich in P schneiden.
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Flg. 79.

da sie also den Kugelkreis berührt, etwa in N. Jede Gerade durch N ist,

wie wir sahen, eine Normale zur Ebene (Tt), insbesondere auch die Gerade

T durch N. Die Gerade T steht daher senkrecht auf jeder Geraden in der

Ebene {Tt), also auch auf der Geraden t Bei der Orthogonalprojection

wird aber jede Gerade, die t

'''"
~'"v senkrecht schneidet, in eine

1 \ Gerade projiciert, die t eben-

falls senkrecht schneidet. Mit-

hin ist die Projection der Ge-

raden T die Normale n der

Curve c im Punkte _p.

Die Tangenten T der Mini-

malcurve C projicieren sich also

als die Normalen n der Schnitt-

curve c der Minimaldevelqppaheln

mit der Bildebene Z= 0.

Bei der Orthogonalprojection

wird aber jeder Punkt des Rau-

mes in den Mittelpunkt seines

Bildkreises übergeführt. Die

Bildkreise der Punkte unserer

Geraden T haben mithin die Punkte der Normalen n von c zu Mittel-

punkten. Andererseits gehen sie durch den Punkt p.

Suchen wir nun die Bildkreise aller oo'^ Punkte der Minimal-

developpaheln , so finden wir also, dass es die od^ Kreise sind, welche

die Schnittcurve c der Minimaldeveloppaheln mit der Bildebene berühren.

Es sei ferner die Curve m die orthogonale Projection der Minimal-

curve M. Da T Tangente von M ist, so ist die Projection n von T
Tangente von m. Da n andererseits Normale von c ist, so gilt der

Satz 11: Die orthogonale Projection einer Minimalcurve M auf

eine Ebene ist die Evolute der Schnittcurve der Developpabeln von M
mit der Ebene.

Umgekehrt: Wenn eine beliebige Curve c in der Bildebene vor-

liegt, so können wir immer eine Developpabele construieren, die diese

Curve c und den Kugelkreis enthält, deren • Geraden also Minimal-

geraden sind. Die Rückkehrcurve der Developpabeln ist somit eine

Minimalcurve M, und nach dem Vorhergehenden ist die Evolute von c

die orthogonale Projection von M auf die Ebene.

Die Punkte P der Minimalcurve M haben als Bildkreise die

Kreise der Ebene, deren Mittelpunkte q auf der Projection m von M
liegen, während sie die Curve c berühren. Die Bildkreise der Punkte
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curven.
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der Minimalcurve M sind daher die Krümmungskreise der Curve c, in

der die Minimaldeveloppabele die Bildebene schneidet.

Schneiden wir die Minimaldeveloppabele durch alle Ebenen parallel

der Bildebene, so erhalten wir oo^ Schnittcurven c' , c" . . . . Ferner

sind die orthogonalen Projectionen der Minimalcurve M auf die oo^

Ebenen lauter Curven m', m", . . ., die mit m congruent sind und senk-

recht über m liegen, m' ist Evolute von c', m" Evolute von c" u, s. w.

Projicieren wir alles senkrecht auf die Bildebene, so werden m', m" . . .

sämtlich nach m projiciert, während c', c" . . . Curven 7', /' . . . liefern,

die den entsprechenden Curven c\ c" . . . congruent sind. Es wird

also m gemeinsame Evolute von c, y, y"
. . sein. Die Curven c, y, y" ...

sind somit Farallelcurven.

Satz 12: Die Schnittcurven einer Minimaldeveloppabeln mit einer

Schar paralleler Ebenen projicieren sich senkrecht auf eine dieser Ebenen

als Parallelcurven, deren gemeinsame Evolute die Projection der Rückkehr-

curve ist

Ist die Curve c eine gegebene algebraische Curve, so ist die

Minimaldeveloppabele, welche sie enthält, ebenfalls algebraisch. Sobald

diese Fläche eine irreducibele Fläche ist, sind ihre Schnittcurven mit

jenen Parallelebenen irreducibele Curven, während sie sonst zerfallen.

Es ergiebt sich also, dass eine Parallelcurve zu einer algebraischen

Curve c dann und nur dann zerfällt, wenn die durch die Curve c ge-

legte Minimaldeveloppabele zerfällt. (Ygl. die Fussnote zu S. 14.)

Schliesslich noch einige Worte über die analytische Barstellung der
j^^^^^^^

Minimalcurven.

Die Ebene

(11) UX-^VY-\-WZ-j- T=0
ist eine Minimalebene, wenn sie in jedem ihrer Punkte (X, Y, Z) den

zugehörigen Elementarkegel

dX^ -\-dY-' -\-dZ^ =
berührt, d. h. wenn die letztere Gleichung mit der Gleichung

UdX-\- VdY-\- WdZ=0
zwei zusammenfallende Lösungensysteme dX : dY: dZ hat. Dies tritt

aber dann und nur dann ein, wenn

(12) U' + F^ + TT- =
ist. Insgesamt giebt es 00^ Minimalebenen. Wir können sie durch

die Gleichung (11) darstellen, wenn wir darin U, V, W, T so als

Functionen zweier Parameter wählen, dass sie die Bedingung (12) für
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alle Werte der Parameter erfüllen. Da nicht alle Minimalebenen ein-

ander parallel sind, so können wir direct T als den einen Parameter

benutzen, und brauchen dann nur noch für U, V, W solche Functionen

eines zweiten Parameters s zu wählen, welche die Bedingung (12)

identisch erfüllen. Solche sind die drei folgenden:

ü=l—s% F=i(l + s2), W=2s.
Also stellt

(13) (1 — s2)x + *Xl +s^)Y+2sZ-^ T=0
bei beliebiger Wahl der Parameter s, T eine beliebige Minimalebene

Coord. dar. Die Grössen s, T können wir daher als die Bestimmungsstücke

Minimal- oder Coordinoten einer Minimalebene auffassen.

Wollen wir eine Minimaldeveloppabele betrachten, so haben wir

oü^ Minimalebenen auszuwählen. Dies geschieht dadurch, dass wir T
als eine Function von s wählen. Wir setzen:

T=F(s)
und erhalten die oo^ Ebenen:

(14) (1 - s^)X + i{l + s2) r4- 2sZ + F(s) = 0.

Um die von ihnen eingehüllte Fläche zu bestimmen, haben wir nach

dem Parameter s zu differenzieren. Die beiden Gleichungen

{l—s^)X-\-i(l + s^)Y-\-2sZ-\-F{s) =0,

einer
linims
ebene.

^^ ^
1

2sX— 2isY— 2Z—F'(s) =
stellen also nach Elimination von s die Minimaldeveloppabele in Form
einer Gleichung zwischen den Punktcoordinaten X, Y, Z dar. Wenn
wir dagegen s bestimmt wählen, so sind sie der analytische Ausdruck

für eine Erzeugende der Minimaldeveloppabeln , d. h. für eine Minimal-

gerade. Die Gleichungen (15) stellen also eine beliebige Minimalgerade dar,

wenn wir in ihnen für s, F und F' beliebige Constanten setzen, d. h.

wenn s, F, F' als von einander unabhängige Parameter gedeutet

e^er' Werden. Wir können dann die drei Parameter s, F, F' als Coordinaten

einer Minimalgeraden bezeichnen.

exner
Minimal-
geraden.

Wünschen wir die Rückkehrcurve der Minimaldeveloppabeln zu

bestimmen, so müssen wir die zweite Gleichung (15) noch einmal nach

dem Parameter s differenzieren. Die drei Gleichungen

i(l-s^)X-^i(\+s^)Y -\-2sZ-\-F{s) =0,
(16) 2sX— 2isY— 2Z— F'(s) =0,

l 2X— 2iY —r'(s)=0
geben also, wenn in ihnen für F{s) eine bestimmte Function von s

gesetzt und dann s aus ihnen eliminiert wird, eine beliebige Minimal-
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curve als Rückkehrcurve einer Minimaldeveloppabeln. Da aber eine

Minimal^era^e niemals die Rückkehrcurve einer Minimaldeveloppabeln

sein kann, so sind dabei die Minimalgeraden ausgeschlossen. Wenn
wir aus (16) die Coordinaten X, Y, Z berechnen, so erhalten wir als

allgemeine Darstellung einer Jcrummen Minimalcurve vermittelst einer Darsteiig.

Hülfsveränderlichen s die folgende *)

:

'

curve.

Anal.

(17)

^ = 1 (1 - s') F'\s) + l sF'is) - >- F(s),

3"- i (1 + s') F'\s) - i sF\s) + i F(sy,

Z= lF'\s)-^F\s).
2

Diese Gleichungen geben also die allgemeinste krumme Integralcurve **)

der Monge'schen Gleichung:

Insbesondere kann sich die Rückkehrcurve der Minimaldeveloppabeln

auf einen Punkt reducieren. Dies tritt ein, wenn die Developpabele

eine Nullkugel ist. In der That ergeben sich aus (17) für X, Y, Z
constante Werte, wenn für F(s) eine ganze Function zweiten Grades

gesetzt wird:

F(s) = a-{-hs-\- cs\

Jede andere Function F von s dagegen liefert, in (17) eingesetzt, eine

wirkliche krumme Minimalcurve.

§ 2. Zusanunenhang zwisclien den conformen Punkttransformationen

des Raumes und den Berührungstransformationen der Kreise in der

Ebene.

Im vorigen Paragraphen bildeten wir jeden Punkt (X, Y, Z) des

Raumes als einen Kreis in der Ebene Z=0 ab, nämlich als den

Kreis, dessen Mittelpunktscoordinaten x, y und Radius r durch die

Formeln

*) Da die oben für Z7, F, W und für T eingefütirten Grössen noch in gewissem
Masse willkürlicli sind, so ist es klar, dass man die Gleichungen einer Minimal-
curve noch in mancher anderen Weise schreiben kann. Wir haben hier eine

solche Art gewählt, die für die folgenden Rechnungen möglichst bequem ist.

**) Implicite und in analytischer Einkleidung tritt der Begriff: Minimalcurve
sehr früh, schon bei Monge und Legendre, bei Lagrange und Gauss auf.

Nach Poncelet's Einführung des Kugelkreises haben französische Geometer
(vgl. S. 427 unten) den Begriff: Minimalcurve verwertet. Die von Monge factisch

aufgestellten Gleichungen der Minimalcurven wurden von Legendre von Integral-
zeichen befreit. Die einfachen Gleichungen (17) wurden, nachdem sie von Enneper
angedeutet waren, von Weierstrass aufgestellt. Ausser in seinen Untersuchungen
über Berührungstransformationen gab Lie wichtige Anwendungen des Begriffes:

Minimalcurve noch für die Theorie der Minimalflächen.

Lie, Geometrie der Berührungatransformationen I. 28 [8.1. 1896]
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(18) x = X, y=Y, r = iZ
gegeben sind. Dabei sahen wir, dass die Bildkreise zweier Punkte

einander dann und nur dann berühren, wenn die beiden Punkte selbst

auf einer Minimalgeraden liegen (vgl. Fig. 76, S. 427). Alle Punkte

einer Minimalcurve M bilden sich, wie wir ferner sahen, als die oo^

Krümmungskreise derjenigen Curve c ab, in der die Developpabele von

Bild einer
"^ ^^^ Bildebene schneidet (vgl. Fig. 79, S. 430). Wir werden daher

^iSi™e*^
diese Curve c als das Bild der Minimalcurve M bezeichnen. Ist c be-

kannt, so sind auch die Krümmungskreise von c bekannt, sodass also

auch M bekannt ist. Nur wenn ein Punkt im Räume eine Minimal-

gerade beschreibt, umhüllt sein Bildkreis keine Curve, sondern dann

ergeben sich in der Ebene oo^ Kreise, die ein Linienelement gemein

haben (vgl. Fig. 78, S. 428). Der Punkt dieses Linienelementes ist

der Punkt, in dem die Minimalgerade die Bildebene schneidet. Die

Gerade des Linienelementes ist die Gerade, die mit der Minimalgeraden

Bild einer
^^^^ ^^^ Kugelkrcis berührende Ebene bestimmt. Wir werden daher

^iriden ^^^^ Linienelement als das Bild der Minimalgeraden bezeichnen. Ist das

Linienelement gegeben, so kennen wir einen Punkt der Minimalgeraden

sowie die Berührungsebene des Kugelkreises, in der sie liegt, d. h.

dann ist auch die Minimalgerade (wenn auch zweideutig) bestimmt.

Da wir im vorigen Paragraphen die Grössen s, F als Coordinaten

einer Berührungsebene des Kugelkreises haben auffassen können, und

da diese Ebene die Bildebene in einer Geraden schneidet, so erhellt,

Linien- ^^^^ ^^^' ]&t7,i die Grösscu s, F als Liniencoordinaten in der Ebene

i d°Eblne bezeichnen dürfen. Da ferner durch die drei Grössen s, F, F' eine

^ j. j^' ^ig
Minimalgerade bestimmt ist, so sind s, F, F' die Coordinaten des

T^^i^-^^x^^ßugeMrigen Linienelementes in der Ebene.

Es wird nützlich sein, sich zu fragen, wie sich die Punkte einer

be\. Curve. beliebigen Curve L des Raumes abbilden. Ihre Bilder sind oo^ Kreise,

und diese Kreise werden eine Curve l umhüllen. Aber sie werden die

Curve l im allgemeinen nicht osculieren. Dies tritt vielmehr nur dann

ein, wenn je zwei unendlich benachbarte unter den oo^ Kreisen ein-

ander berühren, d. h. wenn die beiden zugehörigen Punkte des Raumes

auf einer Minimalgeraden liegen, oder also, wenn die Tangenten der

Curve L Minimalgeraden sind und die Curve L selbst somit eine

Minimalcurve ist.

oo^mnlmai-
Betrachten wir ferner eine BegelfläcJie, deren Erzeugende Minimal-

geradon. geraden sind. Die Bilder der Minimalgeraden sind Linienelemente,

sodass also in der Ebene oo^ Linienelemente vorliegen. Fragen wir

uns, wann sie einen Verein von Linienelementen vorstellen. Dies ist

nur dann der Fall, wenn auf der Geraden eines Linienelementes der
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Punkt des unendlich benachbarten Elementes liegt. Es seien G, G'

zwei unendlich benachbarte Erzeugende der Regelfläche. Das Linien-

element, welches das Bild von G ist, hat zum Punkte den Schnitt-

punkt der Greraden G mit der Bildebene, während seine Gerade in der

Ebene liegt, die G enthält und den Kugelkreis berührt. Diese Ebene

enthält den unendlich fernen Punkt der unendlich benachbarten Minimal-

geraden G'. Das zu G' gehörige Linienelement liegt nun mit dem zu

G gehörigen vereint, wenn sein Punkt, also der Schnittpunkt von G'

mit der Bildebene, in der soeben besprochenen Minimalebene liegt.

Dann aber liegen G und G' in emer gemeinsamen Ebene. Also folgt,

dass die Linienelemente, als die sich die oc^ Minimalgeraden abbilden,

dann und nur dann einen Elementverein darstellen, wenn die oo^ Minimal- -„.,, .

' Bild einer

geraden eine abtvickelbare Fläche, also eine Minimaldeveloppabele erzeugen. *^^j'=^®^'*-

In diesem Falle ist der Elementverein die oben besprochene Curve c.
Minimai-

^ geraden.

Aus diesen Überlegungen folgt auch: Zwei unendlich benachbarte

Minimalgeraden schneiden einander dann und nur dann, wenn die Linien-

elemente, die ihre Bilder sind, vereinigte Lage hohen.

Um dies auch analytisch zu beweisen, betrachten wir im Räume
zwei unendlich benachbarte Minimalgeraden, deren Coordinaten s, F, F'

bez. s -\- ds, F -\- dF, F' -\- dF' seien. Die erstere Gerade hat in

den Punktcoordinaten X, Y, Z nach S. 432 die Gleichungen:

(1 — s^) X + *(1 + s') Y-{-2sZ-^F =0,
2sX— 2isY- 2Z —F'= Q.

(19)

Die Gleichungen der zweiten Minimalgeraden gehen hieraus hervor,

wenn wir s, F, F' durch s -\- ds, F -\- dF, F' -j- dF' ersetzen.

Damit also die beiden Geraden einen Punkt (X, Y, Z) gemein haben,

ist notwendig und hinreichend, dass es ein Wertsystem X, Y, Z gebe,

das sowohl die beiden Gleichungen (19) als auch die durch Differentiation

aus ihnen hervorgehenden Gleichungen:

2{— sX -\- isY -\- Z) ds -\- dF =0,
2{X — iY)ds~dF' =

erfüllt. Alle vier Gleichungen sind linear und homogen in X, Y, Z,\.

Die Bedingung des Schneidens ist demnach die, dass die Determinante

der vier Gleichungen hinsichtlich X, Y, Z, 1 verschwindet. Dies liefert:

1— s^ i(l+s') 2s F
?'

= 0.

28*

2s
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Multiplicieren wir die zweite Horizontalreihe mit ds und addieren zu

ihr die dritte, multiplicieren wir femer die vierte mit s und addieren

sie zur dritten, so vereinfacht sich die Gleichung bedeutend und er-

giebt die Bedingung:
{dF— F'ds) ds = 0.

Da nun für die unendlich benachbarte Minimalgerade {s-\-ds, F-\-dF,

F' -f- dF') im Allgemeinen ds nicht Null ist, weil sie sonst die erste

un^nV Minimalgerade (s, F, F') auf dem Kugelkreis schnitte, so bleibt als

Minfmaig. allgemeine Bedingung des Schneidens diese:

(20) dF—F'ds = 0.

Andererseits sahen wir oben, dass zwei unendlich benachbarte Mini-

malgerade, die einander schneiden, zu Bildern zwei solche Linienelemente

(5, F, F') und (s + ds, F -\- dF, F' + dF') in der Ebene haben,

die vereinigt liegen. Offenbar ist auch die Gleichung (20) die Be-

dingung der vereinigten Lage der heiden Linienelemente in der Ebene.

Sie entspricht vollkommen der Bedingung dy— p'dx = für den Fall,

dass X, y Pwwitfcoordinaten sind (vgl. S. 39, § 1 des 2. Kap.).

Stellen wir die bei der Abbildung einander entsprechenden Gebilde

in einer Tabelle zusammen, so finden wir:

^"ruT" Ebene {x, y) oder Z= 0.
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gehen in die Linienelemente des neuen Kreises über. Fassen wir einen

Elementverein c in der Ebene ins Auge. Er ist, wie wir wissen, das

Bild einer Minimalcurve M, indem die oo^ Krümmungskreise von c

die Bilder der Punkte von M und die oo^ Linienelemente des Vereins

die Bilder der Tangenten von M sind. Da bei der conformen Trans-

formation im Räume jede Minimalcurve in eine Minimalcurve übergeht,

so wird also bei der entsprechenden Operation in der Bildebene jeder

Elementverein in einen Elementverein übergeführt. Die Operation ist

also eine Berührungstransformation in der Ebene, und zwar geht hei ihr ^^
jeder Kreis in einen Kreis über.

Betrachten wir umgekehrt in der Bildebene irgend eine solche

Berührungstransformation, die jeden Kreis in einen Kreis verwandelt.

Da jedes Linienelement bei ihr in ein neues Linienelement übergeht,

so entspricht ihr im Räume (X, Y, Z) eine solche Operation, bei der

jede Minimalgerade in eine Minimalgerade transformiert wird. Da
ferner jeder Kreis in der Ebene das Bild eines Punktes im Räume ist,

so wird jeder Punkt im Räume durch die Operation in einen neuen

Punkt übergeführt. Da endlich ein Kreis der Ebene und seine Linien-

elemente die Bilder eines Punktes des Raumes und der Minimalgeraden

durch ihn sind, so sehen wir schliesslich: Die Operation im Räume
hat die Eigenschaft, die Punkte in neue Punkte und die Minimal-

geraden in neue Minimalgeraden zu verwandeln derart, dass ein Punkt

und eine Minimalgerade durch den Punkt stets wieder in einen Punkt

und eine Minimalgerade durch den Punkt übergeht. Die räumliche

Operation ist also mit anderen Worten eine Punkttransformation, die

jede Minimalgerade in eine Minimalgerade überführt, mithin nach Satz 5

des § 1, S. 421, eine conforme Punkttransformation.

Hiermit hat sich ergeben*):

Theorem 17: Bildet man die Punkte des Raumes (X, Y, Z)z<isammen-

als die Kreise in der {xy)-Ehene ah, deren Mittelpunkts coordi-^^i^^j^'J^rfa.

naten x, y und Madien r durch die Formeln

X = X, y == Y, r ^= iZ

gegeben sind, so entspricht jeder conformen Punkttransforma-
tion des Raumes eine solche Berührungstransformation in der

Ebene, bei der jeder Kreis in einen Kreis übergeht;* und um-
gekehrt entspricht jeder Berührungstransformation der letzteren

Art eine conforme Transformation im Räume.

*) Lie, Götting. Nachr., Mai 1871, S. 201, Math. Ann. 5. Bd. (1872), S. 186.
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Alle conformen Punkttransformationen des Raumes haben wir im

vorigen Paragraphen bestimmt (vgl. Theorem 16, S. 425), Anderer-

seits haben wir aUe infinitesimalen Berührungstransformationen der

Ebene, die jeden Kreis in einen Kreis verwandeln, in § 3 des 5. Kap.,

S. 150, und dann alle Berührungstransformationen der Ebene, die jeden

Kreis in einen Kreis verwandeln, in § 5 des 6. Kap., S. 245, bestimmt,

indem wir diese Transformationen an letzterer Stelle auf diejenigen

projectiven Transformationen zurückführten, die einen linearen Complex

invariant lassen. Man sieht also, dass wir ein und dasselbe Problem

schon von mehreren Seiten in Angriff genommen und erledigt haben.

Den im Theorem 17 ausgesprochenen Zusammenhang können wir

nun auch analytisch ableiten

:

Eine conforme Punkttransformation im Räume führt jede Minimal-

^'^iTa'^T"
g^^^de in eine Minimalgerade über. Es sind s, F,F' die Bestimmungs-

stücke der oo^ Minimalgeraden. Eine beliebige Transformation in

s, F, F' stellt daher eine Transformation der Minimalgeraden dar.

Aber eine Transformation der Minimalgeraden ist dann und nur dann

eine conforme Transformation, wenn sie jeden Punkt in einen Punkt

überführt, d. h. wenn sie alle durch einen Punkt gehende Minimal-

geraden in alle durch einen anderen Punkt gehende Minimalgeraden

verwandelt.

Drücken wir dies analytisch aus: Zunächst muss die Transfor-

mation in s, F, F' so beschaffen sein, dass sie zwei unendlich be-

nachbarte und einander schneidende Minimalgeraden in ebensolche

überführt. Wir fanden aber oben als Bedingung des Schneidens die

Gleichung

(20) dF—F'ds==0.
Die gesuchte Transformation in s, F, F' muss also so beschaffen sein,

dass sie diese Gleichung invariant lässt. Wenn sie also das Wert-

system s, F, F' in das Wertsystem s^, J\, F.[ überführt, so muss sie

eine Bedingung von der Form

dF^ — F^dsy = Q{dF—F'ds)
erfüllen, in der q eine Function von s, F, F' bedeutet. Diese Be-

dingung ist aber ganz analog der bekannten Bedingung

^Vx — Vidx^ = Q{dy — y'dx)

für eine ^erührungstransformation in der Ebene mit den Punktcoordi-

nat^n x, y. Die gesuchte Transformation muss also, können wir sagen,

eine Berührungstransformation in den Veränderlichen s, F, F' sein.

Aber dies genügt noch nicht. Es sollen ja alle Minimalgeraden

durch einen Punkt in alle Minimalgeraden durch einen neuen Punkt



§ 2. Conf. Transformationen im Raum u. Kreistransformationen i. d. Ebene. 439

übergehen. Zum Schluss des § 1 (S. 433) haben wir aber erkannt,

dass diejenigen Wertsysteme (s, F, F') alle Minimalgeraden durch einen

Punkt darstellen, die an die Relationen gebunden werden:

F = a -{-hs -\- cs^,

(21)
^ ^ {F'=b-^2cs,

in denen a, b, c irgend welche von den Coordinaten des Punktes ab-

hängige Constanten bedeuten. Wir müssen also verlangen, dass jedes

solche Gleichungensystem (21) in ein ebensolches:

F^ =«1 + &i^i -\-c,s,\
^^^^

[F,'=b,-j-2c,s,

übergehe. Es genügt nun, zu verlangen, dass die erste Gleichung (21)

in eine Gleichung von derselben Form, also in die erste Gleichung (22)

übergehe, denn wenn dies der Fall ist und F' den in (21) angegebenen

Wert , hat, so lehrt die Invarianz der Gleichung (20), dass mit

auch

ist.

ds

F' =~
ds

^.' =^ = *. + 2^.'.

Nun aber ist die Gleichung

F ==^ a -\- bs -\- cs^

die allgemeine Integralgleichung der gewöhnlichen Differentialgleichung

dritter Ordnung in F und s:

(23) ^ = 0.

Wir verlangen daher, dass diese Differentialgleichung invariant bleibe.

Also hat sich ergeben:

Satz 13: Versteht man unter s, F, F' die Coordinaten einer Minimal-

geraden

(1 — s2)X + i(l + s^) r+ 2sZ-i-F=0,
2sX — 2isY—2Z—F' =

im Haume (X, Y, Z), und führt man im Baume irgend eine conforme

Punkttransformation aus, so werden alle Minimalgeraden (s, F, F')

unter einander vertauscht vermöge einer solchen Berührungstransformation

der 0weidimensionalen Mannigfaltigkeit (s, F), bei der die gewöhnliche

Differentialgleichung dritter Ordnung:

^ =
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invariant hleiht, und in dieser Weise erhält man alle Berührungstrans-

formationen, die diese Differentialgleichung invariant lassen.

Nun entspricht jeder Minimalgeraden (s, F, F') des Raumes ein

Linienelement {s, F, F') in der Bildebene. Setzt man

F= a -\-bs -{- cs^,

so erhält man im Räume die Minimalgeraden durch einen festen Punkt,

also in der Bildebene die Linienelemente eines Kreises (vgl. die Tabelle,

S. 436). Die Differentialgleichung

(23) ^ =

definiert also die Linienelemente aller oo^ Kreise in der Bildebene.

Mithin sind die im letzten Satze erwähnten Berührungstransformationen

gerade diejenigen Berührungstransformationen in der Ebene, die jeden

Kreis in einen Kreis überführen. Somit kommen wir zu unserem

Theorem 17 zurück.

Vergi. mit Schon in § 5 des 6. Kap, haben wir die oo^ Kreise in der Ebene durch eine

Betrachts Differentialgleichung dritter Ordnung

definiert. Damals waren j, t) solche Pmwä;*coordinaten , die mit den rechtwinkligen

Punktcoordinaten, die wir damals mit x^
, y^ bezeichneten, in dem auf S. 245 unter

(78) gegebenen Zusammenhang stehen. Bei unserer gegenwärtigen Betrachtung

dagegen sind s, F üm'ewcoordinaten in der Ebene (vgl. S. 434), und in diesen

Liniencoordinaten ist wiederum

die Differentialgleichung aller Kreise in der Ebene. Der Zusammenhang dieser

Liniencoordinaten s, F mit den rechtwinkligen Punktcoordinaten x, y ist leicht

anzugeben: Jedes Linienelement der Ebene lässt sich einerseits durch die Coordi-

naten s, F, F' (vgl. S. 434), andererseits durch die Coordinaten x, y, y' be-

stimmen. Da der Punkt {x, y) des Elementes der Schnittpunkt der Ebene Z =
mit der zugehörigen IVlinimalgeraden ist, so ist nach den die Minimalgerade dar-

stellenden Formeln (19) auf S. 435:

{l-s')x + i{\-\-s^)y+F = 0,

2sx — 2isy — F'= 0.

Hieraus folgt:

(24) x^-'^F-\- ^-±-- F\ y = l F-\- i
^~'~

F'.

Ferner giebt y' die Richtung an, in der die durch die Gleichung

j
(1 — s*)x + t(i -t-s»)r4- 2sZ+ F=o

dargestellte Berührebene des Kugelkreises die Bildebene Z=Q schneidet. Also ist

(2.Ö) !''='[^t'-
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Die Gleichungen (24) und (25) stellen den gesuchten Zusammenhang dar. Sie

bestimmen eine Berührungstransformation der zweidimensionalen Mannigfaltigkeit

(s, F) in die zweidimensionale Mannigfaltigkeit (x, y). Dies erhellt von vorn-

herein daraus, dass der Übergang von Liniencoordinaten zu Punkteoordinaten

stets durch eine Berührungstransformation vermittelt wird (vgl. § 4 des 1. Kap.).

Schliesslicli wollen wir alle infinitesimalen conformen Punkttrans- ^®^*^™^j

formationen des Raumes {X, Y, Z) wirklich aufstellen. Wir können Taumel

dazu zwei verschiedene Wege einschlagen: Einmal liefert uns das

Theorem 16 des vorigen Paragraphen alle conformen Transformationen

des Raumes überhaupt, also auch alle infinitesimalen. Aber wir können

zur Aufstellung der letzteren auch die im gegenwärtigen Paragraphen

eingehend besprochene Abbildung benutzen und das Problem hierdurch

auf das andere zurückführen, alle die infinitesimalen Berührungstrans-

formationen der (a:^)-Ebene zu bestimmen, die jeden Kreis in einen

Kreis verwandeln. Dies letztere Problem haben wir früher (S. 150

u. S. 246) auf verschiedenen Wegen erledigt. Wir wollen nun das

zweite Verfahren anwenden:

Der Punkt (X, Y, Z) des Raumes bildet sich nach den Formeln

(18), S. 434, in der (a;i/)-Ebene als der Kreis

(26) {x-X)'-\-{y-Yf-^Z' =
ab, dessen Linienelemente (x, y, y') ausser dieser Gleichung noch die

Gleichung

(27) (x-X)-i-(y-r)y' =
erfüllen. Wenn wir nun eine der in Satz 6, § 3 des 5. Kap., S. 150,

aufgestellten infinitesimalen Berührungstransformationen auf die Linien-

elemente (x, y, y') anwenden, wobei x, y, tf gewisse Incremente 8x,

dy, dy' erfahren, so geht aus jedem Kreise (26) ein neuer, unendlich

benachbarter Kreis hervor. Letzterer Kreis ist das Bild eines Punktes

(X+dX, Y-\-öY, Z-j-dZ) im Räume. Mit (26) und (27) be-

stehen also noch die beiden durch Variation von x, y, y'\ X, Y, Z
hervorgehenden Gleichungen:

(x - X) (dx — ÖX) -\- (y — Y) {dy — dY) -\- ZdZ=0,
^^^^

{ (dx-dX)-i-{Sy-dY)y'-i-{y-Y)dy=0.

Setzen wir hierin die wirklichen Werte von dx, dy, dy' in Gemässheit

des citierten Satzes und des Theorems 3, S. 95, ein, so erhalten wir

aus (28) zwei Gleichungen, die als Folge von (26) und (27) bestehen

müssen, während dX, dY, dZ Functionen von X, Y, Z allein sind.

Dies liefert uns alsdann eine Möglichkeit, die Werte von dX, d Y, dZ,

ausgedrückt in X, Y, Z, zu bestimmen.
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Die Ausrechnung wird etwas umständlich. Es ist daher vorzuziehen, die

Gleichungen (26), (27) vermöge der Einführung einer Hülfsveränderlichen cp durch

die folgende zu ersetzen:

(27') X = X -}- iZ cos cp^ y = Y -\- iZ sin cp, y' = — ctgqp,

sodass

Sx = 8X -j- idZ coscp — iZaintpätp, gm
8y =

Sy = SY ^ iSZ sixKf -\- iZcos(p 8<f),
sin^qp

oder nach Elimination von dtp:

i8x = 8X -\- idZ cosrp — iZ s,va^ (p 8y\

\8y = 8Y -\- i8Z sin cp -\- iZ sin* 9 cos cp 8y'

wird. Wenn wir in (28') die Werte von 8x, 8y, 8y' einsetzen und darauf die

Werte (27') substituieren, so ergeben sich zwei Gleichungen in X, Y, Z, 8X,
8Y, 8Z, cp. Wir verlangen, dass sie für alle Werte von qp identisch bestehen,

und gelangen dadurch in jedem Falle zu drei Gleichungen, die 8X, SY, 8Z als

Functionen von X, Y, Z allein bestimmen.

Wir verzicfifeh kuf eine ausführliche Darstellung der Rechnungen

und stellen hier nur die Ergebnisse zusammen. Dabei bemerken wir:

Wenn im Räume {X, Y, Z) eine infinitesimale Transformation vor-

liegt, bei der X, Y, Z die Incremente

dX=^(X, Y, Z) dt, dr= ri{X, Y, Z) dt, dZ= g(X, Y, Z) dt

erfahren (vgl. § 1 des 4. Kap.), so erfährt eine beliebige Function

f{X, Y, Z) das Increment:

(lÄ + .Ä + eÄ)**.

Wir bezeichnen daher — ganz analog der Bezeichnung im Fall einer

infinitesimalen Berührungstransformation in der Ebene, S. 94, — den

Ausdruck

^dX^ ' dY^ ^dZ
.synifcoi e. als das Symhol der infinitesimalen Transformation. Benutzen wir diese

Baumes. Ausdrucksweisc, so können wir die Ergebnisse so darstellen: Den zehn

in Satz 6, S. 150, genannten infinitesimalen Berührungstransformationen

in der (;ri/)-Ebene entsprechen im Räume (X, Y, Z) diejenigen zehn in-

finitesimalen conformen Punkttransformationen, deren Symbole folgende

sind:

^ , .
df df ^df ^df ydf ^df ^df

Brgebm«. " ^T ' äX' ~ ^ dX^ ^ dY ~ "^ dZ^ ^ JX" ^^ dY

'

(r^ _ x^ + z') 1^ - 2xr^^ - 2xz^,

~ 2Xr|^+(X^- Y^-^Z^)§^-2YZ^^,-

' ^f • y ^f _i_ ••sr ^f • y ^f _i • y- ^f

2iXZ 1^ - 2i YZ^^ -f i(X^ + r^ - Z')^
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Die allgemeinste infinitesimale conforme Punkttransformation des

Raumes (X, Y, Z) hat ein Symbol, das sich linear mit beliebigen

Constanten Coefficienten aus diesen zehn ableiten lässt oder, wie wir

sagen (vgl. S. 123, § 5 des 4. Kap.), aus diesen zehn linear ableitbar

ist. Daraus erhellt, dass wir an Stelle der erhaltenen einzelnen Sym-

bole zehn andere aus ihnen linear ableitbare setzen dürfen, voraus-

gesetzt nur, dass diese neuen zehn ebenfalls von einander unabhängig

(S. 122) sind. Daher können wir den Satz aussprechen:

Satz 14: Die allgemeinste mfinitesimale conforme Punkttransformation

des Baumes mit den rechtwinkligen . Punktcoordinaten X, Y, Z hat ein

Symbol, das sich linear mit beliebigen constanten Coefficienten aus den

folgenden zehn von einander unabhängigen ableiten lässt:

Ä. #^Ä5 '.;&.-—
*^'

aX' dY' dZ

^ dz ar zdx
df
dZ' ^ dY ^ ax'

/V

x|/ + r|^ + z^^^^ax ar dz --r ^
(- X2+ Y' -^ z') ~^ — 2XY -^ ~ 2XZ j^

2rX-|4 + (X2

— 2ZX

ax

K
ax

Y' + Z')^ 2YZ dz

91
dY2ZY^ -f (X2 + Y' ^ ^ d~Z

Oka/\^

Die drei ersten infinitesimalen Transformationen sind Translationen

längs der Coordinatenaxen, die nächsten drei Rotationen um die Axen

und die siebente ist eine Streckung vom Anfangspunkt aus. Die sieben

ersten repräsentieren also alle infinitesimalen ÄhnlichJceitstransformationen

des Raumes. Dass diese auftreten müssen, ist von vornherein klar, weil

die Ahnlichkeitstransformationen offenbar conform sind (vgl. S. 426).

Suchen wir rückwärts die diesen sieben infinitesimalen Ähnlichkeitstrans-

formationen des Baumes entsprechenden infinitesimalen Berührungstransforma-

tionen in der {xy)-Ehene, so finden wir unter den in Satz 6, S. 150, genannten
diejenigen, deren charakteristische Functionen sind:

1, y\ y — xy\ oc-\-yy',

Da alle oo^ Ahnlichkeitstransformationen des Raumes offenbar eine Gruppe büden,

so bilden auch die ihnen entsprechenden OQ^ Berührungstransformationen der

Ebene, die Kreise in Kreise überführen, für sich eine Gruppe. Sie wird von den

soeben angegebenen infinitesimalen Transformationen und den aus ihnen linear

ableitbaren erzeugt. Auf diese Gruppe, sogar in n Dimensionen, hat Lie 1871

und 72 an den auf S. 437 genannten Stellen die Aufmerksamkeit gelenkt.
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§ 3. Beziehungen zwischen dem linearen Complex und dem Complex
aller Minimalgeraden.

^Fktt^'/'
Iii § 5 des 6. Kap. haben wir eine Abbildung der oo^ Punkte

^LüiTenef
* ^^^ Raumcs (x, ij, 0) in die oo^ Linienelemente (j, t), p) einer (i'lj)-

d. Ebene. Ebene betrachtet. Sie war definiert durch die Gleichungen (vgl. S. 238):

(29) ^ = x, t) = 0-{-xy, )i)^2y.

Wir erkannten damals, dass sich jede Curve des durch die Pfaff'sche

Gleichung

(30) xdy — ydx -\- d^ =
definierten linearen Complexes als ein Elementverein in der (j^)- Ebene

abbildet und dass umgekehrt jeder Elementverein in der (j^)- Ebene

das Bild einer Curve des linearen Complexes ist. Insbesondere ergab

sich, dass sich die oo*'' Geraden des linearen Complexes als die oo^

Parabeln

t) = a -\- 2bi -\- cf

abbilden, d. h. als die Elementvereine, welche die Integralgebilde der

Differentialgleichung dritter Ordnung

(31) |5 =
sind.

Abb. d. Auf der anderen Seite haben wir im vorigen Paragraphen eine
Minimal- _, . , . / r \ ...

geraden als Beziehunff zwischcu dcm Räume (X, Y, Z) und der zweidimensionalen
Lioienel. ... V 7 7 /

d Ebene. Mannigfaltigkeit (s, F) untersucht, die wir in folgender Weise charak-

terisieren können, wenn wir von jetzt an unter s, F Cartesische Coordi-

naten in einer (sF)-Ebene verstehen: Jeder Minimalgeraden des Raumes

(X, Y, Z), die bei gegebenen s, F, F' durch zwei Gleichungen von

der Form (vgl. S. 435):

(1 —s')X-\-i{l -\-s^)Y+2sZ-{-F =0,
^ ^

' 2sX— 2isY- 2Z—F'=0
dargestellt wird, ist ein Linienelement [s, F, F') der (si^)- Ebene

zugeordnet. Dabei sind, wie wir aus den Ergebnissen des vorigen

Paragraphen entnehmen können, allen oo^ Minimalgeraden durch einen

Punkt alle oo^ Linienelemente einer der Curven zugeordnet, die der

Differentialgleichung

(33) ^f=
genüge leisten. Ferner erkannten wir, dass hierbei jeder Minimal-

curve des Raumes (X, Y, Z) ein Elementverein der (si^)- Ebene zu-

geordnet wird, und umgekehrt. (Nach Formel (20), S. 436.)
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Wir wollen nun diese beiden Beziehungsarten mit einander ver-

knüpfen, indem wir die vorhin erwähnte (j^)-Ebene mit der soeben

genannten (si^-Ebene dadurch identificieren, dass wir

(34) i = s, t) = F, p = r
setzen. Dadurch wird dann eine Verknüpfung der folgenden Art her-

gestellt: Jeder Punkt des Raumes (x, y, z) wird als Linienelement

(Ej ^j P) oder {s, F, F') der (j^)-Ebene abgebildet, und dieses Linien-

element ist wieder das Bild einer Minimalgeraden des Raumes (X, Y, Z).

Es lüird also jedem Punkt des Baumes (x.y, z) schliesslich eine Minimal- Beziehg.

gerade des Raumes (X, Y, Z) zugeordnet.

Um diese Zuordnung analytisch herzustellen, haben wir nur aus

den acht Gleichungen (29), (32), (34) die sechs Grössen j, t), p,

s, F, F' zu eliminieren, wodurch sich die beiden Gleichungen er-

geben :

(1 — x^)X -\- i{l -^ x^)Y -\- 2xZ -\- z -^ xy = 0,

xX— ixY— Z—y =0,

die sich auch so schreiben lassen:

X-^iY +xZ-\-z = 0,

zwei
Bäumen.

(35)
\x{X— iY)— Z — y = 0.

Betrachten wir eine Gerade des linearen Complexes (30) im Räume
(x,y,z). Ihre Punkte bilden sich in der (j^)- Ebene als die Linien-

elemente einer der Parabeln ab, die der Gleichung (31) oder (33) ge-

nügen. Die Linienelemente einer solchen Parabel sind andererseits die

Bilder aller cx)^ Minimalgeraden durch einen Punkt des Raumes (X, Y, Z).

Wir sehen also, daßs jeder Geraden des linearen Complexes (30) im Baums
{x, y, z) ein Funkt im Baume {X, Y, Z) zugeordnet wird.

Fassen wir nun eine beliebige Curve des linearen Complexes (30)

im Räume {x, y, z) ins Auge. Diese Curve bildet sich in der (jt))-

Ebene als ein Elementverein ab, der wiederum das Bild einer Minimal-

curve des Raumes (X, Y, Z) ist. Jeder Curve des linearen Complexes

(30) im Baume (x, y, z) ist demnach eine Minimalcurve im Baume
(X, Y, Z) zugeordnet.

Die begrifflichen Überlegungen, die von den Punkten bez. Complex-

geraden bez. Complexcurven des Raumes {x, y, z) zu den Minimal-

geraden bez. Punkten bez. Minimalcurven des Raumes (X, Y, Z) führten,

können offenbar auch umgekehrt ausgeführt werden.
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Wir stellen die Ergebnisse tabellariscli zusammen:

Ent-
gprectaende
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Dies ist aber die Monge'sche Grleichung des Complexes aller Minimal-

geraden im Räume (X, T, Z). Die zu einem Punkte {x, y, z) con-

jugierten Punkte {X, Y, Z) erfüllen also eine Minimalgerade.

Umgekehrt wollen wir jetzt alle zu einem Punkte {K, Y, Z) con-

jugierten Punkte (x, y, z) betrachten. Sie ergeben sich aus den beiden

auch in x, y, z linearen Gleichungen (35), d. h. die zu einem Punkte

(X, Y, Z) conjugierten Punkte (x,y, z) erfüllen eine Gerade im Räume

(x, y, z). Jedem der oo^ Punkte (X, Y, Z) wird somit eine Gerade

im Räume (x, y, z) zugeordnet, sodass diese Geraden im letzteren Räume

einen Liniencomplex bilden. Die Monge'sche Gleichung dieses Complexes

geht hervor, wenn die Gleichungen (35) bei festen X, Y, Z differenziert

werden:

I

Zdx + dz=0,
^ ^ \{X— iY)dx-dy =
und dann aus diesen Gleichungen und aus (35) die drei Parameter

X, Y, Z eliminiert werden. Es ergiebt sich:

dx{xdy — ydx -\- dz) = 0.

Der Factor dx ergäbe gleich Null gesetzt, dass die zum Punkt (X, Y, Z)

conjugierten Punkte (x, y, z) sämtlich dieselbe Coordinate x haben würden.

Das ist aber, wie das Gleichungensystem (35) lehrt, offenbar nicht der

Fall. Also haben wir:

xdy — ydx -\- dz = 0,

und dies ist die Gleichung des oben betrachteten linearen Complexes.

Wir erkennen daher, dass die zu einem Punkte (X, Y, Z) conjugierten

Punkte (x, y, z) eine Gerade dieses linearen Complexes erfüllen.

Wir fassen das Ergebnis so zusammen:

Satz 15: Liegt das bilineare Gleichungensystem Ergebnis.

X-i-iY+xZ-i-z = 0,

x(X~iY)—Z—y=0
vor und bezeichnet man zwei Punkte (x, y, z) und (X, Y, Z) zweier

auf rechtwinklige Coordinatensysteme bezogener Räume als conjugiert, so-

bald ihre Coordinaten das Gleichungensystem erfüllen, so wird jedem Punkt

(x, y, z) des ersten Raumes als Ort der conjugierten Punkte (X, Y, Z)
eine Minimalgerade im^ zweiten Räume und umgekehrt jedem Punkt

(X, Y, Z) des zweiten Raumes eine Gerade des durch die Pfaff'sche

Gleichung

xdy — ydx -j- dz =
definierten linearen Complexes im ersten Räume zugeordnet.
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Um diese Beziehung zwischen den beiden Räumen {x, y, z) und

{X, Yj Z) dem Verständnis näher zu bringen, erinnern wir an eine

ähnliche und wohlbekannte Beziehung in der Ebene, nämlich an die

allgemeine Dualität in der Ebene, von der die Transformation durch

reciproke Polaren ein specieller Fall ist. (Vgl. § 3 des 1. Kap. sowie

das 1. Beisp. in § 5 des 2. Kap., S. 56.) Bei der Dualität hat be-

kanntlich jeder Punkt <x>'^ conjugierte Punkte, die eine Gerade erfüllen,

während zu allen Punkten einer Geraden stets ein conjugierter Punkt

vorhanden ist. Bei der Dualität geht der Inbegriff eines Punktes und

einer Geraden durch ihn . in den Inbegriff einer Geraden und eines

Inbegriff Punktes auf ihr über. Dasselbe ist hier der Fall: Betrachten wir
V. Pkt. u.

conipiex- einen Punkt (x, y, Z) und eine Complexgerade g durch ihn. Zu dem
durch ihn. Punkte (x, y, z) sind alle Punkte einer Minimalgeraden des Raumes

(X, Y, Z) conjugiert, während die Punkte der gegebenen Geraden g
sämtlich zu einem gewissen Punkte (X, Y, Z) conjugiert sind. Da
auch der gegebene Punkt (x^ y, z) zu den Punkten der Geraden g ge-

hört, so geht die ihm zugehörige Minimalgerade notwendig durch den

Punkt (X, Y, Z). Wir können daher den Satz aussprechen*):

Satz 16: Das hiUneare Gleichungensystem

X-\-iY+xZ-\-z =0,
x{X— iY)— Z—y=0

bildet die Punkte des Baumes (x, y, z) auf die Minimalgeraden im Baume

{X, Y, Z), also auf die Geraden des durch die Gleichung

dX^-{-dY''-\-dZ' =
definierten Complexes zweiten Grades, und andererseits die Punkte des

Baumes (X, Y, Z) auf die Geraden des durch die Gleichung

xdy — ydx -\- dz =
definierten linearen Complexes im Baume (x, y, z) ab. Diese beiden

Abbildungen haben dabei die Eigenschaft, dass sich alle oo^ Punkte einer

beliebig ausgewählten Complexgeraden im einen Baume als die oo^ Complex-

geraden im anderen Baume abbilden, die durch denjenigen Punkt gehen,

dessen Bild die ausgewählte Complexgerade ist. Mit anderen Worten:

Der Inbegriff eines Punktes und einer durch ihn gehenden Complex-

geraden im einen Baume bildet sich als der Inbegriff einer Complex-

geraden und eines Punktes auf ihr im anderen Baume ab.

*) Im zweiten Bande werden wir zeigen, wie Lie im Februar 1869 durch eine

neue Deutung des Imaginären der ebenen Geometrie aus der Poncelet-Ger-
gonne' sehen Theorie der Dualität zu einer Beziehung zwischen zwei dreidimen-
sionalen Räumen geführt wurde, die als besonderen Fall die im Texte entwickelte

Beziehung umfasst. Vgl. Ges. d. Wiss. zu Christiania, Febr. 1869, S. 35.
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Diese Abbildung hat hochwichtige Eigenschaften , und wir werden

uns später, im zweiten Bande, eingehend mit ihr beschäftigen. Im
Folgenden entwickeln wir ihre grundlegenden Eigenschaften auf mög-
lichst elementarem Wege.

Fig. 80.

Es möge im Räume {x, y, z) eine Reihe von Punkten a^^, a^, a^ . .

.

so gegeben sein, dass die aufeinanderfolgenden Geraden {a^a.^
,
{a^a.^ . .

.

sämtlich Geraden des linearen Complexes sind. (Siehe Fig. 80.) Wir
betrachten also ein Polygon, dessen Seiten dem linearen Complex an-

gehören. Die Ecken a^, a.^, a.^ . . . bilden sich im Räume (X, Y, Z) als

eine Reihe von Minimalgeraden

Äi, Ä^, Ä^ . . . ab, und nach

dem letzten Satze haben die

Geraden («i^), («2%) • • • ^^
Punkte zu Bildern, in denen sich

je zwei aufeinanderfolgende Mi-

nimalgeraden Ä^, A2, Ä^ ...

schneiden. Wir können also

sagen, dass sich das Polygon

a^a^a.^ . . . im Räume (x,y,z)

als das Polygon A^A^A^ . . ,

im Räume (X, Y, Z) in der Weise abbildet, dass die Ecken des einen

Polygons den Seiten des anderen und die Seiten des einen den Ecken
des anderen entsprechen. (Man vergleiche die analoge Betrachtung bei

der Transformation durch reciproke Polaren in der Ebene, § 3 des

1. Kap., S. 22.)

Die Beziehung zwischen beiden Polygonen ist völlig umkehrbar:

Wären wir von dem Polygon A^A^A^ . . . im Räume (X, Y, Z) aus-

gegangen, so hätten wir als sein Bild im Räume (x, y, z) gerade das

Polygon «^«2% • • • erhalten.

Diese Beziehung bleibt nun bestehen, wie gross auch die Zahl der

Ecken und Seiten der Polygone sein mag, vorausgesetzt nur, dass man
als Seiten stets Geraden des betreflPenden Complexes wählt. Es ist Entsprechen

daher möglich, durch einen Grenzübergang zu schliessen, dass die compiex-

Complexcurven in beiden Räumen ebenfalls wechselseitig auf einander

bezogen sind. Beim Grenzübergang nämlich gehen die Polygone in

Curven über und die Polygonseiten in die Tangenten der Curven über.

Um die Berechtigung dieses Grenzüberganges — vielleicht zum
Uberfluss — noch von anderer Seite her zu zeigen, machen wir die

folgenden analytischen Überlegungen:

Die Bedingung dafür, dass zwei unendlich benachbarte Punkte
liie, Geometrie der Berührungstransformationen I. 29 [17.1. 189(5.]
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(x, y, s) und (x -\- dx, y + dy, z + dz) im Räume {x, y, z) auf einer

Geraden des linearen Complexes liegen, ist, wie wir wissen

xdy — ydx -\- dz = 0.

Dem ersten Punkt (x,y, z) entspricht im Räume (X, Y, Z) die durch

die beiden Gleichungen

X+ ir -^xZ-{-z = 0,
^^^^

[x{X— iY)— Z— y =
in den laufenden Coordinaten X, Y, Z bestimmte Minimalgerade. Dem
Punkte (x-\-dx, y-\-dy, z-\-dz) entspricht die unendlich benachbarte

Minimalgerade, deren Gleichungen aus (35) hervorgehen, wenn darin

für X, y, z die Werte x -\- dx, y -\- dy, z -\- dz gesetzt werden.

Die beiden Minimalgeraden schneiden einander daher dann und nur

dann, wenn es solche Werte von X, Y, Z giebt, die den beiden

Gleichungen (35) und überdies den beiden Gleichungen

Zdx -\-dz = 0,
^^'^^

\(X~iY)dx—dy =
genügen. (Vgl. die analoge Betrachtung in § 2, S. 435.) Die Be-

dingung des Schneidens ist das Verschwinden der Determinante dieser

vier in X, Y, Z linearen Gleichungen, und dies giebt, wie wir schon

früher (S. 447) erkannten:

xdy — ydx -\- dz = 0.

Wenn wir andererseits zwei unendlich benachbarte Punkte (X, Y, Z)

und (X-\-dX, Y-{-dY, Z -\- dZ) im Räume (X, Y, Z) ins Auge

fassen, so wissen wir, dass beide auf einer Minimalgeraden liegen, wenn

dX^ -\-dY^ + dZ^ =
ist. Ihnen entsprechen im Räume (x, y, z) zwei unendlich benachbarte

Geraden des linearen Complexes, und die erste Gerade wird durch die

Gleichungen (35) in den laufenden Coordinaten x,y, z dargestellt. Die

ganz analoge Überlegung wie vorhin liefert hier als Bedingung ihres

Schneidens (vgl. auch S. 446):

dX'' -{-dY^-{-dZ'' = 0.

Aus diesen Überlegungen folgt: Die Punkte einer Curve c des

einen Complexes bilden sich als solche oo^ Geraden des anderen Com-

plexes ab, von denen je zwei unendlich benachbarte einander schneiden,

sodass diese oo^ Geraden eine Curve C des anderen Complexes um-
hüllen. Ferner: Die Tangenten der gewählten Curve c bilden sich, da

sie eine Developpabele des ersten Complexes ausmachen, als oo^ Punkte

ab, die eine Curve C des zweiten Complexes bilden werden. Da sich
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nun stets ein Punkt mit hindurchgehender Complexgeraden als Complex-

gerade mit einem Punkte auf ihr abbildet, so folgt, dass die Curve C
auf der Developpabeln von C liegen muss. Die Developpabele von C
enthält ausser C und ihren Geraden keine Complexcurve (nach S. 235,

§ 4 des 6. Kap., für den Fall des linearen Complexes und nach S. 264,

§ 1 des 7. Kap., für den Fall des Complexes der Minimalgeraden),

d. h. C fällt mit C zusammen.

Jede Curve des einen Complexes bildet sich also, oh man sie nun

als Punktort oder als Geradenort auffasst, wieder als nur eine Curve

des zweiten Complexes ah.

Diese Beziehung ist ganz analog der Beziehung zwischen ebenen

Curven, die einander durch die Transformation durch reciproke Polaren

oder noch allgemeiner durch die Dualität zugeordnet sind.

Wie wir schon in Satz 16 sagten, wird ein Punkt mit hindurch-

gehender Complexgeraden immer als eine Complexgerade mit einem

Punkte auf ihr abgebildet, d. h. jedes Linienelement, das die Differential-

gleichung des einen Complexes erfüllt, wird als ein Linienelement ab-

gebildet, das die Differentialgleichung des anderen Complexes erfüllt.

Die vorhergehenden Entwickelungen zeigen nun, dass insbesondere die

oo^ Linieneleraente einer Complexcurve stets wieder als die einer

Complexcurve abgebildet werden. Eine Ausnahme spielen dabei nur

die Linienelemente einer Complexgeraden. Sie werden als die Linien-

elemente eines Elementarkegels abgebildet, der übrigens beim linearen

Complex in ein Büschel degeneriert ist.

Um das Entsprechen zwischen den Linienelementen
Dam*^ent

{x, y, z, dx'.dy- dz) und {Y,Y,Z, dX-.dY: dZ) LäE'
der beiden Monge'schen Gleichungen

xdy — ydx^dz = 0, dX^ -\- dY^ -{- dZ^ =
auch analytisch darzustellen, beachten wir, dass zunächst die beiden

Gleichungen

X-\-iY -^xZ-\-z =0,
^^^

\x{X— iY)- Z-y=0
bestehen. Der Geraden des Elementes (x, y, z, dx : dy : dz) entspricht

der Punkt (X, Y, Z). Mithin stellen die beiden Gleichungen (35)

diese Gerade dar, sobald man in ihnen x, y, z als laufende Coordinaten

betrachtet, sodass also, da der Punkt {x -j- dx, y -{- dy, z -{- dz) auf

der Geraden liegt, die Gleichungen bestehen:

Zdx + (7^ = 0,

(X — i Y) dx — dy = 0.

29*
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Analog ist:

dX-{-idY -{-xdZ=0,

x{dX-idY)— dZ=0.

Aus diesen sechs Gleichungen, die wiederholt aufgetreten sind, folgt

nun durch Auflösung nach X, Y,Z, dX: dY: dZ

(38)

X = dy -\- xdz — zdx
Mx '

z=
dX:dY:dZ

Y=i dy — xdz -\- zdx
^dx

dz

dx
xdy — ydx

dx '

(l—x^):i{l i-x^):2x

und andererseits durch Auflösung nach x, y, z, dx : dy : dz

(39)

(^^

y = —

=

dZ _ dX-\-idY
dX — idY

~
dZ '

(X —iY){dX+ idY) 4- ZdZ
dZ

Z{dX + idY) — {X-\-i Y) dZ

Gesamt-
ergebnis.

dZ '

dx:dy:dz=\'.{X — iY): — Z.

Dass wir mehrere Auflösungen z. B. für Z und für x erhalten,

ist nicht überraschend: Wir fassen ja nur solche Linienelemente ins

Auge, deren Geraden den Complexen angehören, und für solche sind

die verschiedenen erhaltenen Werte einander gleich. Natürlich lassen

sich die gewonnenen Formeln deshalb noch in mehreren anderen Weisen

schreiben.

Die Gleichungen (38) liefern das Linienelement im Räume (X, Y, Z),

das einem gegebenen Linienelement im Räume {x, y, z) entspricht, in-

dessen die Gleichungen (39) das Umgekehrte leisten. Wie diese Glei-

chungen zeigen, ist diese Zuordnung zwischen den oo^ Linienelementen

der beiden Monge'schen Gleichungen in beiden Räumen eine ein-

eindeutige Zuordnung.

Wir können nun das folgende Theorem aufstellen*):

Theorem 18: Die Gleichungen

X-\-iY +xZ-\-z = 0,

x(X— iY)— Z~y =
bestimmen eine ein-eindeutige Zuordnung zwischen den Linien-

elementen der Pfäffsehen Gleichung

*) Ges. d. Wiss. zu Christiania, Febr. 1869, Oct. 1870 und 71, Comptes
Rendus Oct, 1870, 71. Bd., S. 579, Math. Annalen 5. Bd. (1872), S. 168.
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xdy — ydx -\- dz =
eines linearen Complexes im Räume (x, y, z) und den Linien-

elementen der Monge'schen Gleichung

dX^-\-dY^ + dZ^ =
des Complexes aller Minimalgeraden im Räume (X, Y, Z). Bei

dieser Zuordnung entspricht jeder krummen Complexcurve des

einen Complexes eine krumme Complexcurve des anderen. Den
oo^ Linienelementen einer Complexgeraden dagegen entsprechen

im anderen Räume die oc^ Linienelemente durch einen Punkt.

Wir stellen schliesslich einander entsprechende Gebilde in einer

Tabelle zusammen.

Raum {x, y, z). Raum (X, Y, Z).

1) Linienelement der Pfaff'schen

Gleichung

xdy — ydx -{- dz =
eines linearen Complexes.

2) Punkt als Scheitel eines Büschels

solcher Linienelemente.

3) Gerade des linearen Complexes.

4) Krumme Curve des linearen Com-
plexes.

5) Zwei einander schneidende

krumme Complexcurven.

6) Zwei krumme Complexcurven, die

beide eine Complexgerade berühren.

7) Einander berührende krumme
Complexcurven.

1) Linienelement der Monge'schen

Gleichung

dX^ + dY^-\-dZr=0
des Complexes aller Minimalgeraden.

2) Minimalgerade.

3) Punkt als Spitze eines Elementar-

kegels (einer Nullkugel).

4) Krumme Minimalcurve.

5) Zwei krumme Minimalcurven, die

beide eine Minimalgerade berühren.

6) Zwei einander schneidende

krumme Minimalcurven.

7) Einander berührende krumme
Minimalcurven.

Da die Beziehung zwischen den Complexcurven in beiden Räumen

durch birationale Gleichungen vermittelt wird, so entspricht jeder

algebraischen Complexcurve wieder eine algebraische Complexcurve.

Hiemach ist z. B. das Problem, alle algebraischen Minimalcurven zu

finden, identisch mit dem Problem, alle algebraischen Curven des

linearen Complexes zu finden. Analoges gilt betreffs der Bestimmung

der algebraischen Complexcurven von gegebenem Geschlecht.

§ 4. Eine Zuordniing zwischen den Geraden eines Raumes und den

Kugeln eines anderen Baumes.

Es ist von grösster Wichtigkeit, dass die im vorigen Paragraphen

festgestellte Beziehung zwischen den Linienelementen einer Pfaff'schen

Gleichung im Räume (x, y, z) und den Linienelementen einer
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Monge'schen Gleichung im Räume {X, Y, Z) naturgemäss zu einer

Beziehung zwischen den Flächen in beiden Räumen führt, und dass

bei dieser Zuordnung solchen Flächen, die einander berühren, wiederum

Flächen entsprechen, die einander berühren. Es wird unsere Aufgabe

sein, dies im gegenwärtigen Paragraphen nachzuweisen.

Dabei müssen wir einige längst bekannte Sätze aus der Theorie

der linearen Complexe anwenden, und es erscheint uns angebracht,

diese Sätze, um späterhin Störungen zu vermeiden, hier vorauszu-

schicken.

PoTiren ^^^ erinnern zu diesem Zwecke an den in § 3 des 6. Kap., S. 214,

^c'^m^i' eingeführten Begriff: reciproke Polaren hei einem vorgelegten linearen

Complex. Der Satz 7 jenes Paragraphen (S. 213) lehrt unmittelbar,

wenn wir noch an die Begriffe: Nullebene (S. 212) und Nullpunkt

(S. 219) erinnern, die Richtigkeit des Satzes:

Satz 17: Liegt ein linearer Liniencomplex oder ein Nullsystem vor

und sind 2wei hinsichtlich desselben reciproke Polaren gegeben, so liegt

der Nullpunkt jeder Ebene durch die eine der beiden Polaren auf der

anderen Polaren.

Es sei ferner e^ eine gegebene Ebene und p^ ein Punkt in ihr.

Der Nullpunkt der Ebene e^ ist ein Punkt p^ in gj, und die Nullebene

des Punktes p^ ist eine Ebene e^ durch p^ Die Gerade {P1P2) ist eine

Complexgerade, da sie in der Ebene ^^ durch den Nullpunkt p.^ ^^^

Ebene geht. Sie geht auch durch p^^. Nun aber liegen alle durch p^

gehenden Complexgeraden in der Nullebene 63 "^^n p^. Also folgt,

dass (j>iP2) die Schnittlinie der beiden Ebenen e^ und e^ ist.

Die Ebene e^ und der Punkt p^^ in ihr stellen ein Flächenelement

dar. Ihm wird also durch den linearen Complex ein zweites Flächen-

element zugeordnet, nämlich das, dessen Punkt P2 und dessen Ebene e^

ist, und wir sehen:

Satz 18: Liegt ein linearer Complex vor und construiert man zu

dem Punkte und zu der Ebene eines Flächenelementes die Nullebene und

den Nullpunkt, so bestimmen die letzteren beiden ein zweites Flächen-

element, und die Schnittlinie der Ebenefn der Elemente ist identisch mit

der Verbindenden der Punkte beider Elemente, die überdies eine Complex-

gerade ist.

Keciproke Zwci solchc Flächenelemente nennen wir zu einander reciprok hin-
Flächenel. .77.7,,. ^

b. lin. Sichtlich des linea/ren Complexes.
Compl. ....

Es sei nun eine nicht -abwickelbare Fläche co^ gegeben. Wir con-

struieren in ihren oo^ Punkten pj^ die oo^ Tangentenebenen e^. Es sei 63

die Nullebene von j)^ und P2 der Nullpunkt von e^. Nach unserem
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Fig. 81.

letzten Satze ist dann jedesmal (Pilii) die Schnittlinie der betreffenden

Ebenen e^, e.,. (Siehe Fig. 81.) Der Ort der oo^ Punkte p^ wird eine

neue Fläche a^ s®i°- J^^® Tangente t^ der Fläche a^ in p^ kann als

der Schnitt der Ebene e^ mit einer unendlich benach-

barten Tangentenebene aufgefasst werden. Ihre reci-

proke Polare ist daher die Verbindende des Punktes p.^

mit einem unendlich benachbarten Punkt der Fläche a^

,

also eine Tangente ^ von Og in P2- Ferner liegt ^^

in Ci und geht durch p^, sodass t^ durch p^ geht und

in ^2 liegt. Also ist e^ die Tangentenebene von Og in

p^. Insbesondere ist (p)iP2) eine gemeinsame Tangente

beider Flächen. Ausserdem ist (P1P2) eine Gerade des Complexes, nach

Satz 18. Solcher Geraden giebt es hier oo^, entsprechend den oo^

Punkten von cj^. Es hat sich also ergeben:

Satz 19: Liegt ausser einem linearen Complex eine nicht- abwickel-

bare Fläche (Oj^ vor, so ist der Ort der Ntdlpunkte ihrer Tangetitenebenen

eine zweite Fläche (o^, deren Tangentenebenen die Nullebenen der Funkte

der Fläche «^ sind. Die reciproken Polaren der Tangenten der Fläche

öj sifid die Tangenten der Fläche co^. Es giebt 00^ Geraden des linearen

Complexes, die gemeinsame Tangenten der beiden Flächen sind. Die

Beziehung zwischen beiden Flächen ist vollständig umkehrbar.

Zwei derartige Flächen nennen wir zu einander reciprok hinsichtlich
^^^J^^:^^""-

des linearen Complexes.
Compl.

Wir können noch auf einem anderen Wege zu ihnen kommen.

Wählen wir nämlich 00^ Geraden des linearen Complexes aus, so liegt gtjaMen-

ein Strahlensystem vor, das dem linearen Complex angehört.
^^co^/^"^'

Früher, in § 4 des 7. Kap., Satz 11, S. 294, haben wir bewiesen,

dass auf jedem Strahl eines Strahlensystems mindestens ein Punkt von

der Beschaffenheit liegt, dass durch ihn noch ein unendlich benachbarter

Strahl des Systems geht. Dieser unendlich benachbarte Strahl wird

wieder von einem ihm unendlich benachbarten Strahl geschnitten u. s. w.

Man sieht hieraus, dass sich in jedem Strahlensysteme die 00^ Strahlen

zu 00^ abwickelbaren Flächen von je 00^ Strahlen zusammenfassen

lassen. Die Rückkehrcurven der abwickelbaren Flächen werden im

allgemeinen eine Fläche a^ erfüllen, die also von allen Strahlen des

Systems berührt wird. An der angeführten Stelle sahen wir aber,

dass sich zur Bestimmung des Punktes eines Strahles, durch den un-

endlich benachbarte Strahlen gehen, eine quadratische Gleichung er-

giebt. Es sind daher im Allgemeinen auf jedem Strahl zwei solche

Punkte vorhanden. Daher werden sich die 00^ Strahlen noch auf eine
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zweite Weise zu oo^ abwickelbaren Flächen zusammenfassen lassen,

und die Rückkebrcurven dieser abwickelbaren Flächen werden noch

eine Fläche o^ bestimmen. (Man vergl. hierzu die Ausführungen auf

S. 270, 271 des geschichtlichen Überblicks in § 2 des 7. Kap. sowie

Fig. 59 daselbst.) Es gilt daher der

Satz 20: In einem Strdhlensystem lassen sich die Strahlen in zwei

Weisen m je oo^ abwickelbaren Flächen zusammenfassen, sodass die

BücMehrcurven der abwickelbaren Flächen zwei Flächen erzeugen und

das Strahlensystem aus Geraden besteht, die gemeinsame Tangenten dieser

beiden Flächen sind.

McTe°n ^^^ "beiden Flächen co^ und Og heissen die Brennflächen des

Strahlensystems.

Wenn nun das Strahlensystem in unserem linearen Complex ent-

halten ist, so gehen durch jeden Punkt p^ von co^ zwei unendlich

benachbarte Complexgeraden, deren Ebene also die Nullebene Cg "^^n

p^ ist. Diese Ebene berührt die Fläche cd^, da die beiden Geraden die

Fläche (Ö2 berühren. Die Nullebenen der Punkte von a^ sind also die

Tangentenebenen von co^. Ebenso sind die Nullebenen der Punkte von

co.^ die Tangentenebenen von Wj^. Wir finden daher:

Satz 21: Die beiden Brennflächen eines Strahlensystems, dessen

Strahlen einem linearen Complex angehören, sind zu einander reciprok

hinsichtlich des linearen Complexes.

Es kann vorkommen, dass sich die Rückkehrcurven der einen

Schar (oder beider Scharen) auf Punkte reducieren, sodass die zvi-

Breim- gehörige Brennfläche eine Curve, eine Brenncurve, wird. Wenn sich

aber oj^ auf eine Curve reduciert, so hat o^ nur noch oo^ Punkte.

Also besitzt dann Og nur oo^ Tangentenebenen und ist daher eine ab-

wickelbare Fläche. So ergiebt sich, wie wir nicht weiter auszuführen

brauchen:

Satz 22: Liegt ein linearer Complex vor, so ist hinsichtlich des

Complexes zu jeder Curve, die keine Complexcurve ist, eine abwickelbare

Fläche reciprok, deren Erzeugende dem Complex nicht angehören. Um-
gekehrt ist zu jeder abwickelbaren Fläche, deren Erzeugende keine Complex-

geraden sind, eine Curve reciprok, die keine Complexcurve ist. Zu einer

Complexcurve dagegen ist die abwickelbare Fläche ihrer Tangenten reciprok,

imd umgekehrt.

Liegen zwei Flächen vor, die einander berühren, so haben sie

einen Punkt und in diesem Punkte die Tangentenebene gemein. Die

zu ihnen reciproken Flächen haben daher die Nullebene jenes Punktes

zur gemeinsamen Tangentenebene und zwar berühren sie diese Ebene

curven.
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in dem Punkte^ dessen Nullebene die gemeinsame Tangentenebene der

gegebenen Fläche ist. Also:

Satz 23: Liegt ein linearer Complex vor, so sind zu zwei Flächen,

die einander hcrühren, hinsichtlich des Complexes zwei solche Flächen

recijyroTi, die einander ebenfalls berühren.

Dies sind die Sätze aus der Theorie der linearen Complexe, die

wir in den folgenden EntWickelungen anwenden werden und daher

vorausgeschickt haben.

Wegen einer späteren Anwendung wollen wir hier nur noch an-

geben, wie sich analytisch die Polare zu einer Geraden ergiebt. Die

Gerade

(40) x== rz -\- Q, y = sz -\- 6

hat hinsichtlich des durch die Pfaff'sche Gleichung

xdy — y dx -\- dz =
definierten linearen Complexes zur Polaren eine gewisse Gerade:

(41) X = r'z -\- q', y = s'z + 6'.

Jede Gerade, die einen Punkt der Geraden (40) mit einem Punkt der

Geraden (41) verbindet, muss eine Gerade des Complexes sein. Drückt

man dies analytisch aus, so findet man, dass zwischen r, s, q, 6 und

r', s', Q, 6' einfache Beziehungen bestehen. Benutzt man noch die

fünfte Liniencoordinate, setzt man also:

rj ^ SQ — r6, ri ^ s'q' — r'ö',

so lauten diese Beziehungen zwischen den Liniencoordinaten r, s, q, 6, 7] Anai. Darst.

und r', s', q', <?', r]' zweier reciproker Polaren, wie folgt: Polaren.

(42) r' = — s = 9— ~
, (? = — V

Nunmehr nehmen wir die Betrachtungen des vorigen Paragraphen,

die sich auf die Abbildung

der beiden Räume (x, y, z) und

(X, Y, Z) beziehen, wieder auf,

um sie weiter zu führen.

In dem Räume (x, y, z)

des linearen Complexes sei

eine Fläche co vorgelegt. Nach

§ 2 des 6. Kap., S. 193, wird

sie von oo^ Curven k des

linearen Complexes einfach vig g*.

überdeckt. (Siehe Fig. 82.)

Nach Theorem 18 (S. 452) hat jede dieser Curven k als Bildcurve
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eine Minimalcurve K im liaume (X, Y, Z). Diese oo^ Minimalcurven

K werden eine Fläche Sl bestimmen. Durchläuft ein Punkt m eine

^Mächen
^' ^®^ Curvcu ]c Ruf CO, SO umhüUt seine Bildgerade, die eine Minimal-

gerade M ist, die entsprechende Minimalcurve K auf il. Dies gilt

auch umgekehrt: Durchläuft ein Punkt eine Curve K auf ß, so um-

hüllt seine Bildgerade im Räume (x, y, £) die entsprechende Cnrve h

auf 03.

Die oü^ Minimalgeraden Jf, welche die Bilder der Punkte m der

Fläche CO sind, stellen ein StrcMensystem dar. Die Strahlen berühren

die Fläche ß, die daher eine Brennfläche des Strahlensystems ist.

Andererseits gehen sie — als Minimalgeraden — sämtlich durch den

unendlich fernen Poncelet'schen Kugelkreis im Räume (X, Y, Z). Der

Kugelkreis ist daher eine JBrenncurve des Strahlensystems.

Gehen wir nunmehr von einer beliebigen Fläche fl im Räume
(X, Y, Z) aus (siehe Fig. 83). Sie wird von zwei Scharen von Minimal-

curven K^ und JEj überdeckt, sodass durch jeden Punkt der Fläche Sl

deren zwei gehen. Jede Curve jS'^ der einen Schar bildet sich im

Räume (x,y,z) als eine Curve

\ des linearen Complexes ab.

Alle diese oo^ Curven \ er-

zeugen eine Fläche a^ im

Räume (x, y, s). Ebenso bilden

sich die Minimalcurven K^ der

zweiten Schar als oo^ Curven

\ des linearen Complexes im

Räume (x, y, 2) ab. Diese 00^

Curven \ erzeugen ebenfalls

eine Fläche co^ im Räume

Fig. 83. (^j 2/j ^)- ^^^ beiden Flächen

ra^ und ßjg sind von einander

verschieden, bilden aber, nebenbei bemerkt, im Allgemeinen zu-

sammen eine irreducibele Fläche. Durch jeden Punkt A von iß geht

eine Curve K^ und eine Curve K^. Der Punkt A bildet sich im

Räume (x, y, z) als eine Gerade a des linearen Complexes ab, und

diese Gerade muss die beiden Flächen cd^ und cog berühren. Da die

Fläche Sl insgesamt 00^ Punkte A enthält, so ergeben sich im Räume

{x, y, z) auch oo^ Geraden a des linearen Complexes. Sie bilden ein

im linearen Complex enthaltenes Strahlensystem, das die Flächen ca^

und «2 zu Brennflächen hat. Nach Satz 21 sind also die Flächen o^

und CO2 2u einander reciprok hinsichtlich des linearen Complexes. In A
wird Sl von zwei Minimalgeraden M^ und Jfg berührt. Diese Geraden
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bilden sich als die beiden Punkte ;«^ und m,^ im Räume (x, y, s) ab,

in denen die Gerade a die beiden Flächen co^ und Og berührt.

Nun kehren wir noch einmal zu der vorhergehenden Betrachtung

zurück, bei der wir eine Fläche im Räume {x, y, z) als gegeben an-

nahmen, die wir jetzt mit ca^ bezeichnen wollen. Ihr entspricht, wie

wir sahen, im Räume (X, Y, Z) eine Fläche Sl derart, dass sich die

Curven Ic^ des linearen Complexes, die auf to^ liegen, als Minimalcurven

K^ auf Sl abbilden. Aber il enthält noch eine zweite Schar von

Minimalcurven K2, und ihre Bilder im Räume (x, y, 2) sind Curven

^^2 des linearen Complexes, die nach dem Vorhergehenden die zur

Fläche (Dl hinsichtlich des linearen Complexes reciproke Fläche co^

erzeugen.

Es hat sich also ergeben:

Satz 24: Durch die im Theorem 18 erwähnte Zuordnung wird auch

eine Zuordnung von Flächen in den Bäumen (x, y, b) und (X, Y", Z)

hergestellt, und zwar ist diese Zuordnung ein-zweideutig. Dabei ent-

spricht nämlidi je zwei Flächen a^ und ca^, die zu einander hinsichtlich

des linearen Complexes im Baume (x, y, z) reciproh sind, eine Fläche

£1 im Baume {X, Y, Z) in der Weise, dass sich die beiden Scharen

von Curven des linearen Complexes, die auf co^ und cjg liegen, als die

beiden auf ü gelegenen Scharen von Minimalcurven abbilden. Den

Tunkten von cö^ und «2 entsprechen die Tangenten dieser beiden Scharen

von Minimalcurven, ivährend den Funkten von Sl das Strahlensystem im

Baume (x, y, z) entspricht, dessen Brennflächen cj^ und a^ sind und

dessen Strahlen dem linearen Complex angehören.

Wir stellen die einander entsprechenden Gebilde wieder tabellarisch

zusammen:

Raum (x, y, z). Raum (X, Y, Z).

1) Eine Fläche co^ und die hinsicht-

lich des linearen Complexes reciproke

Fläche (o.y

2) Complexcurven k^ auf w^.

3) Complexcurven k^ auf co^.

4) Punkte von oa^.

5) Punkte von oog-

6) Die Complexgeraden , die oa^ und
cüj berühren, d. h. die Strahlen des

Strahlensystems, dessen Brennflächen

(o, und (o, sind.

1) Eüie Fläche Sl. Zusammen-
steUung.

2) Die eine Schar von Minimalcurven

Äi auf ß.

3) Die andere Schar von Minimal-

curven Äj auf Sl.

4) Tangenten der Curven K^.

5) Tangenten der Curven K^.

6) Die Punkte von ß.
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Wohlbemerkt gestatten diese Ergebnisse in gewissem Sinne noch

Auaiiahmen. Ausnahmen. Es liegt uns hier fern, diese Ausnahmen auf syste-

matischem Wege sämtlich festzustellen, da wir doch im zweiten Bande

wieder hierauf zurückkommen. Wir wollen hier aber mehrere sich

sofort darbietende Ausnahmefälle besprechen, die ein besonderes In-

teresse haben.

Fig. 84.

Nehmen wir einmal an, im Räume (x, y, z) sei eine nicht-ab-

Hn^crmY wickelbare Regelfläche vorgelegt, deren Erzeugende a dem linearen

Complex angehören (siehe Fig. 84). Die oo^ Geraden bilden sich im

Räume (X, Y, Z) als oo^ Punkte A ab, die eine Curve bilden, und

diese Curve ist keine Minimalcurve. Andererseits bilden sich die cx)^

Punkte m einer Geraden a als die oo^ Minimalgeraden M ab, die

durch den entsprechenden Punkt

A gehen. So ergeben sich also

im Räume (X, Y, Z^ im ganzen

oo^ Minimalgeraden Jf, die eine

Curve und ausserdem — als

Minimalgeraden — den Kugel-

kreis schneiden. Diese oo^ Mi-

nimalgeraden bilden also ein

Stralilensystem, das zwei Brenn-

curven hat. Die gewählte Regel-

fläche ist zu sich selbst reciprok hinsichtlich des linearen Complexes.

Sucht man umgekehrt zu einem solchen im Räume (X, F, Z) ge-

gebenen Strahlensystem, dessen eine Brenncurve der Kugelkreis und

dessen andere Brenncurve eine beliebig gegebene Curve ist, das ent-

sprechende Gebilde im Räume [x, y, z), so kommt man augenscheinlich

zu einer (und nur einer) Regel-

fläche, deren Erzeugende dem

linearen Complex angehören.

Sei ferner im Räume

(X, Y, Z) eine nicht- dbwickel-

hare Begelfläche il von Mini-

malgeraden gegeben. (Siehe

Fig. 85.) Sie enthält ausser

oo^ Minimalgeraden M^ noch

eine Schar von oo^ Minimal-

curven K. Die oo^ Minimalgeraden M^ bilden sich im Räume (x, y, z)

als Punkte m^ einer Curve a^ ab, die keine Curve des linearen Com-

plexes ist, während sich die oo^ Mimmdlcurven K als oo^ Curven h

Fig. 85.
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des linearen Complexes abbilden, die eine Fläche ra^ bestimmen. Den

Punkten Ä der Regelfläche entsprechen daher im Ranme (x, y, z)

solche oo^ Complexgeraden a, die eine Curve co^ treffen und eine

Fläche a.2 berühren, also die Strahlen eines im linearen Complex ent-

.haltenen Strahlensystems, dessen eine Brennfläche in eine Brenncurve

ausgeartet ist. Es ist dies ein Specialfall des oben besprochenen all-

gemeinen Falles, nämlich der, in dem die Fläche a^ zu einer Curve

degenerieii ist, während die zweite Brennfläche co^ eine Fläche ge-

blieben ist. Nach den vorausgeschickten Bemerkungen (Satz 22) ist die

Fläche «2 zur Curve a^^ hinsichtlich des linearen Complexes reciprok,

also eine abwickelbare Fläche.

Wir haben also folgende besondere Fälle erhalten:

Raum (x, y, £). Raum (X, Y, Z).

7) Nicht -abwickelbare Regelfläche, 7) Curve, die keine Minimalcurve

deren Erzeugende dem linearen Complex ist.

angehören. 1

8) Curve, die keine Complexcurve ' 8) Nicht -abwickelbare Regelfläche,

ist, und die dazu reciproke abwickel-
j

die den Kugelkreis enthält.

bare Fläche.

Von grösstem Interesse ist nun aber der folgende besondere Fall:

Im Räume (X, Y, Z) liege eine Kugel vor, die keine Nullkugel sei, im Baum

also eine Fläche zweiten Grades mit zwei getrennten Scharen von

Minimalgeraden Mj^, M^. (Siehe

Fig. 86 *).) Den Minimalgeraden

jeder einzelnen Schar 31^ bez. M.^

entsprechen im Räume {x, y, z)

die Punkte zweier Curven g.^, g^

und den Punkten der Kugel ent-

sprechen die Geraden des linearen

Complexes, die g^ und g^ treffen.

Hier liegt also der besondere Fall

vor, dass sich die Flächen oj^ und

(0.2 alle beide auf Curven g^ und

g^ reducieren. Wiederum sind

die Curven g^ und g^ zu einander reciprok hinsichtlich des linearen

Complexes. Man kann dies direct einsehen und noch mehr erschliessen:

Alle von einem Punkte von g^ ausgehenden Geraden des Complexes

liegen in einer Ebene. Da sie alle g^ treffen müssen, so muss daher g^

Fig. 86.

*) Wir erinnern hierbei an die zweite Fussnote zu S. 426.
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in allen oo^ Nullebenen der Punkte von g^ liegen, d. h. eine Gerade

sein. Dasselbe gilt von g^, und die beiden Geraden sind reciproke

strahlen- Polaren. Also haben wir erkannt, dass sich das Strahlensystem erster
syst. 1. O. '

"
^c^m 'i

Ordnung und erster Classe, das aus allen Schnittgeraden zweier reciproker

Polaren im Baume {x,y,z) besteht, im Baume (X, Y, Z) als die Ge-

samtheit der Funkte einer Kugel ahhildet.

chtige Ergebnis c

rir wissen, stelle:

X+ iY +xZ-\-0 =0,

Anal. jyi^ wollen dies wichtige Ergebnis auch analytisch nachweisen und

vervollständigen.. Wie wir wissen, stellen die Gleichungen

^^^^
[x{X— iY)— Z-y=0

in den laufenden Coordinaten x, y, z die Geraden des linearen Complexes

dar, wenn X, F, Z die RoUe von Parametern spielen. Durch die im

Räume {x, y, z) beliebig gewählte Gerade g^ oder

(43) x = rz -\- Q, y =^ SS -\- 6

gehen od^ Geraden des linearen Complexes, und sie bilden ein Strahlen-

system erster Ordnung und erster Classe. Zu diesen od^ Geraden ge-

hören oü^ Wertsysteme der Parameter X, Y, Z. Diese oo^ Wert-

systeme sind also durch eine Bedingungsgleichung verknüpft und zwar

durch die, die sich durch Elimination von x, y, z aus den vier Glei-

chungen (35) und (43) ergiebt, also, wie man durch Determinanten-

bildung erkennt, durch die Gleichung

(44) r{X^-^Y^+Z^)—{s+Q)X-iis—Q)Y+{l+r6—SQ)Z+6=0.

Benutzen wir ausser den vier Plücker'schen Liniencoordinaten r, s, p, ö

noch die überzählige fünfte rj ^ sq — r6, so können wir schreiben:

(46) (X - ^r + (^+
^ ^^-T

+

i^-'^r - mr-
Nun aber sind X, Y, Z die Coordinaten desjenigen Punktes im Räume

(X, Y, Z), dessen Bild die Gerade (35) im Räume (x, y, z) ist. Wir

sehen also, dass den oo^ Geraden des betrachteten Strahlensystems

erster Ordnung und erster Classe im Räume (x, y, z) diejenigen oo^

Punkte im Räume (X, Y, Z) entsprechen, die der Gleichung (45) ge-

nügen. Diese Gleichung aber ist die einer Kugel. Der Mittelpunkt

der Kugel hat die Coordinaten:

9-|-S . Q — S 7]— 1

2r ' * 2r ' 2r '

während das Quadrat des Kugelradius gleich

fr, + 1\2

(^^
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ist. Man sieht, dass sich die Kugel niclit ändert, wenn man anstelle

von r, s, Q, 6, iq die Liniencoordinaten der Polaren von (43) setzt,

d. h. nach (42), S. 457, die Werte:

, r , s , Q , G , 1

7]
'

7]
' " rj

'
17 ' ' 7]

Daraus können wir schliessen, dass sich dieselbe Kugel ergeben hätte,

wenn wir statt von der Geraden ^^ oder (43) von ihrer Polaren g^

hinsichtlich des linearen Complexes ausgegangen wären. Dies deckt

sich mit den vorhergehenden begrifflichen Überlegungen.

Wir sind somit zu dem Ergebnis gelangt:

Theorem 19: Durch die leiden Gleichungen Beziehg.
•^ zwischen

Geraden u.

X-\-lY -\- XZ -\- Z =^Q, Kugeln.

x{X— iY)— Z—y =
wird ziüischen den Linienelementen, die der Pfaffsehen Glei-

chung
xdy — ydx -\- dz =

im Räume (x, y, z) genügen, und den Linienelementen, die der

Monge'schen Gleichung

dX^ + <? r^ + dZ^ ==

im Baume (X,Y,Z) genügen, eine ein-eindeutige Zuordnung her-

gestellt. Bei ihr wird jedem BunJct (x, y, z) des ersteren Baumes
im anderen Baume eine Minimalgerade zugeordnet; anderer-

seits wird jedem PunJcte {X, Y, Z) des zweiten Baumes im
ersten Baume eine Gerade des durch die Pfaffsehe Gleichung

xdy — ydx -\- dz =
definierten linearen Complexes zugeordnet Den Geraden eines

Strahlensystems erster Ordnung und erster Classe, das dem
linearen Complex angehört, also allen Geraden des Baumes
{x, y, z), die zwei reciprohe Polaren:

I I
r Q s 6

X = rz-j- Q, y z= sz-\- 0; x = z — -, y = z

(rj ^ SQ — /•<?)

schneiden, entsprechen dabei die Punkte {X, Y, Z) einer Kugel:

Den Punkten der beiden reciprohen Polaren sind die beiden

Scharen von Minimalgeraden auf der Kugel zugeordnet.
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Insbesondere können die beiden reciproken Polaren zusammen-

fallen, was nur dann eintritt, wenn

SQ — rö -\- 1 == oder t^ -j- 1 =
ist, d. h. wenn die Geraden in eine Complexgerade bineinrücken. In

diesem Falle ist das Strablensystem erster Ordnung und erster Classe

ein specielles (vgl. § 1 des 6. Kap., S. 187). Man kann bier sofort

scbliessen, dass in diesem Falle die zugeordnete Kugel in eine solche

mit nur einer irreducibelen Scbar von Minimalgeraden ausartet, d. h.

Nullkugel, in eine Nullkugel. In der Tbat ist die Kugel (45) eine Nullkugel, wenn

7j 4- 1 = ist.

Wir stellen wieder die Ergebnisse tabellarisch zusammen:

Zusammen-
stollung.

Raum {x, y, s).
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Fig. 87.

die Bilder zweier Minimalgeraden sind^ so folgt, dass ^^ etwa den

Punkt nii und folglich g^ den Punkt m^ enthält. Wenn umgekehrt

g^ und ^2 zwei reciproke Polaren sind, deren eine mj, deren andere nk^

enthält, so entspricht ihnen im

Räume (X, F, Z) eine Kugel,

welche die beiden Minimalgeraden

Ml und M2 enthält, also eine

jener 00^ Kugeln.

Um also die Bilder aller oo^

Kugeln zu erhalten, haben wir

alle die Geraden g.^ durch m^ zu

ziehen, deren reciproke Polaren g^

durch m^ gehen. Um dies zu thun, construieren wir zunächst die

Nullebenen e^ und e^ *) der Punkte m^ und Wg . Sie enthalten die

Complexgerade a. Ferner muss g^ in e^ liegen, da alle von ^3 aus-

gehenden Complexgeraden einerseits in e^ liegen und andererseits ^^

schneiden sollen. Ebenso muss g^ in e^ liegen. Umgekehrt ist klar,

dass eine Gerade g^, die durch m^ geht und in der Nullebene e^ von

m^ liegt, zur reciproken Polaren eine Gerade g^ hat, die durch Wg

geht und in der Nullebene e^ von m^ liegt.

Man sieht also, dass sich die 00^ Kugeln als die oo^ Paare von

reciproken Polaren g^, g.^ abbilden, von denen die oo^ Geraden g^ das

Büschel in e^ mit dem Scheitel m^ bilden, während die 00^ Geraden

^2 das Büschel in e^ mit dem Scheitel m^ bilden. Also:

Satz 25: Bei der im Theorem 19 besprochenen Zuordnung ent-

sprechen den oü^ Kugeln, die im Boume (X, Z", Z) einen PunJct und

seine Tangentenebene, also zwei Minimalgeraden M^ und M^ gemein haben,

00^ Paare von recip^'oTcen Polaren g^, g^ im Baume (x, y, z), von denen

die Geraden g^ soivie die Geraden g^ je ein Büschel bilden. Sind die

Punkte m^ und m^ die Bilder der Minimalgeraden M.^ und M^, so liegt das

Büschel (g^) in der Nullebene von m^ und hat den Scheitel m^, während

das Büschel (ß^) in der Niälebene von m^ liegt und m^ zum Scheitel hat.

Alle oü* Kugeln im Räume (X, Y, Z), die einen Punkt Ä und Kugein m
T-« m \ / > / 7 gemeins.

m diesem Punkte eine Tangentenebene {M^, M^) gemein haben, haben Fiächen-

ein Flächenelement gemein, nämlich das durch den Punkt Ä und die

Tangentenebene definierte Element. Überdies gehört jede Kugel, die

dieses Flächenelement enthält, zu den betrachteten 00^ Kugeln.

*) Wir wählen die Bezeichnungen absichtlich so wie auf S. 454.

L i e , Geometrie der BerUbrungstrausformatioiieii I. 30 [22. 1. 1896.]
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Wir führen nun die Redeweise ein: JEine Gerade g geMrt einem

Flächenelement an, oder auch umgekehrt: ein Flächenelement gehört

einer Geraden g an, wenn die Gerade g durch den Punkt m des

Flächenelementes geht und in der Ebene e des Flächenelementes liegt.

(Siehe Fig. 88.) Alsdann sehen wir: Jene oo^ Kugeln bilden sich

im Räume (x, y, z) als oo^ Geradenpaare g^, g^ ab und

zwar so, dass die oo^ Geraden g^ einem Flächenelement {m^, e^)

und die anderen oo^ Geraden g^ einem Flächenelement (Wg, Cg)

angehören (vgl. Fig. 87). Hiermit ist ein ein- zweideutiges

Entsprechen zwischen den Fläc^enelementen der beiden Bäume
(x, y, z) und (X, Y, Z) hergestellt.

Fig. 88. Denn einesteils haben wir soeben zu einem Flächen-

element im Räume (X, Y, Z) zwei Flächenelemente im Räume
(x, y, z) construiert und zwar zwei Flächenelemente, die hinsichtlich

des linearen Complexes zu einander reciprok sind. Andernteils können

wir auch von einem beliebigen Flächenelement im Räume (x, y, z) aus-

gehen, dessen Punkt m^ und dessen Ebene e^ sei. Wir betrachten

nämlich die cx)^ Geraden g^, die diesem Flächenelement angehören, und

construieren ihre oo^ reciproken Polaren g^ hinsichtlich des linearen

Complexes. Wir wissen, dass sie dem Flächenelement angehören, das

zu dem gegebenen Element hinsichtlich des linearen Complexes reciprok

ist. Sein Punkt sei m^ und seine Ebene gg- Jedem Paar g^, g^ von

reciproken Polaren entspricht nun im Räume (X, Y, Z) eine Kugel.

Der Geraden (m^m^) oder o, die dem linearen Complex angehört, ent-

spricht ein Punkt Ä der Kugel, und den Punkten m^, m^ entsprechen

die durch diesen Kugelpunkt Ä gehenden Minimalgeraden Jf^, M^ auf

der Kugel. Die cx)''^ Kugeln, die den oo^ Geradenpaaren g^, g^ ent-

sprechen, haben daher im Punkte A ein Flächenelement gemein. Den

beiden zu einander reciproken Flächenelementen (%, e^), (Wg, e^ des

Raumes {x, y, z) ist hiermit ein Flächenelement des Raumes (X, Y, Z)
in ganz bestimmter Weise zugeordnet.

Die hiermit hergestellte ein-zweideutige Zuordnung zwischen den

Flächenelementen der beiden Räume (x, y, z) und (X, Y,' Z) ist also

so beschaffen, dass allen oo^ Flächenelementen einer Kugel diejenigen

oo^ Paare von reciproken Flächenelementen im Baume (x, y, z) ent-

sprechen, die aus den oo^ Flächenelementen, die einer Geraden g^ an-

gehören, und aus den oo^ Flächenelementen, die der Polaren' g,^ von g^
'

angehören, gebildet werden können.

Anai.Darst. Wir wollen nun diese Zuordnung zwischen den Flächenelementen auch ana-

V K"ä°JheT- ^y^^^*^^ herstellen. Dazu bedarf es einiger Vorbemerkungen: Im liaume (x, y, z)

eieni. verstehen wir unter (ic, i/, 2, p^ q) dasjenige Flächenelement, dessen Punkt der
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Punkt (x, y, z) ist und dessen Ebene Richtungscosinus proportional p^ g, — 1

hat. (Vgl. § 1 des 7. Kap., S. 258.) Entsprechend verstehen wir unter X, Y, Z,

P, Q die Coordinaten eines Flächenelementes im Räume (X, Y, Z).

Zunächst wollen wir feststellen, welches Flächenelement {x\ y\ z\ p\ q')

zu einem Flächenelement {x, y, z, p, q) hinsichtlich des linearen Complexes

reciprok ist. Da die Gleichung

xdy — ydx -{- dz =
den linearen Complex definiert, so hat die Nullebene des Punktes (x, y, z) in

den laufenden Coordinaten x\ y\ z' die Gleichung:

(46) ^y' — yx' — z -}- z' =^ 0.

(Vgl. S. 229, 230, § 3 des 6. Kap.) Diese Ebene ist nun die des reciproken

Flächenelementes {x\ y', z', p', g')> sodass

P'^y, q'= — x
ist. Ebenso ist

P = y\ 2 = — x'.

Setzen wir diese Werte in (46) ein, so ergiebt sich

z' = z — xp — yq.

Also wird das zum Flüchenelement {x, y, z, p, q) hinsichtlich des linearen Complexes
j-jächen-*

reciproke Element {x\ y', z', p\ q) gegeben durch die Gleichungen: eiem.

(47) a;'= — g, y' = p, s' = z — xp — yq, p' = y, q = — x.

Nach dieser Vorbemerkung betrachten wir eine Gerade </, des Raumes
(x, y, z). Es seien in den laufenden Coordinaten x^, y^, z^:

(48) «1 = rzy + e, i/i = #01 + G

ihre Gleichungen. Diese Gerade gehört dem Flächenelement {x, y, e,p, q) an,

wenn die Gerade den Punkt (x, y, z) enthält und in der Ebene

2i— z — p{Xi —x) — q{y^ ~y)^0
des Elementes liegt, d. h. wenn:

(49) X = rz -}- Q, y = sz -{- G, 1 — pr — gs =
ist. Die Gerade (48) oder (r,s, q,g) gehört also dem Flächenelement {x,y,z,p),q^

dann und nur dann an, wenn die Gleichungen (49) oder

(49') pr -{- qs = 1, Q = X — rz, G = y — sz

bestehen. Zu dieser Geraden und ihrer reciproken Polaren gehört nun im Räume
(X, Y, Z) eine Kugel, deren Gleichung wir auf S. 462 unter (44) aufstellten.

Setzen wir in dieser Gleichung für p, c ihre Werte aus (49') ein, so kommt:

(50) r{X''-\- Y^-{- Z^) — {s-\-x — rz) X — i{s — x -\- rz) Y +
+ (1 — sx -\- ry) Z -\- y — sz ^ 0.

Wenn wir hierin r, s irgendwie so wählen, dass sie der noch zu erfüllenden

ersten Gleichung (49'), d. h. der Gleichung

(51) pr + 2« = 1

genügen, so stellt die Gleichung (50) eine der oo* Kugeln dar, die den oo^
Geraden g^ des Flächenelementes {x, y, 2, p, q) im Räume (X, Y, Z) entsprechen.

Da die Parameter r, s an die lineare Gleichung (51) gebunden sind, so folgt, dass

die Gleichung (50) eine lineare Kugelschar, ein Kugelbüschel darstellt. Die Be-

dingung (51) wird insbesondere durch die Annahme

r == 0, s = -
3

30*
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erfüllt. Setzen wir diese Werte in (50) ein, so geht die Ebene hei*vor:

(52) {xq-{- 1)X - i{xq— l)Y -\- (x— q)Z -{- z-yg^O.
Diese Ebene berührt nun alle oo' Kugeln (50) in einem Punkte. Es genügt, dies

für nur eine der Kugeln zu beweisen, etwa für die Kugel, die bei der (51) er-

füllenden Annahme

r = -
, s = .

P
hervorgeht

:

X2_[_ y2_|_ ^2_j_ {^z — xp)X — i{z— xp)Y -\- {y -^ p) Z -^ yp ^ 0.

Der Berührpunkt ist, wie man leicht ausrechnen kann, der Punkt:

(53)

x = — - 4-- ^(^-p + yg) + y — p
2 "^ 2 q-{- X

^ ij_ _ i^ x{xp-[-yq) — y -\- p
2 2 q-\- X

xp-\- yqZ =
q-{-x

Die oo^ Kugeln haben folglich das Flächenelement (X, Y, Z, P, Q) gemein,

dessen Punkt der durch (53) gegebene Punkt ist, während die Gleichung (52)

seine Ebene darstellt. P, Q und — 1 sind also den Richtungscosinus dieser

Ebene proportional, sodass kommt:

(54) P==^«jti, Q^^i^^zil.
q — X q — X

Die fünf Gleichungen (53) und (54) bestimmen das Flächenelement (X, Y, Z, P, Q),

das dem Fläclunelement {x,y, 8,p, q) entspricht.

Zu dem Flächenelement (x, y, z,p, q) ist nun dasjenige Element (x, y, z',p', q)
reciprok, dessen Coordinaten durch die Gleichungen (47) gegeben werden. Setzt

man diese Werte x\ y', z'
, p\ q anstelle von x, y, z^p, q in (53) und (54) ein,

so findet man, dass sich X, Y, Z, P, Q genau so darstellen wie vorher. Das
Flächenelement (X, Y, Z, P, Q)^ das durch (53). und (54) gegeben ist, ist also

nicht nur dem Flächenelement (ä;, y, z, p, g), sondern auch demjenigen Flächen-

element {x\ y', z', p', q') zugeordnet, das zu dem Element {x, y, z, p, q) hin-

sichtlich des linearen Complexes reciprok ist. Die Gleichungen (53) und (54)

lassen sich auch nach x, y, z, p, q auflösen. Diese Auflösung ist zweideutig.

Sie giebt eben zwei zu einander hinsichtlich des linearen Complexes reciproke

Flächenelemente.

Hiermit ist die ein - zweideutige Beziehung zwischen den Flächenelementen

der beiden Räume {x, y, z) und (X, Y, Z) vollkommen auch analytisch abgeleitet.

Die ein-zweideutige Zuordnung von Flächenelementen, die wir im

Vorhergehenden kennen gelernt haben, ordnet, wie wir schon hervor-

hoben, allen Flächenelementen, die zwei reciproken Polaren des Raumes

(iC, y, z) angehören, alle Flächenelemente einer Kugel des Raumes

(X, Y, Z) zu.

Flächen- "Wir wollen nun die Flächevielemente einer heliebiqen Fläche il im
elem. einer "^

belieb. Baume (X, Y, Z) betrachten. Die Fläche hat oo^ Flächenelemente.
Fläche.

.

Nun haben wir schon früher gesehen, dass wir der Fläche Sl im

Räume (x, y, s) zwei zu einander reciproke Flächen coj und cog zuordnen
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können. Andererseits haben wir den oo^ Flächenelementen von Sl zwei

Scharen von oo^ paarweis reciproken Flächenelementen im Räume
(x, y, z) zugeordnet. Wir werden jetzt zeigen, dass sich diese beiden

Scharen von je oo^ Flächenelementen im Räume {x, y, z) in zwei

Flächen anordnen und zwar gerade in jene beiden Flächen oj^ und ca^,

die uns die früher untersuchte Zuordnung lieferte, sodass die frühere

Zuordnung mit der jetzigen übereinstimmt.

Zu diesem Zweck seien wieder auf der Fläche ß ihre beiden

Scharen von je oo^ Minimalcurven K^ und K^ construiert. (Siehe

Fig. 89.) Ihnen entsprechen, wie wir früher sahen, auf den Flächen

G)^ und «2 die Curven \ und \ des linearen Complexes. Im Punkte

A von il legen wir die Tangenten M^ und M^ an die hindurchgehenden

Minimalcurven K^^ und K^. M^ und M^ sind Minimalgeraden. Die

Linienelemente von K^ und K^ in A bilden sich im Räume (x, y, z),

wie wir wissen (vgl. S. 451), als

Linienelemente zweier Curven \
und ^2 ^} nämlich als die

Linienelemente, die eine gemein-

same Tangente a von \ und \
auf diesen Curven bestimmt. Die

Gerade a des linearen Complexes

ist das Bild des Punktes A. Es

seien m^ und m^^ die Berühr-

punkte von a mit \ und Ti^^-^

dann sind m^ und m^ die Bilder

der Minimalgeraden M^ und M^

.

Wir wissen von früher her, dass

die Flächen co^ und ca^ zu einander reciprok sind und dass insbesondere

ihre Flächenelemente an den Stellen m^ und m^ zu einander reciprok

sind. Die Nullebene e^ von w^ ist also die Tangentenebene in m^

und die Nullebene e^ von Wg die Tangentenebene in m^. In der

Tangentenebene e^ des Punktes m^ liegen oo^ Tangenten g^ von a^ und

in der Tangentenebene e^ des Punktes m^ die oo^ Polaren g^ der g^ als

Tangenten von co^. Nun aber besteht das Bild des Flächenelementes,

das ß in J. hat, nach dem Früheren gerade aus den beiden Flächen-

elementen, die durch die beiden Büschel g^ und g^ bestimmt werden,

also aus den beiden Flächenelementen von «^ und co^ in m^ bez. m^.

Die Flächenelemente von Sl hilden sich also im Baume (x, y, z) in

der That als die zu einander reciproken Flächenelemente zweier Flächen,

nämlich der beiden Flächen a^ und Og, ah.

Hieraus folgt, dass umgekehrt die oo^ Paare von reciproken Flächen-

Pig. 89.
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elementen, die in zwei zu einander reciproken Flächen co^ und cjg im

Räume (x, y, z) enthalten sind, im anderen Räume (X, F, Z) als die

oü^ Flächenelemente derjenigen Fläche Sl abgebildet werden, die dem

Flächenpaar coi, ög nach dem Früheren entspricht. Denn wir brauchen

ja nur die soeben angestellte Betrachtung auf diese Fläche Sl anzuwenden,

wodurch wir eben von den Flächenelementen von ß wieder zu denen

von G3^ und ta^ gelangen.

Hieraus können wir noch mehr schliessen:

Liegen im Räume (X, F, Z) zwei Flächen ß und ß' vor, die

einander berühren, also in einem Punkte A ein Flächenelement gemein

haben, und construieren wir im Räume (a;, «/, z) die Paare zu einander

reciproker Flächen «i, a^ und oj/, a^, die den Flächen Sl und 91 zu-

geordnet sind, so berühren a^ und al einander in dem einen und »2

und ojg' einander in dem anderen der beiden Flächenelemente des

Raumes {x,y, z), die dem gemeinsamen Flächenelemente von ß und Sl'

zugeordnet sind.

Wählen wir umgekehrt im Räume (x, y, z) zwei Flächen C3^ und

(o/, die einander berühren, also ein Flächenelement gemein haben, so

folgt unmittelbar, dass die zu ihnen reciproken Flächen cog und cjg'

das reciproke Flächenelement gemein haben (vgl. Satz 23). Nun sind

G}^ und 032 ^^^ ^^^ einer Fläche 9 sowie a^ und o^ das einer Fläche

ß' des Raumes (X, Y, Z), und man schliesst sofort, dass ß und 9!

dasjenige Flächenelement gemein haben, das den beiden erwähnten

Flächenelementen des Raumes (x,y, z) im Räume (X, Y, Z) entspricht.

Kurz gesaeft: Bei unserer Zuordnung zwischen den beiden Bäumen
BerUhrd. .

* ° , ,
Flächen, bilden sich einander berührende Flächen als ebensolche ab.

Der Fall der Berührung zwischen einer Fläche 9 und einer Kugel

im Räume (X, Y, Z) ist hierbei besonders zu erwähnen. Einer Kugel,

welche die Fläche Sl in Ä berührt, entspricht im Räume (x, y, z) ein

Paar reciproker Polaren g^ und g,^, von denen die eine die Fläche co^

in %, die andere die Fläche 032 in m^ berührt (siehe Fig. 89, S. 469).

Betrachten wir andererseits eine Fläche gj^ im Räume (x, y, z)

und eine Tangente g^ der Fläche, so erhalten wir als Bild im Räume

(X, Y, Z) eine Fläche Sl und eine sie berührende Kugel.

Fassen wir das Gefundene nun in einem Satze zusammen:

Satz 26: Bei der in Theorem 19 ausgesprochenen Zuordnung zwischen

den beiden Bäumen (x, y, z) und (X, Y, Z) entspricht jedem Paar von

Flächenelementen, die im Baume (x, y, z) zu einander hinsichtlich des

linearen Complexes reciproh sind, ein Flächenelement im Baume (X, Y, Z).

Allen Flächenelementen einer Fläche 03^ des Baumes (x, y, z) und der
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redproken Fläche O2 sind dabei die Flächenelemente derjenigen Fläche Sl

des Baumes (X, Y, Z) zugeordnet, die dem Flächenpaar a^, a^ nach

Satz 24: entspricht. Wenn im Räume (x, y, d) zivei Flächen a^, ra/

und also auch die zu ihnen reciprolien Flächen g)^, ca^ einander he-

rühren, so gilt dasselbe von den zugeordneten Flächen il und Sl' im

Baume (X, Y, Z). Wenn im Banme (X, Y, Z) zivei Flächen Sl und

Sil einander berühren, und wenn der Fläche Sl im Baume {x, y, z) das

Flächenpaar a^, Og und der Fläche Sl' das Flächenpaar co/, co^' ent-

spricht, so berühren auch co^ und co/ einander sowie Og und ca^. Den

paarweis zu einander 'hinsichtlich des linearen Complexes reciprolien

Tangenten ziveier reciproJcer Flächen a^ und cj^ im Baume (x, y, z)

entsprechen im Baume {X, Y, Z) die Kugeln, welche die zu cj^ und co^

zugeordnete Fläche Sl berühren.

Ist im Räume (x, y, z) eine Regelfläclie beliebiger Art gegeben,
^^^^^f^"®

so enthalten ihre Tangentenebenen längs einer Erzeugenden jedesmal

die Erzeugende selbst. Die Regelfläehe hat daher 00^ Flächenelemente,

die zugleich einer Erzeugenden angehören. Jeder Erzeugenden ent-

spricht im Räume '{X, Y, Z) eine Kugel. Der Regelfläche entspricht

demnach im Räume {X, Y, Z) eine Fläche, die zu einer Schar von

cc^ Kugeln in der Beziehung steht, dass sie mit jeder dieser Kugeln

oü^ Flächenelemente gemein hat. Sie ist daher die Umhüllende dieser

00^ Kugeln.

Eine Begelfläche des Baumes (x, y, z) bildet sich also im Baume

(X, Y, Z) im allgemeinen als die Umhüllende einer Schar von 00^

Kugeln ab.

Insbesondere sind die Flächen zweiten Grades diejenigen, die in i'iäche

zwei Weisen als Regelflächen aufgefasst werden können. Einer Fläche Grades.

zweiten Grades im Baume (x, y, z) ist mithin im Baume (X, Y, Z)

eine Fläche zugeordnet, die in zwei Weisen als Umhüllende von je 00^

Kugeln erzeugt werden Tiann. Eine derartige Fläche heisst bekanntlich

eine Cyldide oder auch genauer eine Dupin'sche CyJclide. ^cyludi!*

Wiederum wollen wir die bis jetzt besprochenen, einander zu-

geordneten Gebilde in einer Tabelle zusammenstellen.

Raum {x, y, z).

13) Zwei zu einander reciproke

Flächenelemente.

14) Die Flächenelemente zweier

reciproker Flächen.

15) Zwei einander berührende Flächen

sowie die reciproken ebenfalls einander

berührenden Flächen.

Raum (X, Y, Z).

13) Ein Flächenelement. Zusammen-
stellg. ent-

14) Die Flächenelemente einer

Fläche.

15) Zwei einander berührende

Flächen.

spr. Oebilde.
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Raum (x, y, z). Raum (X, Y, Z).

16) Die Flächenelemente einer Ge-

raden und ihrer reciproken Polaren.

17) Eine Fläche mit ihren Tangenten

sowie die reciproke Fläche mit ihren

Tangenten.

18) Regelfiäche und die zu ihr reci-

proke Regelfläche.

19) Fläche zweiten Grades und die

zu ihr reciproke Fläche zweiten Grades.

16) Die Flächenelemente einer Kugel.

17) Eine Fläche mit allen Kugeln,

die sie berühren.

18) Umhüllende von oo^ Kugeln.

19) Dupin'sche Cyklide.

In der Geometrie der Flächenelemente kann man die Begriffe:

HaupUangentencurven und Krümmungslinien von Flächen in folgender

Weise einführen:

Haupttg.- Längs einer HaupUangentencurve schneiden die Tanffentenebenen
curve. o X- c/ o

in unmittelbar benachbarten Punkten einander in der Tangente der

Curve, d. h. zwei unmittelbar benachbarte Flächenelemente der Fläche,

deren Punkte auf einer Haupttangentencurve liegen, haben die Eigen-

schaft, dass ihre Ebenen die Gerade gemein haben, die ihre Punkte

verbindet. Diese beiden Flächenelemente gehören also beide einer

gemeinsamen Geraden an. Die oo^ längs einer Haupttangentencurve ge-

legenen Flächenelemente der Fläche bilden somit einen Streifen, in dem

je zwei consecutive Elemente einer Geraden angehören.

Wir wollen zeigen, dass sich diese begriffliche Definition voll-

kommen mit der analytischen deckt:

Sind X, y, z, p, q die Coordinaten der Flächenelemente längs einer

Haupttangentencurve, so werden sie Functionen eines Parameters sein.

Nun giebt

(55) dz — pdx — qdy =
alle Fortschreitungsrichtungen (dx : dy : dz) in der Ebene des Elementes

(x, y, Zy p, q). Zu ihnen muss die vom Punkte (x, y, z) zum Punkte

(x+ dx, y -f- dy, z -{- dz) des benachbarten Elementes gehören. Ferner

soll diese Richtung auch in der Ebene des benachbarten Elementes

liegen, d. h. die vorhergehende Gleichung soll auch dann bestehen,

wenn in ihr für p und q die Werte p + dp, q -{- dq gesetzt werden.

Dies liefert die durch Differentiation hervorgehende Bedingung:

(56) dpdx -\- dqdy = 0.

Die Gleichung (56) ist also charakteristisch für die Flächenelemente einer

Haupttangentencurve. In der That folgt aus dieser Gleichung die ge-

wöhnliche Form der Differentialgleichung der Haupttangentencurven,

wenn man
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dp = rdx -\- sdy, dq = sdx -\- tdy
setzt.

Die oo^ Flächenelemente längs einer Krümmungslinie einer Fläche ^"y^'r"^^

können wir charakterisieren als solche Elemente der Fläche, von denen

je zwei benachbarte einer Kugel angehören. Dass sich diese begriff-

liche Definition in der That mit der analytischen deckt, erkennen wir

so: Ist die Fläche im Räume (X, Y, Z) vorgelegt, so werden die

Coordinaten X, Y, Z, P, Q ihrer Flächenelemente längs einer Krümmungs-

linie Functionen eines Parameters sein. Sollen zwei consecutive Elemente

(X, Y, Z, P, Q) und {X-^dX, Y+dY, Z+dZ, P+ dP, Q+ dQ)

einer Kugel angehören, so ist dazu notwendig und hinreichend, dass

die in den Funkten der Flächenelemente auf ihre Ebenen errichteten

Lote einander schneiden. Nun sind

l = X-]-tP, \^ = Y+tQ,
i
= Z-~t

die laufenden Coordinaten auf der ersten Normalen, ausgedrückt durch

einen Parameter t. Diese Normale wird die unmittelbar benachbarte

schneiden, wenn es Werte von t und dt giebt, für die die Differentiale

der vorstehenden Ausdrücke Null sind, d. h. für die

dX-{-Pdt -\-tdP = 0,

dY-{- Qdt -j-tdQ =0,

dZ — dt =0

ist. Elimination von t und dt giebt also die Bedingung:

(dX-^PdZ)dQ — (dY-{- QdZ)dP =
als charakteristisch für die Schar der Flächenelemente längs einer Krüm-
mungslinie. Dies giebt in der That, wenn man

dP == RdX + SdY, dQ = SdX + TdY
und

dZ=PdX-\- QdY

einsetzt, die Differentialgleichung der Krümmungslinien in der ge-

wöhnlich angewandten Form.

Es können also die Haupttangentencurven und Krümmungslinien

in der hier angegebenen begrifflichen Weise mit Hülfe der Flächen-

elemente längs dieser Curven charakterisiert werden.

Nun sei eine Fläche to^ im Räume {x, y, z) und auf ihr eine

Haupttangentencurve c^ vorgelegt. Längs der Haupttangentencurve ge-
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hören zwei consecutive Fläehenelemente derselben Geraden g^ an. Die

Fläche Oj bildet sich im Räume (X, Y, Z) als eine Fläche ^ ab, die

Flächenelemente längs c^ bilden sich als Flächenelemente längs einer

Curve C auf Sl ab. Jede Gerade ^^ endlich bildet sich als eine Kugel

zw'^Hau^t
^^" ^o™i^ fölg^j d^ss zwei consecutive Flächenelemente längs C stets

tgc. u auf einer Kugel liegen, d. h. die Curve C ist eine Krümmungslinie

der Fläche iß.

Liegt umgekehrt eine Fläche ii im Räume {X, Y, Z) und auf ihr

eine Krümmungslinie C vor, so wird sich iSi im Räume (x, y, z) als

ein Paar reciproker Flächen C3^, tOg abbilden. Die oo^ Flächenelemente

längs C bilden sich dabei als je oo^ Flächelemente auf ra^ bez. c?2 ab,

und diese bestimmen also zwei Curven q und c^ auf a^ bez. Og. Da
C Krümmungslinie auf Sl ist, so liegen consecutive Flächenelemente

längs C jedesmal auf einer Sh berührenden Kugel. Diese Kugel bildet

sich als ein Paar reciproker Polaren g.^^ g^ im Räume {x^ y, 0) ab,

von denen g^ die Fläche co^ in einem Punkte von c^ und g^ die Fläche

«2 in einem Punkte von Cg berührt. Die betrachteten beiden conse-

cutiven Flächenelemente bilden sich daher als zwei consecutive Paare

von reciproken Flächenelementen von oj^ und ra^ ^^j sodass die beiden

consecutiven Elemente von a^ längs q liegen und der Geraden g^ an-

gehören, ebenso wie die zu ihnen reciproken längs Cg liegen und der

Geraden g^ angehören. Hieraus folgt, dass q und c^ Haupttangenten-

curven auf cj^ bez. ca^ sind. Diese beiden Haupttangentencurven sind

zu einander hinsichtlich des linearen Complexes reciprok, in dem Sinne,

dass die Tangenten der einen zu denen der anderen reciprok «sind.

Wir sind so zu dem wichtigen Ergebnis gekommen:

Theorem Theoieiii 20*. Es lassen sich die Fläehenelemente zweier
üb. Abb. d.

iiaupttgc. jRäwme (x,y,z), (X,Y,Z) in^ ein-siveideutiger Weise so ein-

Krümmgsi. ander zuordnen, dass jedem Flächenelement des erster en Baumes
sowie dem zu ihm hinsichtlich eines gewissen linearen Linien-

complexes reciproTcen Flächenelement ein Flächenelement des

Raumes (X, Y, Z) entspricht. Hierbei wird jeder Fläche «j

des ersteren Raumes zusammen mit der zu ihr hinsichtlich des

Complexes reciproken Fläche Og eine Fläche Sl des Raumes
(X, Y, Z) zugeordnet, sodass Berührung in Berührung über-

geht. Jeder Haupttangentencurve der Fläche co^ zusammen mit

der reciproJcen Haupttangentencurve auf ojg ist dabei eine

Krümmungslinie der Fläche Sl zugeordnet.

Wir können also zu unseren tabellarischen Zusammenstellungen

noch folgenden Zusatz machen:
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Raum (x, y, d). Raum (X, Y, Z).

20) Haupttangentencurven einer Fläche

und ihrer reciproken Fläche.

21) Haupttangente einer Fläche und

die reciproke Haupttangente der reci-

proken Fläche.

22) Die Geraden einer Regelfläche

als Haupttangentencurven.

23) Die Geraden einer Fläche zweiten

Grades als Haupttangentencurven.

20) Krümmungslinien einer Fläche.

21) Kugel, die mit einer Fläche zwei

consecutive Flächenelemente gemein hat

(Krümmungskugel).

22) Die Kreise der Umhüllenden einer

Kugelschar als Krümmungslinien.

23) Die Kreise einer Dupin'schen

Gyklide als Krümmungslinien.

§ 5. Vereine von Linienelementen im Räume.

Als Anhang zum zweiten Abschnitt mögen hier einige Bemerkungen

zusammengestellt werden, zu deren Erwähnung wir bisher noch nicht

Gelegenheit gefunden haben.

Wir haben schon längst den Begriff; Linienelement im Räume i^inien-
° "

_
element.

(x, y, z) eingeführt, nämlich den Inbegriff eines Punktes (x, y, B) und

einer durch ihn gehenden Geraden. Wenn x, y, z beim Fortschreiten

des Punktes auf der Geraden die Incremente dx, dy, dz erfahren, so

bezeichnen wir x, y, z sowie die Verhältnisse von dx, dy, dz als die

Coordinaten des Linienelementes. Indem wir, zur Vermeidung infini-

tesimaler Grössen, das Verhältnis ^ mit y', -,— mit z' bezeichnen,

verstehen wir also unter (x, y, z, y', z') das Linienelement, dessen Punkt

der Punkt (x, y, z) ist und dessen Gerade Richtungscosinus proportional

1, y', z' hat.

Wie in der Ebene, in § 1 des 2. Kap., können wir auch im Räume

Scharen von unendlich vielen Linienelementen betrachten ^und den

Begriff: Verein von Linienelementen einführen. Um uns aber möglichst

knapp fassen zu können, wollen wir im Räume direct analog der in

der Ebene, S. 39, gegebenen Definition zunächst Folgendes definieren:

Zwei unendlich denacJibarte Linienelemente (x, y, z, y', z') und^^^^?sß^-^-\;./7 ' "^ ' ^ vereinigten

{x + ^^, y + dy, z -\- dz, y' -j- dy', z' -(- dz') liegen vereinigt, wenn '^^s^-

die Gerade des ersten Elementes den Punkt des zweiten enthält. Da die

Gerade des ersten Elementes in den laufenden Coordinaten j, ^, 5 die

Gleichungen

^ — y — y'(i^-^) = o, i ,'{l-x)^Q

hat, so sind also die analytischen Bedingungen für die vereinigte Lage

diese beiden:

I

(57) dy — y'dx = 0, dz — z'dx = 0.
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Liegt nun eine Schar von unendlich vielen Linienelementen vor,

Verein v. gg Sagen wir, dass sie einen Verein von Linienelementen darstellt, so-
Linien- o 7 j

eiementen. j^Q^d jßdes Element der Schar mit allen unendlich henachharten Elementen

der Schar vereinigt liegt.

Eine Schar von Linienelementen kann oo^, od^, oo^, oo^ oder

endlich alle oo^ Linienelemente des Raumes umfassen. Ihre Elemente

{x, y, s, y\ z') werden dementsprechend analytisch durch 4, 3, 2, 1

oder keine Gleichung zwischen x, y, ^, y\ z' definiert sein. Sind es

r Gleichungen:

(58) (p^{x, y, z, y, 0') = O, (pr{x, y, z, y', z') = 0,

und ist (x, y, z, y', z') ein Element dieser Schar, so sind die Incremente

dx, dy, dz, dy', dz', welche die Coordinaten des Elementes beim

Übergang zu einem unendlich benachbarten Element der Schar er-

fahren, an die Gleichungen

(59) d<p, = -^~dx + -^~dy-\-jjdz-j--^j,dy+^dz=0

(i = l,2...r)

und an keine sonstige Gleichung gebunden. Mithin ist die durch (58)

dargestellte Schar dann und nur dann ein Verein von Linienelementen,

wenn die Gleichungen (59) bloss eine Folge der Gleichungen (57) und

(58) sind. Da nun die Gleichungen (57) und (59) linear und homogen

in dx, dy, dz, dy', dz' sind, so ergiebt sich: Die Schar (58) ist dann

und nur dann ein Verein von Linienelementen, wenn infolge von (58)

Gleichungen bestehen von der Form:

\dz — z'dx =
(?i d(pi -\- (?2 d(p^ + • • • + ^rdtpr,

in denen Qi • • • Qr, (?i
• • • <7r Functionen von x, y, z, y', z' bedeuten.

Sollen die Gleichungen (58) einen Verein darstellen, so muss es

insbesondere möglich sein, aus ihnen mindestens eine Gleichung zwischen

X, y, z allein abzuleiten. Sonst nämlich könnte die Zahl r der Gleichungen

(58) höchstens gleich zwei sein; wären es nun zwei, so würden sie

y' und z' als Functionen von x, y, z geben:

y' — X(x, y, z) = 0, z' — ^(x, y, z) = 0.

Aber dann ergäben die Bedingungen (60) sofort, dass die q und 6

Null wären, da rechts dy' und dz' auftreten würden. Es müssten

also die Gleichungen (57) infolge von y'= k, z' == ^ bestehen, und

dies ist absurd. Ebenso als unmöglich zeigt sich die Annahme, dass

die Schar nur durch eine Gleichung y' = X(x,y,z,z') definiert wird.
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Es hat sich also gezeigt: Wenn die Geichungen (58) einen Verein

von Linienelementen darstellen, so lässt sich aus ihnen mindestens eine

Gleichung in x, y, z aUein ableiten.

Gesetzt nun, es bestände nur eine solche Relation: BesUmmg.
/ d. Vereine.

Sl(x, y, 0) = 0,

so gäbe es nur eine Bedingung für dx, dy, dz, die frei von den in

(60) links nicht vorkommenden Grössen dy' und dz' ist, nämlich diese:

d^ ^Slxdx -{- Sly dy -\- Sl^dz = 0.

Es müssten also Relationen bestehen von der Form:

dy — y'dx = QdSl,

dz — z'dx = 6dSl,

die unvereinbar mit einander sind.

Bestehen dagegen zwei von einander unabhängige Gleichungen

zwischen x, y, z allein, so können wir annehmen, dass das Coordinaten-

system so gewählt sei, dass diese Gleichungen die Form haben:

y — Y{x) = 0, z- Z{x) = 0.

Da alsdann, wie man sofort sieht, Gleichungen von der Form:

dy — y'dx = q (dy — Y'dx),

dz — z'dx = 6(dz — Z'dx)

bestehen müssen, so folgt q = 6 = \ und also

y'=Y'{x), z'=Z'{x).

Die vier Gleichungen:

\y = Y{x), z=Z{xy,
(61)
^ ^ \y'=nx), z=Z'{x)

müssen also für alle Linienelemente der betrachteten Schar bestehen.

Mehr als diese vier Gleichungen können aber auch nicht für die Schar

bestehen, da sie nur noch eine unabhängige Veränderliche x enthalten.

Die Gleichungen (61) stellen immer einen Verein von Linienelementen

dar; er besteht aus allen den Linienelementen (x, y, z, y', z'), deren

Punkte (x, y, z) die Curve

y = Yix), z = Z(x)

bilden, während ihre Geraden die Tangenten der Curve in den be-

treffenden Punkten sind. Er besteht also, kurz gesagt, aus allen oo^

Linienelementen einer Curve.

Wenn endlich drei Gleichungen in x, y, z allein vorhanden sind,

so bestimmen sie einen PunM (a, h, c). Es handelt sich also hier

Gurre.
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um Linienelemente mit einem gemeinsamen Punkt. Durch einen Punkt

gehen insgesamt oo^ Linienelemente. Besteht die Schar aus nur oo^,

'^^kegei'''^^ bildet sie einen Elementarkegel, dessen Spitze der Punkt ist. Er

wird analytisch dargestellt durch vier Gleichungen:

die oifenbar die Gleichungen (57) nach sich ziehen, sodass in der

That ein Verein von Linienelementen vorliegt.

Punkt Ferner werden alle oo^ Linienelemente eines Punktes (a, h, c) durch

die drei Gleichungen

X = a, y = 1), z =^ c

definiert, die ebenfalls die Bedingungen (57) für einen Verein von

Linienelementen erfüllen.

Hiermit hat sich ergeben:

Satz 27: Es giebt im Räume drei Arten von Vereinen von Linien-

elementen: Erstens bilden alle oo^ Elemente einer Curve, zweitens alle

oo^ Elemente eines Elementarkegels, drittens alle oo^ Elemente eines

Punktes einen Verein. Andere Vereine von Linienelementen gieht es im

Baume nicht.

Trf. d. Hiervon machen wir eine Anwendung: Eine Transformation der

eiemente. oü'' Linienelemente des Baumes wird allgemein durch fünf Gleichungen

von der Form

(62)
j^i= ^*^^'^'^'^''^')' 2/i=^(^;2/;^^2/>')7 ^i= ^(^; 2/;^, ?/>');

1 Vi = ^(^, y, ^, y', ^'), h = ^i^, y, ^, y', ^')

dargestellt, die auch nach x, y, z, y', z' auflösbar sind.

Trf., die Soll nun diese Transformation die Eigenschaft haben, )eden Verein

i. e. Verein ?;ow Linienelementen wieder in einen Verein überzuführen, so muss sie

insbesondere jeden Verein allgemeiner Lage, der aus oo^ Linienelementen

besteht, in einen Verein von od^ Elementen verwandeln. Wir haben

aber gesehen, dass ein Verein von oo^ Elementen stets aus allen Ele-

menten eines Punktes {x, y, z) besteht. Daraus folgt, dass alle oo^

Elemente (x, y, z, y , z') durch einen gegebenen Punkt {x, y, z) von

allgemeiner Lage in die oo^ Elemente {Xj^, y^, Zy, y^, z^') durch einen

anderen Punkt {x^,yi,3^ übergehen müssen. Die drei ersten Gleichungen

(62) müssen also x-^,y^, Zy als Functionen von x, y, z allein bestimmen,

d. h. frei von y', z' sein. Alsdann stellen die drei ersten Gleichungen

Punkttrf. (62) eine Punkttransformation im Räume dar:

(63) X^ = X(X, y, Z),
2/l
= Y{^y y, ^); ^1 ^ ^(«^; V, ^)'
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Obgleich es fast als überflüssig erscheint, wollen wir doch der Voll-

ständigkeit halber zeigen, dass hiermit eine und nur eine Transfor-

mation der Linienelemente von der verlangten Eigenschaft definiert

ist. Aus (63) folgt nämlich:

Idx^
= Xx dx -\- Xydy -{- X. dz,

dy^ = Yxdx + Yydy + Y,dz,

dz^ = Zxdx -\- Zy dy + Z^ dz.

Da nun nach Voraussetzung Elemente in vereinigter Lage wieder in

solche vermöge der Transfonnation (62) übergehen sollen, so müssen

die Bedingungen (57) der vereinigten Lage infolge von (64) die

Gleichungen

:

dy^ — yxdx^ = 0, dz^ — z^dx^ =
nach sich ziehen. Da diese Gleichungen frei von dy^, dz^ sind, so

lehrt ihr Vergleich mit (64), dass sich y.^ und z^ aus den Gleichungen:

Vi

z, =
dx, X^+ X^y' + X^z'^

dz, ^^. + z^y' + Z,z'

dx, X^+ XyV-^X.z'

bestimmen. Diese beiden Gleichungen müssen demnach zusammen mit

den drei Gleichungen (63) die gesuchte Transformation der Linien-

elemente darstellen. Wir nennen die so gewonnene Transformation,

da ihre beiden letzten Gleichungen direct aus denen der Punkttrans-

formation (63) durch Mitberücksichtigung der Transformation hervor-

gehen, die y' und z' bei der Punkttransformation erfahren, die Er- Erweiterg.

. . . .... e- Pkttrf.

Weiterung den' PunJcUransformation (63). Man vergleiche die einleitenden

Betrachtungen zu § 4 des 8. Kap., S. 335, 336.

Führen wir wieder die homogenen Bestimmungsstücke dx : dy : dz

anstelle von y' und 0' ein, so können wir also den Satz aussprechen:

Satz 28: Eine Transformation der Linienelemente (x,y,z, dxidy.dz)

des Baumes (x, y, z), die jeden Verein von Linienelementen in einen

Verein iiberführt, geht immer durch Erweiterung eine?' PunJcttransformation

^1 = ^(^, y, ^), Vx = Y{x, y, z), z^ = Z(x, y, z)

durch Hinzufügung der Gleichungen:

dxi = Xxdx -\- Xy dy -\- X. dz,

dy^ = Yxdx -\- Yydy + Y^dz,

dz^ = Zxdx -f- Zy dy -\- Z^dz

Jiervor. Lnsbesondere führt sie also alle lAnieneletnente eines Punktes

stets tvieder in die Linienelemente eines PunJctes über.
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Wir können dies Ergebnis, wenn man will, kürzer so aus-

sprechen: Es giebt ausser den P^w^ttransformationen keine Transfor-

mation der Linienelemente, die jeden Verein von Linienelementen wieder

in einen Verein verwandelt.

Früher betrachteten wir gewisse Transformationen der Linienele-

mente einer Monge'schen Gleichung, bei denen die Elementvereine dieser

Gleichung wieder in solche übergingen. Dass jene Transformationen

keine Punkttransformationen waren, steht mit den jetzigen Ergebnissen

durchaus nicht in Widerspruch, da wir hier Transformationen be-

trachten, die überhaupt jeden beliebigen Verein in einen Verein ver-

wandeln.



Abschnitt III.

Einführung in die Geometrie der Flächenelemente. Partielle

Differentialgleichungen erster Ordnung.

Die im ersten Abschnitt entwickelte Theorie der Linienelemente

der Ebene lässt sich^ wie schon in der Einleitung zum zweiten Ab-

schnitt hervorgehoben wurde, in zwei Weisen auf den Raum ausdehnen.

Einerseits kommen wir zur Geometrie der Linienelemente im Räume,

die wir im vorigen Abschnitt, wenn auch nicht vollständig, ent-

wickelten, andererseits zur Geometrie der Flächenelemente im Räume.

Der gegenwärtige Abschnitt soll nun in diese letztere Geometrie des

Raumes einführen. In ihre volle Beleuchtung werden die hier zu ent-

wickelnden Theorien jedoch erst im zweiten Bande dieses Werkes

gerückt werden können.

Bei der Betrachtungsweise, die in diesem Abschnitte die herrschende

sein soll, ist die Schar aller oo^ Flächenelemente des Baumes als eine

fünfdimensionale Mannigfaltigkeit aufzufassen, und die Grössen x, y, z,

p, q sind dabei die Coordinaten zur Bestimmung eines Elementes dieser

Mannigfaltigkeit.

Eine oder mehrere Relationen zwischen x, y, 3, p, q bestimmen

Scharen von Flächenelementen, die in der Mathematik sonst unter

anderen Gesichtspunkten betrachtet werden. Besteht z. B. nur eine

Relation zwischen x, y, z, p, q, so liegt entweder eine partielle

Differentialgleichung erster Ordnung zwischen z und den beiden unab-

hängigen Veränderlichen x, y (vgl. § 1 des 7. Kap., S. 260) vor:

F{x, y, z, p,q) =
oder aber — wenn die Relation frei von p und q ist — die Gleichung

aller der oo^ Flächenelemente, deren Punkte die einer gegebenen Fläche

F(x, y,z) =
sind, während ihre Ebenen beliebig liegen.

Wenn zwei Relationen zwischen x, y, z, p, q gegeben sind, so

handelt es sich um eine Schar von gerade oo^ Flächenelementen.

Lie, Geometrie der Berührungstransformationen I. 31 [28.1. 1896.

J
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Sind die Gleichungen nach p und g auflösbar, so haben sie die

Form

:

Sie ordnen jedem Punkt (x, y, z) ein Flächenelement durch ihn zu.

Die in diesem Flächenelement {x, y, z, p, q) gelegenen Linienelemente

{x,y,z,dx:dy:dz) genügen dabei der Pfaff'sehen Differentialgleichung:

Xdx+Ydy-{- Zdz = Q,

die entweder integrabel ist oder nicht. Im ersteren Fall besteht die

Gesamtheit der oo^ betrachteten Fläfehenelemente aus allen Flächen-

elementen, die den oo^ Integralflächen angehören. Sind die beiden

Relationen, die wir zwischen x, y, z, p, q annehmen, etwa von q frei,

aber von p nicht, sodass sie die Form haben:

p = P(x, y, z), (p(x, y, z) = 0,

so stellen sie solche oo^ Flächenelemente dar, deren Punkte auf der

Fläche ^ = liegen. Wenn endlich die Relationen weder p noch q

enthalten, so stellen sie alle oo^ Flächendemente dar, deren Punkte

eine gewisse Raumcurve bilden.

Auch in den Fällen, in denen weniger als oo^ Flächenelemente

vorliegen, ergiebt sich eine grosse Anzahl von Möglichkeiten, die wir

hier aber nicht ausführlich bezeichnen wollen. Wir deuten hier nur

an, dass zu den Scharen von oo^ Flächenelementen alle Elemente einer

Fläche gehören, ferner alle Flächenelemente einer Curve, d, h. alle

Elemente, deren Punkte eine Curve bilden, während ihre Ebenen die

Curve berühren, endlich alle Flächenelemente mit einem gemeinsamen

Punkt. Die drei Gebilde Fläche, Curve und Punkt, die in der ge-

wöhnlichen Auffassung verschieden sind, erscheinen also vom Stand-

punkte der Geometrie der Flächenelemente aus einfach als verschiedene

Abarten von zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten in dem fünfdimen-

sionalen Gebiet aller Flächenelemente.

Die Geometrie der Flächenelemente kann man als ein Analogon

zur Plücker'sehen Liniengeometrie bezeichnen. Für Plücker war die

Schar aller oo^ Geraden

X = rz -\- Q, y = sz -\- 6

des Raumes eine vierdimensionale Mannigfaltigkeit, in der r, s, q, 6

die einzelne Gerade bestimmen. Je nachdem man zwischen diesen vier

Liniencoordinaten eine, zwei oder drei Relationen aufstellt, gelangt

man zu den Liniencomplexen, Strahlensystemen und Regelflächen. Wie
in der Liniengeometrie die projectiven Transformationen des Raumes



Kap. 11. Lagrange's Theorie der partiellen Differentialgleichungen 1. Ordg. 483

eine wesentliche Rolle spielen, so werden in der Geometrie der Fläclien-

elemente, wie wir allerdings erst im zweiten Bande vollständig aus-

führen können, die BerüJirungstransformationen des Baumes in den

Vordergrund treten.

Die Geometrie der Flächenelemente des Raumes wurde von Lie

in seinen ersten geometrischen Arbeiten im Jahre 1870 begründet.

Wir betrachten diese Theorie als neu, wenn sie auch viele alte Theorien

in sich aufnimmt, denn auch diese schon bekannten Theorien erscheinen

dabei immer in neuer Beleuchtung.

Wie gesagt, soll der gegenwärtige letzte Abschnitt dieses Bandes

nur erst in die Geometrie der Flächenelemente einführen. Äussere

Rücksichten zwingen uns zur Beschränkung auf einen kleinen Teil

dieser Disciplin, nämlich auf die Theorie der partiellen Differential-

gleichungen erster Ordnung

oder, wie wir auch sagen können, auf die Theorie der Scharen von

oo^ Flächenelementen. Erst im zweiten Bande werden wir die Geometrie

der Flächenelemente in weiterem Umfange entwickeln.

Im ersten Kapitel dieses Abschnittes geben wir die Lagrange'sche

Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung wieder.

Im darauffolgenden Kapitel bringen wir die Theorie vom Standpunkt

der Geometrie der Flächenelemente aus, während uns in den beiden

letzten Kapiteln besondere Kategorien von partiellen Differential-

gleichungen erster Ordnung beschäftigen werden.

Kapitel 11.

Lagrange's Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster

Ordnung und ihre geometrische Deutung nach Monge.

Nach schönen Vorarbeiten von Euler, die aber immerhin einen

speciellen Charakter hatten, entwickelte Lagrange vom Jahre 1772

an allgemeine Integrationstheorien für die partiellen Differentialgleichungen

erster Ordnung
•et/ dz dz\ r.

die von Monge durch Auffassung von x, y, z als Punktcoordinaten

im Räume anschaulich gedeutet wurden.

31*



484 Kap. 11. Lagrange's Theorie der partiellen Differentialgleicliungen 1. Orclg.

In diesem Kapitel geben wir die Theorien Lagrange's in ihren

Hauptzügen wieder und benutzen dabei die Monge 'sehe geometrische

Einkleidung. Wir gehen dabei aber einen Schritt weiter, der aller-

dings hier nur formell zur Erleichterung des sprachlichen Ausdruckes

dienen soll, indem wir den Begriff: Flächenelement {x, y, z, p, q)

consequent benutzen. Wir können dann, wie wiederholt gesagt wurde,

die partielle Differentialgleichung als Definitionsgleichung einer Schar

von oü* Flächenelementen (x, y, z, p, q) auffassen:

F{x, y, z, p, q) = 0,

sodass das Integrationsproblem darauf hinauskommt, alle Flächen zu

bestimmen, deren Flächenelemente dieser Schar von oo^ Elementen

angehören. Obgleich diese Form der Fragestellung nur eine andere

Fassung des Integrationsproblemes ist, so hat sie doch ebenso wie

Monge 's Deutung, die zunächst auch nur zur Erleichterung des Aus-

druckes dienen sollte, ihren besonderen Wert.

Aber erst im nächsten Kapitel werden wir diese Theorien in

einer Weise verallgemeinern, die principielle Fortschritte mit sich

bringt.

Es sei noch daran erinnert, dass wir in § 1 des 7. Kap. aus einer

vorgelegten Monge'schen Gleichung im Räume (x, y, z) eine gewisse

partielle Differentialgleichung erster Ordnung ableiteten. Dieser Be-

ziehung zwischen beiden Gleichungen werden wir im gegenwärtigen

Kapitel wieder begegnen und sie dabei umkehren. Überhaupt werden

wir an den bezeichneten Paragraphen wiederholt anknüpfen.

§ 1. Lineare partielle Differentialgleicliungen erster Ordnung und
Systeme von simultanen gewöhnliclien Differentialgleichungen.

Der Vollständigkeit halber schicken wir hier einen Abriss der

Theorie der linearen partiellen Differentialgleichnngen voraus*).

jyn^i ^'o
-""^^ ^^^ lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung

(1) X {x, y, z) g^ + Y{x, y,z)~ = Z{x, y, z)

vorgelegt, so handelt es sich darum, z so als Function von x und y
zu bestimmen, dass die Gleichung (1) durch diese Function identisch

für alle Werte von x und y erfüllt wird. Deuten wir x, y, z als ge-

wöhnliche Punktcoordinaten im Räume, so wird jede Lösung z= z(x,y)

*) In Bezug auf die geschichtlichen Notizen verweisen wir auf den letzten

Paragraphen dieses Kapitels.
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der Differentialgleicliung (1) durch eine Fläche dargestellt. Sie heisst

eine Integralfläche. "klKe.'

Die durch den Punkt (x, y, z) der Fläche gehenden Fortschreitungs-

richtungen (dx : dy : dz) auf der Integralfläche sind an eine einzige

Bedingung gebunden, nämlich an diese:

(2) dx ' T=,
—\- dy • 7^ = dz.

Der Vergleich mit (1) lehrt daher, wenn wir annehmen, dass die drei

Coefficienten X, Y, Z nicht für alle Punkte der Fläche verschwinden,

dass unter diesen Fortschreitungsrichtungen (dx : dy : dz) auf der Fläche

insbesondere eine solche enthalten ist, für die

,n\ dx dy dz

X{x,y,z) Y{x,y,z) Z{x,y,z)

ist. Es sind dies zwei Gleichungen, und sie ordnen jedem allgemein

gewählten Punkte (x, y, z) des Raumes eine Fortschreitungsrichtung

(dx'.dy.dz) zu. Sie bestimmen daher oo^ Linienelemente (x,y,z , dx:dy:dz),

die den ganzen Raum erfüllen. Jede Integralfläche der linearen partiellen

Differentialgleichung (1) ist so beschaffen, dass sie oo^ dieser Linien-

elemente enthält.

Wenn nun umgekehrt irgend eine Fläche

z — (p(x,y) =
von der Beschaffenheit vorliegt, dass sie in jedem ihrer Punkte (x, y, z)

das Linienelement (x, y, z, dx : dy : dz) enthält, das dem Punkte durch

die Gleichungen (3) zugeordnet wird, so ist, da alle Fortschreitungs-

richtungen {dx : dy : dz) auf der Fläche die Gleichung (2) erfüllen,

also auch die des Linienelementes diese Gleichung befriedigt, in jedem

Punkte der Fläche:

dx ' dy '

mit anderen Worten: die Fläche ist eine Integralfläche von (1).

Hiernach können wir die Integralflächen der linearen partiellen

Diffei'entialgleichung (1) auch definieren als diejenigen Flächen, die in

allen ihren Punkten die Linienelemente enthalten, die den Punkten durch

die beiden Gleichungen (3) zugeordnet werden.

Die Gleichungen (3) sind aber zwei simultane gewöhnliche Diffe- simuit.

rentialgleichungen erster Ordnung in x, y, z. Aus der Theorie der i- o.

gewöhnlichen Differentialgleichungen entnehmen wir, dass sie in all-

gemeinster Weise durch zwei von einander unabhängige Gleichungen

in X, y, z mit zwei wesentlichen willkürlichen Constanten a, h integriert
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werden. Die Integralgleichungen des Systems (3) haben, nach a und &

aufgelöst, die allgemeine Form:

(4) u{x,y, b) = a, v{x,y, z) = 1).

Dabei sind u und v von einander unabhängig. Für jedes Wertsystem

der Constanten a, h stellen die Gleichungen (4) eine Curve im Räume

^cur^T^' ^^^} ®^^® sogenannte Integralcurve des Systems (3). Da längs der

Curve

Ux dx -\- Uydy -\- Uz dz = 0,

Vx dx -\- Vy dy -\- v^ dz ==

ist und diese beiden Gleichungen infolge von (3) bestehen sollen, so

folgt, dass die Curve in jedem ihrer Punkte (x, y, z) das dem Punkte

vermöge des Systems (3) zugeordnete Linienelement (x, y, z, dx:dy: dz)

hat. Die oo^ durch (3) bestimmten Linienelemente ordnen sich daher

in oü^ Curven (4) an, und zwar geht durch jeden allgemein gewählten

Punkt eine dieser Curven hindurch.

Äquivalenz Es ist leicht einzuschcu, dass das Problem, das System (3) von
Probleme, simultaucu gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung zu

integrieren, mit dem Integrationsproblem der linearen partiellen Diffe-

rentialgleichung (1) völlig äquivalent ist. Liegt nämlich eine Integral-

fläche z == fp{x, y) von (1) vor, in deren Punkten die Coefficienten

X, Y, Z nicht sämtlich verschwinden, so wird für jeden Punkt der

Fläche das zugeordnete Linienelement der Fläche angehören. Diese

oo^ Linienelemente {x, y, z, dx : dy : dz) werden durch die drei

Gleichungen

z = (p(x,y), dz = (pxdx -\- (pydy,

dx dy
X ~~ T

bestimmt. Für diese Linienelemente ist also auch

dx dy
X(x, y, qo)

~ Yix, y, qp)"

Dies ist aber eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung

in X, y. Es sei ^(a?, y) = Const. ihre Integralgleichung. Dann folgt,

dass jene oo^ Linienelemente durch die Gleichungen

z = (p(x,y), i;(x, y) = Const.

definiert sind, indem sie auch den durch Differentiation hieraus her-

vorgehenden Gleichungen genügen, d. h. dass sie die Linienelemente

von oo* Curven auf der Fläche sind.
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Jede Integralfläche der linearen partiellen Differentialgleichung (1)

wird mithin von oo^ Integralcurven des Systems (3) erzeugt.

Umgekehrt leuchtet ein, dass jede Fläche, die oo^ Integralcurven

(4) des Systems (3) enthält, eine Integralfläche der linearen partiellen

Differentialgleichung (1) ist.

Man construiert also die allgemeinste Integralfläche von (1) da-

durch, dass man eine behebige Curve wählt, die nicht zu den Integral-

curven (4) gehört, und die durch ihre Punkte gehenden Curven (4) be-

stimmt. Sie erzeugen eine Integralfläche. Zwei Integralflächen schneiden

sich längs einer Integralcurve (4). Kennt man alle Integralflächen von

(1), so kennt man daher auch alle Integralcurven von (3).

Die allgemeine Integralfläche der Gleichung (1) hängt nach dem
Vorhergehenden nicht nur von einer endlichen Anzahl von Parametern

ab. Greifen wir nun oo^ unter diesen Integralflächen heraus, so werden

sie sich durch eine Gleichuüg

fix, y, z) = Const.

definieren lassen. Nun ist für diese Flächen:

fxdx + fydy-\- f, dz = 0,

d. h.

dz fx dz fy

Da sie Integralflächen von (1) sein soUen, so muss also in Folge von

f= Const. auch

I z • z

sein. Da aber letztere Gleichung die willkürliche Constante gar nicht

enthält, die in f = Const. auftritt, so muss sie an sich bestehen,

d. h. /(ic, «/, z) = Const. stellt dann und nur dann cx)^ Integralflächen

der linearen partiellen Differentialgleichung (1) dar, wenn f eine Lösung

der homogenen linearen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung p^rt^uiffgi.

(5) x|^-f r|^-f ^1^ =
^ ^ ox ' cy ' cz

ist, in der x, y, z unabhängige Veränderliche vorstellen.

Da jede Integralfläche oo^ Integralcurven (4) enthält, so wird also

eine Gleichung in u und v

f(u, v) =
eine allgemeine Integralfläche darstellen, da sie diejenigen oo^ Curven

u(x,y,z) = a, v(x,y,z) = h
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enthält, deren Parameter a, h an die Gleichung f{a, h) = gebunden

sind. Mithin wird eine beliebige Gleichung Ton der Form

f(u,v) = Const.

oü^ Integralflächen von (1) darstellen. Daraus folgt, dass die all-

gemeine Lösung der homogenen Differentialgleichung (5) eine will-

kürliche Function der beiden Integrale u, v von (3) ist.

Das Ergebnis unserer Betrachtungen besteht also darin, dass sich

das Integrationsproblem der linearen partiellen Differentialgleichung erster

Ordnung (1) für z ebensowohl mit dem Integrationsproblem des Systems

von zwei simultanen gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung

(3) deckt, als auch mit dem Integrationsproblem der homogenen linearen

partiellen Differentialgleichung erster Ordnung (5) für f.

Besonderer gi^,! insbesondere die Integralcurven (4) des Systems (3) Geraden, so werden

sie — da es insgesamt oo* sind — ein Strahlensystem bilden, während die all-

gemeinen Integralflächen der linearen partiellen Differentialgleichung (1) die

Regelflächen sind, deren Geraden dem Strahlensystem angehören. Ein Strahlen-

system hat aber im allgemeinen zwei BrennfläcJien , und die Strahlen des Systems

lassen sich in je zwei Weisen zu je oo^ abwickelbaren Flächen zusammenfassen.

Die Rückkehrcurven dieser Flächen bilden dann die beiden Brennflächen. (Vgl.

§ 2 des 7. Kap., S. 270, 271.) Die beiden ßrennflächen sind hier singulare Integral-

flachen der linearen partiellen Differentialgleichung (1), und jene zwei Scharen

von oo^ Rückkehrcurven sind singulare Integralcurven des Systems (3).

Im allgemeinen Falle, in dem die Integralcurven von (4) keine Geraden sind,

können ebenfalls solche singulare Integralgebilde auftreten, die sich den im Texte

gegebenen Betrachtungen entziehen. Die oo^ Integralcurven des Systems (3)

bilden, wie wir sagen wollen, ein Curvensystem. Die allgemeinen Integralflächen

von (1) sind dann Flächen, erzeugt von oo^ Curven des Curvensystems. Die oo*

Curven können nun sämtlich eine Anzahl von Flächen berühren, die wir wieder

Brennflächen nennen. Ist die Zahl dieser Brennflächen gleich m, so lassen sich

die Integralcurven, wie man leicht sieht, in m Weisen zu je oo^ Scharen von

je oo^ Curven zusammenfassen, sodass die Oü^ Curven jeder Schar eine Um-
hüllungscurve haben. Diese Umhüllungscurven sind auf den Brennflächen ge-

Singuiäre jggen und stellen singulare Integralcurven von (3) dar, während die Brennflächen

gebiide. singulare Integralflächen von (1) sind.

verauge- Wir Verallgemeinern einen Teil der vorhergehenden Überlegungen

in knappen Worten auf den Fall von beliebig vielen Veränderlichen.

Syst. V. Es liege ein System von n— 1 simultanen gewöhnlichen Differential-

v^s^iji^iZ'.gleichungen erster Ordnung in den n Veränderlichen x^, x^ . . . Xn vor:

Integral. Die Fuuction f(x^... Xn) heisst ein Integral von (6), wenn die aus

f(x^ . . . Xr^ == Const.

folgende Gleichung
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C^) ^ ^^1 + a% ^^2 + • • • + 14 "^^^ ^ ^

infolge von /"= Const. und von (6) besteht, d. h. also, da die will-

kürliche Constante in ihr gar nicht auftritt, sobald die Gleichung

(8) X,§l + X,§l- + .. + X.jl- =

identisch besteht, sobald also f eine Lösung dieser homoqmen linearen Hom. un.
' ' ° ^

.
part. Diffgl

'partiellen Differentialgleichung erster Ordnung mit n unabhängigen Ver- lo.

änderliclien x.^,x^...Xn ist. Hieraus folgt sofort, dass, wenn n Functionen

11^ . . . Un Integrale von (6) sind, ihre Functionäldeterminante hinsichtlich

Xj^ . . . Xn verschwindet, dass also nur w — 1 von einander unabhängige

Integrale von (6) vorhanden sind und jedes andere eine beliebige Function

von diesen n — 1 Integralen ist. Denn dass das System (6) mindestens

n — 1 von einander unabhängige Integrale hat, können wir als be-

kannt voraussetzen. Die Integrationsprobleme von (6) und (8) decken

sich hiernach völlig miteinander.

Wenn wir von dem Begriff eines Raumes von n Dimensionen ^^Di^elT

Gebrauch machen und also Xj^ . . . Xn als gewöhnliche Punktcoordinaten

in diesem Räume deuten, so können wir diesen beiden Problemen

einen begrifflichen Sinn beilegen. Alsdann nämlich ordnet das System

(6) jedem Punkt (rCj ... Xn) des Raumes eine Fortschreitungsrichtung

(dXj^ : dx^ : • • • : dx,^ zu. Den Inbegriff des Punktes und der Geraden

dieser Richtung können wir auch jetzt als ein Linienelement bezeichnen.

Ist nun f{x^... Xn) ein Integral von (6), d. h. erfüllt f die Gleichung

(8) identisch, so ist zunächst

f(xi . . . Xri) = Const.

begrifflich als eine Schar von oo^ Mannigfaltigkeiten von n— 1 Dimen-

sionen aufzufassen. Die Fortschreitungsrichtungen {dx^ : dx.^ : • • • : dx,^,

die ein Punkt (x^ . . . Xn) auf der durch ihn gehenden Mannigfaltigkeit

/= Const. einschlagen kann, sind an die Gleichung (7) gebunden.

Ihr Vergleich mit (8) zeigt, dass unter diesen Richtungen insbesondere

diejenige enthalten ist, die dem Punkte (x^^ ... Xn) vermöge (6) zu-

geordnet wird. Jedes Integral f liefert daher solche oo^ Mannigfaltig-

keiten f= Const., deren jede die ihren Punkten vermöge des Systems

(6) zugeordneten Linienelemente enthält. Wenn umgekehrt

f(Xi... Xn) = Const.

solche <x>^ Mannigfaltigkeiten definiert, die in jedem ihrer Punkte

auch das dem Punkte vermöge (6) zugeordnete Linienelement ent-
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halten, so folgt rückwärts, dass f die Gleichung (8) identisch erfüllt,

also ein Integral des Systems (6) ist.

Sind n — 1 von einander unabhängige Integrale m^. Mg • • • w«—

i

von (6) vorgelegt, so definieren die n — 1 Gleichungen

% = Const., Mg = Const., • • • Un—i = Const.

^"cufm oo''""^ einfach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten, die wir Integralcurven

von (6) nennen können. Da nun längs einer solchen Curve die Linien-

elemente (Xj^, x^ . . . Xn, dx^ : dx^ :'. dXn) an die n — 1 Relationen

du^ du. du^

ä^ ^^1 + a^ ^^2 + •.•• + ^ ^^n = {i = l,2-'-n~l)

gebunden sind und u^ . . . Un—x andererseits die Differentialgleichung

(8) für / erfüllen, so folgt, dass diese Linienelemente gerade die sind,

die den Punkten vermöge (6) zugeordnet sind. Hieraus folgt, dass

das Integrationsproblem des Systems (6) darauf zurückkommt, solche

<X)^—^ Curven zu bestimmen, deren oo" Linienelemente diejenigen Ele-

mente sind, die den Punkten vermöge (6) zugeordnet werden. Kennt

man diese Curven und wählt man eine beliebige Schar von oü""^ aus,

so bilden diese eine (n — l)-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit, die

zu jedem ihrer Punkte das zugeordnete Linienelement ebenfalls enthält.

Die betrachtete Mannigfaltigkeit gehört daher zu den Mannigfaltigkeiten

fix^jX^... Xn") = Const.,

die durch die homogene lineare partielle Differentialgleichung (8) be-

integrai- stimmt wcrdcn, und ist, wie wir sagen können, eine Integralmannigfaltig-

faitgkt. ^g^Y von (6), und so ergeben sich alle.

§ 2. Lagrange's Ableitung der allgemeinen Lösung einer partiellen

Difterentialgleiphnng aus einer vollständigen Lösung.

Wir wenden uns zur allgemeinen Integrationstheorie der partiellen

Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen zwei unabhängigen Ver-

änderlichen X, y und einer abhängigen Veränderlichen z. Eine solche

Differentialgleichung hat die Form:

Wir setzen voraus, dass sie sich nicht auf eine in >r- und ö- lineare

Form bringen lasse. Den Fall der linearen Differentialgleichungen

haben wir ja schon im ersten Paragraphen besprochen.

Im gegenwärtigen Paragraphen geben wir Lagrange's Formu-

lierung des Integrationsproblems sowie seine Ableitung der allgemeinen
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Lösung aus einer vollständigen Lösung, wie er es nennt, wieder.

Lagrange*) drückte sich rein analytisch aus, während Monge dadurch,

dass er x^ y, z als gewöhnliche Punktcoordinaten im Räume deutete,

eine grössere Anschaulichkeit einführte. Wir folgen daher Monge in

der Darstellung von Lagrange's Theorie, gehen aber dabei — wie

schon in der Einleitung bemerkt wurde — insofern einen Schritt

weiter, als wir den Begriff: Flächenelement consequent anwenden.

Hierdurch gewinnt die Darstellung an Einfachheit und Übersichtlichkeit.

Das durch die Differentialgleichung (9) gestellte Problem ist dies: i^^^^^k^'s

Es sollen alle Functionen ^^ integr.-

Problems.

(10) z = tf{x, y)

bestimmt werden, die, für z in die Gleichung (9) eingesetzt, diese

Gleichung zu einer Identität für alle Werte von x und y machen. Jede

solche Function z= (p(x, y) heisst eine Lösung der partiellen Differential- Lösung,

gleichung (9).

Deuten wir mit Monge die Veränderlichen x, y, z als rechtwinklige

Punktcoordinaten im Räume, so stellt die Gleichung (10) eine Fläche

dar. Sie heisst eine Integralfläche der partiellen Differentialgleichung (9). "^fl'äc^he.^

Wie wir es im zweiten Abschnitt wiederholt gethan haben (vgl.

z. B. § 1 des 7. Kap., S. 257, 258), verstehen wir unter dem Flächen- SeX
dement (x, y, z, p, q) den Inbegriff des Punktes (x, y, z) und derjenigen

durch ihn gehenden Ebene, deren Richtungscosinus proportional p, q,

— 1 sind. Die Fläche (10) ist dann und nur dann eine Integralfläche

der Differentialgleichung (9), wenn ihre Flächenelemente, für die ja

dz cz

ist, die Gleichung

(9') F(x,y,z,p,q) =
erfüllen. Die Gleichung (9') definiert oo* der oo^ Flächenelemente des

Raumes. Das Problem ihrer Integration deckt sich damit, alle Flächen

zu bestimmen, deren Elemente (x, y, z, p, q) sämtlich die Gleichung

F(x, y, z, p,q) = erfüllen.

Dies Problem lässt sich — wie wir übrigens schon an der an-

geführten SteUe sahen — noch etwas anders formulieren. Nach Voraus-

setzung ist die Gleichung (9) nicht frei von ^ - und „— oder also die

Gleichung (9') nicht frei von beiden Grössen p und q. Daher giebt

*) Was die hierzugehörigen litterarischen Notizen anbetriflFt, so verweisen
wir auf den letzten Paragraphen dieses Kapitels.
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es unter den oc^ erwähnten Flächenelementen gerade oo^, die einen

bestimmt gewählten Punkt (x, y, z) gemein haben. Sie umhüllen

k^gei^' einen Elementarkegel, dessen Spitze der Punkt {x, y, z) ist und der

analytisch ebenfalls durch die Gleichung (9') gegeben ist. Nach Voraus-

setzung artet er nicht in ein Büschel aus. Nun können wir sagen:

Unser Problem verlangt, alle Flächen zu 'bestimmen, die in federn ihrer

Tunkte denjenigen Elementarkegel berühren, der dem Punkte durch die

Gleichung (9') zugeordnet ist

Wird eine Schar von oo^ verschiedenen Integralflächen bestimmt

durch eine Gleichung von der Form:

(11) z = 0{x,y,a,b),

in der a und b zwei willkürliche Constanten sind, d. h. erfüllt die

Function 0, für z in (9) eingesetzt, diese Gleichung identisch für alle

Werte der Veränderlichen x, y und der wesentlichen Constanten a, b,

^:^ösung^' so heisst die Function nach Lagrange eine vollständige Lösung der

partiellen Differentialgleichung (9). Die Flächenelemente der oo^ Integral-

flächen z = sind gegeben durch die drei Relationen

(12) z=^{x,y,a,b), P = ;^; ^^'fy

zwischen ihren Coordinaten x, y, z, p, q. Da a und b willkürlich und

wesentlich sind, so geben diese Relationen insgesamt oo* Flächen-

elemente. Sie müssen nach dem Vorhergehenden, wenn O eine voll-

ständige Lösung darstellen soll, identisch sein mit allen den oo* Flächen-

elementen, die durch die Gleichung (9') definiert werden. Und hierin

wollen wir das wesentliche Merkmal einer vollständigen Lösung er-

blicken.

Das Problem, eine vollständige Lösung der partiellen Differential-

gleichung (9) zu finden, können wir hiernach so aussprechen:

Durch die Gleichung (9') sind oo* Flächenelemente gegeben. Sie

sollen in oo^ Scharen von je oo^ Elementen in der Weise zerlegt werden,

dass jede dieser od^ Scharen aus allen Elementen einer Fläche besteht.

Es erhellt, sofort, dass eine vorgelegte vollständige Lösung, da

sie ja alle die oo^ Elemente liefert, die der Gleichung (9') genügen,

rückwärts die partielle Differentialgleichung (9) vollständig bestimmt

In der That findet man bei gegebener vollständiger Lösung (11) die

Gleichung (9') und damit auch (9), indem man aus den drei Gleichungen

(12) die beiden willkürlichen Constanten a und b eliminiert. Gehört

somit zu einer beliebig gegebenen vollständigen Lösung, d. h. zu einer

gewissen gegebenen Schar von oo^ Integralflächen (11), stets eine ganz
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bestimmte partielle Differentialgleichung (9), so liegt die Frage nahe, ^H^H^'

ob es möglich ist, aus einer bekannten vollständigen Lösung alle
^l^^^^^^'

Integralflächen abzuleiten. Diese Frage wurde von Lagrange bejahend ''''^^^^•^"^s-

beantwortet, und wir geben im Folgenden die Methode von Lagrange

ihrem Wesen nach, aber allerdings im Gegensatz zu Lagrange in

geometrischer Einkleidung, wieder.

Ist

(11) z = 0(x, y, a, h)

eine vollständige Lösung und

(13) ^ = <p{xyy)

irgend eine Lösung von (9), so gehört jedes Element der Integral-

fläche (13) zu den oo* durch (9') bestimmten Elementen, d. h. zu den

oo* Elementen der oo^ Integralflächen (11). Da die Fläche z = (p{x, y)

gerade oo^ Elemente hat, so sind drei Fälle denkbar:

Erster Fall : Die Fläche z = fp(x, y) hat alle ihre oo^ Elemente Erster raii.

mit einer unter den Flächen z = O gemein. Dann ist sie eine dieser

Flächen. In diesem Falle ist die Lösung cp in der vollständigen Lösung

^ als Particularlösung enthalten.

Zweiter Fall: Die Fläche z = (p{x,y) hat je oo^ Elemente mit
^^^^jf

jeder einzelnen Fläche von gewissen oo^ Flächen der Schar (11) gemein.

Denn berührt sie jede dieser oo^ Flächen längs einer Curve, nämlich

längs des Punktortes derjenigen oo^ Elemente, die sie mit der be-

treffenden Fläche gemein hat. Sie ist daher die Umhüllende der oo^

Flächen. — Wählen wir umgekehrt irgend eine Schar von oo^ Flächen

aus der Schar z = O von oo^ Flächen aus und bestimmen wir ihre

umhüllende Fläche, so wird diese jede der ausgewählten oo^ Flächen

längs einer Curve berühren, d. h. mit jeder je oo^ Flächenelemente

gemein haben. Alle ihre oo^ Elemente gehören daher zu denen, die

auf den Flächen (11) liegen, d. h. zu denen, die durch die Gleichung

(9') definiert werden. Die Umhüllende ist daher stets eine Integral-

fläche. Um diese Umhüllenden analytisch zu bestimmen, verfahren

wir so: Aus der Schar der oo'^ Flächen (11) wählen wir dadurch be-

liebige cx)^ aus, dass wir eine willkürlich annehmbare Gleichung

zwischen den Constanten a, h festsetzen:

(o{a, h) = 0.

Damit wird etwa die Constante b als Function von a bestimmt. Die

Umhüllende der zugehörigen oo^ Flächen (11) ergiebt sich dann nach

bekannter Regel durch Elimination von a, h und ^— aus den vier

Gleichungen

:
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^/ r\ ^*
,
d^ db ^

z = 0{x, y, a, h), g-- + -^ ^-- = 0,

/ 7N ^ dco . dm db ^
<(^,^) = ^, da + db-Ta-^^

d. h. durch Elimination von a und h aus den drei Gleichungen:

Iz
= 0(x, y, a, h), m{a, h) = 0,

da 8b db da

Wie man sieht, ergeben sich die hier betrachteten Lösungen durch

Differentiation und Elimination aus der vollständigen Lösung (11).

Dritter Fall. Drittel Fall: Die Fläche z = <p(x, y) hat mit einer Fläche z=0
je nur ein Flächenelement (oder eine discrete Anzahl von Elementen)

gemein. Dann muss sie, da sie ja insgesamt oo^ Flächenelemente hat,

alle oo^ Flächen z = ^ und zwar jede in einem Punkte berühren.

Sie ist die Umhüllungsfläche aller oo^ Flächen (11) und ergiebt sich

durch Elimination von a und h aus den drei Gleichungen:

(15) z = ^{x, y, a, V), ^^- = 0, 1^ = 0.

Wenn alle oo^ Flächen der vollständigen Lösung wirklich eine Um-
hüllungsfläche haben, so gehören alle Elemente der Umhüllungsfläche

zu den oo* Elementen, die von der vollständigen Lösung (11) bestimmt

werden, d. h. zu allen Elementen, die durch (9') gegeben werden.

Die Umhüllungsfläche ist also stets eine Integralfläche von (9). Wir

Sin uiäre
i^^^^iiön eine solche Lösung z = (p{x, y) nach Lagrange eine singulare

Lösung. ZiQsung der partiellen Differentialgleichung (9). Sie ergiebt sich, wie

wir sahen, durch Differentiation und Elimination aus der bekannten

vollständigen Lösung (11),

Diese Überlegungen zeigen, dass die im zweiten Falle durch-

geführte Methode der Differentiation und Elimination zu allen Lösungen

der partiellen Differentialgleichung (9) führt mit Ausnahme der singu-

lären Lösung und der schon als bekannt vorausgesetzten vollständigen

Lösung (11). Die Formeln (14) zeigen, da in ihnen eine willkürliche

Function cj auftritt, dass der allgemeine Ausdruck einer Lösung, der

durch Elimination von a und & aus (14) hervorgeht, von einer will-

kürlichen Function co abhängt. Wir nennen sie mit Lagrange eine all-

Aiigemeinegemeine Lösung der partiellen Differentialgleichung (9). Es ist zu

beachten, dass man die allgemeinste Integi'alfläche in sehr verschiedenen

Formen analytisch darstellen kann, je nach der ausgewählten voll-
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ständigen Lösung, d. h. je nach der Auswahl der oo^ Integralflächen

(11), aus deren Gleichung ihre Gleichung durch Differentiation und

Elimination hervorgeht.

Wir erläutern die Theorie durch einige Beispiele.

1. Beispiel: Die partielle Differentialgleichung erster Ordnung: i. Beispiel.

in der jc eine Constante ist, sei vorgelegt. Hier sind die Elementar-

kegel congruente und gleichgestellte Rotationskegel, deren Mantellinien

den Winkel y mit der (a;«/)-Ebene bilden, wenn tg j' = — ist. Die

Gleichung wird, wie wir früher sahen (§ 1 des 7. Kap., S. 263), durch

die oo^ Ebenen befriedigt, die mit der (rri/)- Ebene den Winkel y
bilden. Die Gleichung dieser Schar von oo^ Ebenen lautet:

X cos a -\- y sin a — X0 — 6 = 0.

Hierin sind a, h willkürliche Constanten. Diese Gleichung stellt also

eine vollständige Lösung der vorgelegten partiellen Differentialgleichung

dar. Schon an der angegebenen früheren Stelle sahen wir, dass sich

die allgemeinste Integralfläche als Umhüllende von oo^ dieser Ebenen

ergiebt. Analytisch erhalten wir diese Umhüllenden nach (14) durch

Elimination von a und b aus den drei Gleichungen:

X cos a -\- y sin a — X2 — h = 0, ra(a, &) = 0,

/ . ^3(0 cco ^
(x sin a — y cos a) >,,— x— == 0.^ ^ '' CO da

Nehmen wir (o(a,b) = in aufgelöster Form h — ^(a) = an, so

sehen wir, dass die allgemeine Lösung der vorgelegten partiellen Diffe-

rentialgleichung durch Elimination von a aus den beiden Gleichungen

x cos a -{- y sin a — xz — 9? («) ^0,
a; sin a — y cos a -f- (pXa) ==

erhalten wird, in denen q){d) eine willkürliche Function von a be-

deutet. Diese Gleichungen stellen alle abwickelbaren Flächen dar, deren

Tangentenebenen den Winkel y mit der (xy)-Woene bilden. Wir können

sie auch so schreiben:

X = (7C0 -f- (p(a)) cos a — q>'(a) sin a,

y = {xz -\- (p{a)) sin a -f- g}'{a) cos a.

Eine eventuelle singulare Lösung muss Umhüllende aller jener oo^

Ebenen sein. Diese Ebenen haben aber als gemeinsames Umhüllungs-
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gebilde keine Fläche, sondern nur eine unendlicli ferne Curve. Dass

keine singulare Integralfläche vorlianden ist, erkennt man analytisch

nach (15) daraus, dass die Gleichung:

X cos a -\- y mi a — kz — h =
bei der Differentiation nach h eine absurde Relation liefert.

2. Beispiel. 2. Beispiel'. Es sei überhaupt eine partielle Differentialgleichung

vorgelegt, die frei von x, y, z ist:

^(l^.|j) = o.

Hier sind die Elementarkegel ebenfalls einander congruent und gleich-

gestellt, da ihre Gleichung von ihren Spitzen {x, y, s) unabhängig ist.

Diese Elementarkegel treffen, bis ins Unendliche ausgedehnt, die un-

endlich ferne Ebene in einer Curve c, und die oo^ Tangentenebenen

der Curve c sind Integralflächen. (Vgl. § 1 des 7. Kap., S. 265.) Diese

oü^ Ebenen stellen also eine vollständige Lösung dar. Die von oo^

solchen Ebenen umhüllten Flächen, d. h. die Developpabeln, welche

die Curve c enthalten, stellen die allgemeine Lösung dar. Eine singu-

lare Integralfläche ist nicht vorhanden.

S.Beispiel. 3. Beispiel l Es liege eine partielle Differentialgleichung von der

Form:
T^/gg dz _dz cz\ ^
\dx^ dy

'

dx " dyl

vor. Wie wir früher (§ 1 des 7. Kap., S. 266) sahen, wird ihr durch

cx)^ Ebenen genügt, die eine gewisse Fläche iß berühren. Diese oo^

Ebenen bilden also eine vollständige Lösung. Die allgemeine Lösung

wird von den Flächen gebildet, die von je oo^ dieser Ebenen umhüllt

werden, und besteht daher aus den Developpabeln, die der Fläche ß
umschrieben sind. Die Fläche Sl ist hier eine singulare Integralfläche

und zwar die einzige.

4. Beispiel. 4. Beispiel l Gehen wir einmal von einer vorgelegten vollständigen

Lösung aus, d. h. von oo^ Flächen. Es mögen dies alle Kugeln vom
Radius Eins sein, deren Mittelpunkte in der (ic«/)-Ebene liegen:

{x - ay -^{y — Vf-\-z^ — l = 0.

Um die zugehörige partielle Differentialgleichung zu finden, haben

wir hieraus durch partielle Differentiation nach x und y die beiden

Gleichungen abzuleiten:

x — a -\- z T^ = 0, y — h 4- z 1^ ^=Q'ex y ^ * cy

I
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und nun aus allen drei Gleichungen die willkürlichen Constanten a, h

zu eliminieren. Dies giebt die partielle Differentialgleichung:

+(^+m' 1 = 0.

Jene oo'^ Kugeln stellen eine vollständige Lösung dar. Die allgemeine

Lösung besteht aus den Flächen, die von je oo^ derartigen Kugeln

umhüllt werden, d. h. aus allen Röhrenflächen, deren Leitlinien be-

liebige Curven in der (xy)-^hene sind, während ihr Radius gleich

Eins ist. Die allgemeine Lösung ergiebt sich analytisch nach (14)

durch Elimination von a, b aus

(x — df + {y — hy-^z^ — 1 = 0, co{a, h) = 0,

{X -a)-^-{y- h) g- =

oder, wenn wir cj = in der aufgelösten Form b — <p((i) =
schreiben, durch Elimination von a aus den beiden Gleichungen:

(x - af -j-(y- (Pia))' -^-,^-1=0,

X — a -\- (y — b) (p'{a) = 0.

Eine singulare Integralfläche muss von allen jenen oo^ Kugeln berührt

werden. Dies trifft, wie man geometrisch sofort einsieht, nur für die

beiden Ebenen
^ — 1=0, 0-fl = O

zu. In der That ist für jede solche Ebene ö— ^^^ ö— ^^ 0, sodass die
'' ex cy '

partielle Differentialgleichung befriedigt wird. Im gegenwärtigen Beispiel

erhält man den Elementarkegel eines Punktes als den Kegel, der alle

oü^ durch den Punkt gehende Kugeln vom Radius Eins und mit den

Mittelpunkten in der (xy)-Waene berührt. Wie man sieht, sind die

Elementarkegel Rotationskegel, deren Axen auf der (a;«/)-Ebene senk-

recht stehen und deren Öffnung nur von der 0-Coordinate der Spitzen

abhängt.

Es liegt in der Natur der Sache, dass man stets zu derselben

allgemeinen Lösung kommt, von welcher vollständigen Lösung der

partiellen Differentialgleichung man auch ausgehen mag. Es folgt dies

daraus, dass wir aus einer vorgelegten vollständigen Lösung jede Integral-

fläche — abgesehen von den eventuell vorhandenen singulären Integral-

flächen und von den Integralflächen, die in der vorgelegten vollständigen

Lösung selbst schon vorhanden sind — durch den Urahüllungsproces«

ableiten können, den die Formeln (14) geben.

Lie, Geometrie der Berfihrungstransformationen I. 32 [12.11. lä96.J
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Auf die Frage, oh eine vorgelegte partielle Differentialgleichung

ilherhaiipt immer eine vollständige Lösung besitzt, sind wir hier nicht

eingegangen. Im nächsten Paragraphen beschränken wir unsere Be-

trachtungen formell auf solche Gleichungen, die eine und infolge dessen

unbegrenzt viele vollständige Lösungen haben. Da wir aber im folgenden

Kapitel nach Cauchy zeigen werden, dass jede analytische Gleichung

F = wirklich vollständige Lösungen besitzt, so ergiebt sich nach-

träglich, dass die unter der Voraussetzung der Existenz von vollstän-

digen Lösungen entwickelten Theorien in der That allgemein gültig sind.

§ 3. Erzeugung der Integralflächen durch die Charakteristiken.

Es war schon im zweiten Abschnitt von gewissen Curven, den

Charakteristiken, die Rede, die mit den partiellen Differentialgleichungen

erster Ordnung in engem Zusammenhang stehen. (Vgl. § 1, des 7. Kap.,

S. 261.) Wir wollen in diesem und dem nächsten Paragraphen die

Theorie der Charakteristiken, für deren Entwickelung neben Lagrange

ganz besonders Monge in Betracht kommt, ausführlich darstellen.

Es sei also wiederum eine partielle Differentialgleichung erster

Ordnung in x, y, z vorgelegt:

(9) F{x,y,.,%,'^) = (i.

Angenommen, es sei

(11) z = ^{x,y,a,'b)

eine vollständige Lösung der Differentialgleichung. Wie wir sahen,

wird die allgemeine Lösung als die Gesamtheit der Flächen gewonnen,

die von je oo^ Flächen (11) umhüllt werden. Analytisch geht sie also

durch Elimination von a aus den beiden Gleichungen:

j

z= 0{x,y,a,(p{a)),

(16)
j
d^{x,y, a, qp) ,

d^(x, y, a, y) ,.. ^ ^
I da

"
dcp 'r \ J

hervor, in denen (p(a) eine willkürlich zu wählende Function von a

bedeutet. Die bestimmte Integralfläche, die bei einer bestimmten Wahl

der Function cp{a) durch (16) dargestellt wird, berührt als Umhüllende

jede der oo^ Flächen

(17) g = 0(x, y, a, <p{a)),

die in der vollständigen Lösung enthalten sind, nach einer Curve.
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Um diese Curve auch analytisch abzuleiten, haben wir nach der Um-
hüllungstheorie ausser (17) die durch Differentiation nach a aus (17)

hervorgehende Gleichung anzusetzen. So kommen wir gerade zu den

beiden Gleichungen (16). Diese Gleichungen (16) haben demnach

zweierlei Bedeutung:

Wenn man a aus (16) eliminiert, so ergiebt sich eine allgemeine

Integral^äc/^e. Wenn man dagegen a einen constanten Wert «„ er-

teilt, so stellen die beiden Gleichungen (16) die Curve dar, nach der

diese allgemeine Integralfläche von der Integralfläche

die zur vollständigen Lösung (11) gehört, berührt wird. Diese Curve

heisst nach Monge eine Charakteristik der partiellen Differential- ^^ruSt**"

gleichung (9).

Wollen wir alle Charakteristiken finden, so haben wir alle all-

gemeinen Integralflächen (16) zu betrachten, d. h. in (16) die Function

9) (a) völlig willkürlich zu lassen. Alsdann stellen die Gleichungen

(16) alle Charakteristiken dar, wenn wir in ihnen a, (p{a) und also

auch (p'(a) beliebige constante Werte a, h, c erteilen. Demnach geben

die beiden Gleichungen:

I

z=^{x,y,a,h),
(18) g$(a;, y, a, h)

,
d^{x, y,a,b) r.

l da
~^

db ^~ ^

die Gesamtheit aller Charakteristiken, wenn man in ihnen a,h, c als

Parameter auffasst. Da in ihnen nur drei Parameter a, h, c auftreten,

so folgt, dass die partielle Differentialgleichung (9) höchstens cx>^ Charal'-

teristiken hat.

Wir zeigen nun, dass die partielle Differentialgleichung auch gerade

00^ Charakteristiken hat, sobald sie, wie wir voraussetzen, nicht auf

lineare Form gebracht werden kann, sobald also der einem Punkte p
von allgemeiner Lage zugeordnete Elementarkegel (vgl. § 2, S. 492)

nicht in ein Büschel ausartet. Wird nämlich irgend eine Integral-

fläche ins Auge gefasst, die der vollständigen Lösung z = O angehört

und den Punkt p enthält, so weiss man, dass sie den Elementarkegel

des Punktes p berührt. Die Fläche hat also mit dem Kegel eine

Tangentenebene gemein, die den Kegel nach einer Mantellinie g be-

rührt. Eine benachbarte Integralfläche aus der Schar z = O, die

ebenfalls den Punkt p enthält, berührt den Kegel des Punktes p nach

einer benachbarten Mantellinie g' . Nähei-t sich die zweite Fläche

continuierlich der ersteren, so wird schliesslich g' mit g zusammen-
32*
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fallen. Andererseits geht dann die Schnittcurve beider Flächen in

eine Charakteristik durch p über, und diese Charakteristik hat g zur

Tangente in p. Nun ist zu beachten, dass es unter den oo^ Integral-

flächen der vollständigen Lösung 2=0 stets oo^ giebt, die durch den

allgemein gewählten Punkt p gehen, und dort berühren sie den Ele-

mentarkegel von p nach seinen oo^ Mantellinien. Die Anzahl der

Charakteristiken ist also so gross, dass durch jeden allgemein ge-

wählten Punkt mindestens cx)^ Charakteristiken gehen. Gäbe es über-

haupt nur oü^ oder noch weniger Charakteristiken, so wäre dies nicht

der Fall. Es giebt deshalb mindestens oo^ Charakteristiken. Halten

wir dies mit dem vorigen Ergebnis zusammen, so ergiebt sich der

^GhAt&kte- Satz 1: Eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung

die sich nicht auf eine lineare Form bringen lässt, hat gerade oo^ ver-

schiedene Charakteristiken*).

Da jede allgemeine Integralfläche je oo^ der durch (11) gegebenen

Integralflächen längs Curven berührt, so enthält sie oo^ Charakteristiken.

Diese Berührcurven können deshalb nicht zusammenfallen, weil die

allgemeine Integralfläche als Ort dieser Berührcurven definiert werden

kann.

ymiiüUende ^^s der allgemeinen Umhüllungstheorie folgt ferner, dass die auf

auf einer einer allgemeinen Integralfläche gelegenen oo^ Charakteristiken eine
Integr.-ri. ° O SO

Curve, eine Rückkehrcurve der Fläche, umhüllen. Wir erinnern hier

an die Beweisführung dafür: Eine allgemeine Integralfläche, die durch

(16) bei bestimmter Wahl der Function g)(a) dargestellt wird, enthält

die <x>^ Charakteristiken:

2= Q{x,y,a,(p{a)),

d ^{x,y, a, qp) ,
dö(x

, y, g, y) , . s ^ ^
da * dtp ^ \ ') 7

in deren Gleichungen a eine willkürliche Constante ist. Die hierdurch

dargestellten oo^ Curven umhüllen dann und nur dann eine Curve, wenn

die beiden Gleichungen zusammen mit den durch Differentiation nach

a aus ihnen hervorgehenden Gleichungen eine Curve definieren. Aber

durch Differentiation der ersten Gleichung nach a geht die zweite und

*) Die beschränkende Voraussetzung , dass die vorgelegte Differentialgleichung

eine vollständige Lösung besitze, lassen wir hier wie später fort, da sich, wie
schon zum Schluss des § 2, S. 498, bemerkt wurde, später herausstellen wird,

dass diese Beschränkung nur formell ist.
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durch Differentiation der zweiten eine neue Gleichung in x, y, a her-

vor. Insgesamt liegen also drei Gleichungen vor. Eine bestimmt a

als Function von x, y, z, sodass die Substitution dieser Function in

die beiden anderen Gleichungen bei passender Wahl der Function (p{a)

wirklich eine Curve liefert. Es ist also im Allgemeinen eine Um-
hüUungscurve, eine Rückkehrcurve der von den oo^ Charakteristiken

erzeugten Integralfläche, vorhanden.

Wir zeigten vorhin, dass durch einen Punkt p von allgemeiner

Lage mindestens oo^ Charakteristiken gehen, deren Linienelemente da-

selbst den Elementarkegel des Punktes p bilden. Daraus schlössen

wir, dass es mindestens oo^ Charakteristiken giebt. Da wir aber

andererseits wissen, dass es nicht mehr giebt, so folgt, dass durch p
gerade cx^^ Charakteristiken gehen.

Nun enthalten die oc^ Charakteristiken insgesamt oo* Linien-

elemente. Sie definieren daher nach § 1 des 7. Kap., S. 249, 250,

eine -Monge'sche Gleichung

(19) Sl(x, y, Z'^ dx, dy, dz) = 0,

von der sie Integralcurven sind. Diese Monge'sche Gleichung ordnet

jedem Punkte allgemeiner Lage ebenfalls einen Elementarkegel zu.

Er wird von allen durch den Punkt p gehenden Linienelementen der

Gleichung gebildet, also durch die oo^ Linienelemente der oo^ durch

p gehenden Charakteristiken an der Stelle p und ist daher identisch

mit dem Elementarkegel, der dem, Funkte durdi die partielle Differential-

gleichung zugeordnet wird.

Früher, in § 1 des 7. Kap., fanden wir umgekehrt, ausgehend von

einer Monge'schen Gleichung (19), eine partielle Differentialgleichung

mit denselben Elementarkegeln. (Vgl. Satz 3, S. 260.) Wir werden die

hier gewonnene Beziehung im nächsten Paragraphen auch analytisch

ableiten.

Wir wollen uns nun die Frage vorlegen, ob durch eine heliebig integraia.

gewählte Curve c stets eine Integralfläche der pa/rtiellen Differential- curve.

gleichung hindurchgeht.

Ist dies der Fall, so ist die betreffende Integralfläche — sobald sie

nicht der vollständigen Lösung angehört, in welchem Falle die Frage

erledigt wäre, und sobald sie auch nicht singulär ist — die Um-
hüllende von oo^ Integralflächen der vollständigen Lösung z = 0.

Dann ist die Curve c entweder auf allen diesen cx)^ Integralflächen
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gelegen oder berührt jede der oo^ Flächen in je einem Punkte. Im
ersten Falle wäre c eine Charakteristik. Durch eine Charakteristik gehen

aber unendlich viele Integralflächen, denn um eine solche zu construieren,

braucht man nur eine beliebige Schar von cx)^ Flächen = O auszu-

wählen, in der zwei benachbarte Flächen enthalten sind, die sich in

der betrachteten Charakteristik schneiden, und dann die Umhüllende

der ausgewählten 00^ Flächen zu construieren.

Sobald also die Curve c keine Charakteristik ist, müsste sie in

jedem ihrer Punkte von je einer Integralfläche 0=0 berührt werden.

Nehmen wir aber andererseits eine beliebige Curve c an, so gehen

durch jeden Punkt (Xq, y^, Zq) der Curve gerade 00^ der 00^ Integral-

flachen der vollständigen Lösung

z=0(x,y,a,h),

nämlich die, deren Parameter a, & an die Bedingung

0^, = O{x^,yQ,a,b)

geknüpft sind. Verlangt man ausserdem, dass die Curve c an der

Stelle (xq, t/o, Zq) von einer dieser oo^ Flächen berührt werde, so liefert

dies eine zweite Bedingung für die Parameter a, h. Die Curve c wird

also an der Stelle (xq, i/o, 0q) nur von einer Fläche 0=0 (oder doch

nur von einer discreten Anzahl) berührt werden. Längs der Curve c

ergeben sich so oc^ Flächen, die eventuell in eine Fläche zusammen-

fallen. Ihre Umhüllende enthält die Curve c und ist ausserdem eine

Integralfläche.

Allerdings wären hierbei Ausnahmefälle denkbar: Es wäre möglich,

dass die Curve c in ihrem allgemein gewählten Punkte (Xq, y^, 0q) von

00^ Integralflächen 0=0 berührt würde, die aber nicht die Curve ent-

hielten; aber dieser Fall kann doch nur für eine discrete Anzahl von Curven

im Räume eintreten. Denn die oo^ Integralflächen durch den Punkt

(Xq, y^, 0q) haben dort 00^ Flächenelemente, die einen Kegel bilden.

Die Tangente der Curve c kann allen diesen Flächenelementen nur

dann angehören, wenn der Kegel in ein Büschel von Flächenelementen

oder gar in ein einziges Flächenelement ausartet. Da wir von den

linearen partiellen Differentialgleichungen absehen, so kann eine solche

Ausartung, wenn überhaupt, nur für einzelne Punkte oder für isolierte

Curven oder für isolierte Flächen auftreten, wobei im letzteren Falle

die Axen der Büschel die Fläche berührten und die Curve offenbar eine

Charakteristik wäre.

Also hat sich ergeben:

Satz 2: Durch eine Curve des Raumes (x, y, 0) geht nur eine

discrete An0ahl von Integralflächen einer vorgelegten partiellen Differential-
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gleichung erster Ordnung, es sei denn, dass die Curve eine Charakteristik

ist Durch jede Charakteristik geht eine stetige Schar von unendlich vielen

Integralfiächen.

Man kann daher die Charakteristiken als Unbestimmtheitsmrven unbe-
• •! • 1 1 • 1 1

stimmtheits-

bezeichnen, da durch Angabe einer Charakteristik nicht zugleich be- curven.

stimmte Integralflächen, die sie enthalten, angegeben werden.

Aus dieser Eigenschaft der Charakteristiken folgt, dass ihre Defi-

nition von der gerade gewählten vollständigen Lösung unabhängig ist.

Wenn also aus einer vollständigen Lösung durch die Lagrange 'sehe

Methode eine allgemeine Lösung abgeleitet und alsdann eine Schar

von oo^ allgemeinen Integralflächen als neue vollständige Lösung be-

nutzt wird, so ergeben sich aus ihr dieselben oo^ Charakteristiken wie

aus der ursprünglich benutzten vollständigen Lösung. Hieraus folgt:

Satz 3: Zwei unendlich benachbarte allgemeine Integralflächen der

partiellen Differentialgleichung erster Ordnung

/ f) Z C' z\

schneiden einander stets in einer Charakteristik der partiellen Differential-

gleichung. Berühren zwei allgemeine Integralflächen einander längs einer

Curve, so ist die Curve eine Charakteristik.

Dass die Definition der Charakteristiken von der gerade gewählten

vollständigen Lösung unabhängig ist, wird auch auf analytischem Wege
im nächsten Paragraphen nachgewiesen werden.

Die im gegenwärtigen Paragraphen entwickelten Theorien sollen

nun durch einige Beispiele erläutert werden.

1. Beispiel: Liegt die partielle Differentialgleichung Beispiele.

i+(K)^+(?'r=^
vor (vgl. § 2, S. 495), so bilden alle oo^ Ebenen, die eine gewisse

Neigung y zur (a;«/)-Ebene haben, eine vollständige Lösung. Die oo^

Schnittgeraden je zweier unendlich benachbarter unter diesen Ebenen,

d. h. die Geraden, die den Winkel y mit der (ic«/) -Ebene bilden, sind

also hier die Charakteristiken. (Vgl. § 1 des 7. Kap., S. 265.) Es

sind dies alle Geraden, die einen gewissen unendlich fernen Kegel-

schnitt k treffen. Jene oo^ Ebenen sind die Tangentialebenen von k.

Durch eine Curve c gehen zwei allgemeine Integralflächen, nämlich die

abwickelbaren Flächen, die von allen gemeinsamen Tangentialebenen von

k und c umhüUt werden. Nur wenn c eine der Treffgeraden von k ist,
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gehen durch sie unendlich viele Integralflächen, nämlich alle abwickel-

baren Flächen, die aus Treffgeraden von h bestehen und diese eine

Gerade enthalten. Im gegenwärtigen Beispiele spielt die Curve h selbst

eine Ausnahmerolle: Durch jeden Punkt von li gehen nicht nur oo\

sondern oo^ Charakteristiken. Jede Integralfläche mit Ausnahme der

od^ Ebenen enthält Ti.

2. Beispiel: Liegt die partielle Differentialgleichung

1 + py + iij\-
' \€ x/ ' \cyl

— 1 =

vor, so hat sie, wie wir sahen (§ 2, S. 497), als eine vollständige

Lösung die Gesamtheit der oo^ Kugeln vom Radius Eins, deren

Mittelpunkte in der (ic^)-Ebene liegen. Je zwei unendlich benachbarte

unter diesen Kugeln schneiden sich in einem Kreis vom Radius Eins,

dessen Mittelpunkt in der (a;?/)-Ebene liegt und dessen Ebene auf der

(iC«/)- Ebene senkrecht steht. Diese oo^ Kreise sind also hier die

Charakteristiken. Wählen wir eine beliebige Curve c, so erhalten wir

die durch sie gehenden Integralflächen, indem wir diejenigen oo^ Kugeln

bestimmen, die sie berühren, vom Radius Eins sind und ihre Mittel-

punkte in der (rc«/)-Ebene haben. Augenscheinlich giebt es zwei ge-

trennte Scharen von solchen Kugeln. Sie haben zwei Umhüllende,

nämlich Röhrenflächen. Es gehen also durch eine allgemein gewählte

Curve c gerade zwei Integralflächen. Ist aber c einer jener Kreise, so

gehen durch die Curve offenbar unendlich viele Röhrenflächen vom

Radius Eins, nämlich alle die, deren Leitlinien in der (:ri/)-Ebene den

Mittelpunkt jenes Kreises enthalten und dort zur Ebene des Kreises

senkrecht sind.

§ 4. Die Differentialgleichungen der Charakteristiken.

Es liege wiederum eine partielle Differentialgleichung erster Ord-

nung in a?, «/, z vor:

(20) F(a,,;,,.,|^,|;-) = 0,

von der wir voraussetzen, dass sie niciit auf eine lineare Form ge

bracht werden könne. Zur Bequemlichkeit wollen wir von jetzt ab

mit p^ q_ die ersten, mit r, s, t die zweiten partiellen Ableitungen von

z nach x, y bezeichnen. Die vorgelegte Differentialgleichung

(20') F{x,y,B,p,CL) =
hat nun, wie wir im vorigen Paragraphen sahen, die Eigenschaft,

dass durch eine allgemein gewählte Curve c im Räume nur eine discrete
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Anzahl von Integraltiächen hindurchgehen. Wir wollen jetzt auf

analytischem Wege diejenigen Curven c, durch die eine continuierHche

Schar von Integralflächen hindurchgeht, also die Charakteristiken, be-

stimmen. Von den nur vereinzelt eventuell vorkommenden Curven c,

die bei der Betrachtung des vorigen Paragraphen eine Ausnahmerolle

spielten, sehen wir ganz ab. Ferner setzen wir bekannt voraus, dass

die vorgelegte Differentialgleichung eine vollständige Lösung und daher

nach § 2 auch eine allgemeine Lösung besitze.

Es liege nun eine Curve c analytisch in der Form

(21) x = X{r), y=Y{t), z = Z{x)

mit dem Parameter t vor. Wir betrachten die Integralflächen von integram.
*-' durch geg.

(20'), die diese Curve enthalten. Für jede Integralfläche z = (p(x,y) curve.

durch die Curve c haben mit x, y, z auch jp, g; r, s, t längs der Curve c

gewisse Werte, ausgedrückt als Functionen des Parameters t. Um
diese Werte zu berechnen, bedenken wir, dass p, q ausser der Gleichung

(20') noch die Bedingung

dz — pdx — qdy =
erfüllen müssen. Die Werte von p und q ergeben sich somit in einem

Punkte (t) der Curve c nach (21) aus den beiden Gleichungen:

F(X,Y,Z,p,q) = 0,

Z'—pX'~qY = 0,

wenn der Accent die Differentiation nach t andeutet. Da die erste

Gleichung nicht auf eine in p, q lineare Form gebracht werden kann

so lassen sich p, q aus diesen beiden Gleichungen längs der allgemein

gewählten Curve c als Functionen von t berechnen:

(22) P = P{r), q=Q(t).

Zur Bestimmung von r, s, t im Punkte (r) der Curve c haben wir

nun zunächst die beiden Gleichungen, die aus der partiellen Differential-

gleichung (20') durch partielle Differentiation nach x bez. y hervor-

gehen, nämlich:

(23) F.-{-F,p-\-Fpr + F,s==0, F, + F,q -j- F^s -{- F,t = 0,

und ausserdem die beiden Gleichungen:

dp — rdx — sdy == 0, dq — sdx — tdy = 0,

die in Folge von (21) und (22) die Form haben:

(24) r — rX' — sY' = 0, Q' — sX' — tT = 0.

Auch in (23) hat mau sich die Werte von x, y, z, p, q als Functionen

von t aus (21) und (22) eingesetzt zu denken. Wenn die Determinante
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F FLp J-q

X' Y'

nach den Substitutionen (21) und (22) nicht für alle Werte von r

gleich Null ist, so lassen sich aus den beiden linksstehenden Gleichungen

(23) und (24) die Grössen r und s, aus den beiden rechtsstehenden die

Grössen s und t als Functionen von t berechnen. Die beiden Werte,

die sich so für s ergeben, stimmen, nebenbei bemerkt, überein. Dies

folgt ja von vornherein daraus, dass es wenigstens eine Integralfläche

giebt, die durch die Curve c hindurchgeht.

Wenn nun aber nach den Substitutionen (21) und (22) die obige

Determinante oder also die Determinante

(25)

identisch Null ist, so würden die beiden linksstehenden Gleichungen

(23) und (24) einander widersprechen, wenn nicht überhaupt alle

zweireihigen Determinanten der Matrix

Fp
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Curve c stets eine Integraltiäche geht, so ist es selbstverständlich, dass

die Gleichungen einander nicht widersprechen. Man sieht, dass sich

die dritten Ableitungen aus Gleichungen bestimmen, die in ihnen linear

sind und die zu je zweien die Determinante (25) haben.

Das Entsprechende gilt, wie man übersieht, für die Berechnung

der höheren Ableitungen von s längs der Curve (21).

Unendlich
Es hat sich also ergeben, dass sich nur dann nicht vollständig "vfeie

bestimmte Werte für die Ableitungen von z längs der Curve (21) er-''^urch*geg.

geben, wenn die Determinante (25) längs der Curve identisch ver-
^"'^^'

schwindet, und dass alsdann überhaupt alle zweireihigen Determinanten

der Matrix (26) längs der Curve (21) identisch gleich Null sind.

Diejenigen Curven also, durch die unendlich viele Integralflächen

der partiellen Differentialgleichung (20') hindurchgehen, werden daher

notwendig zu den Curven (21) gehören, längs deren alle zweireihigen

Determinanten der Matrix (26) identisch verschwinden, längs deren

also:

dx dy dp dg ,

p q X xt^ y «i

ist. Da nun
dz = pdx -\- qdy

ist, so sehen wir, dass die Functionen X, Y, Z, P, Q von r längs

einer solchen Curve die folgenden Bedingungen für x, y, z, p, q er-

füllen müssen:

/nn\ d^ dy dz dp dq
^ ^ ^;

~ ^ ~ ^^+F—q - ::rF^-F~p - ztw^Z-T^^
'

Es hat sich also Folgendes ergeben:

Liegt eine Curve vor:

(28) x = X(t), y=Y{t), z = Z{t)

und bestimmt man die beiden übrigen Coordinaten p, q derjenigen

Flächenelemente (x, y, z, p, q), die einerseits der partiellen Differential-

gleichung:

C29) F{x,y,z,p,q) =
genügen und andererseits die Linienelemente {x, y, z, dx: dy : dz) der

Curve enthalten, indem man also p, q aus (29) und

(30) dz — pdx — qdy =
mit Rücksicht auf (28) berechnet, so könnten alle höheren Ableitungen

von z für die Lösungen
z^(p{x,y)
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der partiellen Differentialgleichung (29), die Integralflächen durch die

Curve (28) vorstellen, längs der Curve nur dann nicht vollständig be-

stimmte Functionen von t sein, wenn die für x, y, 2, p, q berechneten

Functionen von r die Gleichungen (27) erfüllen.

^i^ui^aiie Betrachten wir nun dies Gleichungensystem (27). Es ist ein

System von vier simultanen totalen Differentialgleichungen in x, y, z, p, q

und als solches nach § 1, S. 489, der linearen homogenen partiellen

Differentialgleichung erster Ordnung für /*:

(27') F,l^^-\-F, Ij + (F,p + F,q) \{
- {F^ + F,p) |^

-

-(F, + i^.^)|^ =

äquivalent. Die allgemeinste Lösung der letzteren ist eine willkürliche

Function von vier unabhängigen Lösungen oder, was dasselbe sagt,

das System (27) hat vier von einander unabhängige Integrale. Eines

davon ist Fix, y, z, p, q). Denn setzt man diese Function für /' in

(27') ein, so wird diese Gleichung identisch erfüllt. Es seien W.^, W^, W^

drei von F und von einander unabhängige Lösungen von (27').

Da die Flächenelemente {x, y, z, p, q) einer Integralfläche der par-

tiellen Differentialgleichung (29), also auch ihre Flächenelemente längs

der Curve (28) die Gleichung F == erfüllen , so kommt für uns als

Lösung des Systems (27) von totalen Differentialgleichungen nur das

folgende Gleichungensystem in Betracht:

F(x, y, z, p, q) = 0,

(31) lW^{x,y,z,p,q) = c,, W^(x,y, z, p,q) = c^,

in dem c^, Cg, Cg willkürliche Constanten sind.

Aus diesen vier Gleichungen lassen sich mindestens zwei von p, q

freie Gleichungen ableiten:

\rl>^{x,y,z,c^,c^,c;} = 0,
(32)

\^^{x,y,z,c^,c^,c^) = Q.

Sie stellen Curven dar, unter denen diejenigen Curven enthalten sein

müssen, durch die eine continuierliche Schar von Integralflächen geht.

Da es solche Curven giebt, nämlich die im vorigen Paragraphen be-

trachteten Charalderistihen , so folgt zugleich, dass sich aus (31)

höchstens zwei von p, q freie Gleichungen ableiten lassen, denn wenn

zu (32) eine dritte Gleichung hinzuträte, so würden alle drei nicht

mehr Curven im Räume, sondern nur Punkte darstellen.
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Nach Satz 1 des vorigen Paragraphen (S. 500) hat nun die partielle

Differentialgleichung erster Ordnung F= gerade oo^ verschiedene

Charakteristiken. Daraus folgt, da die Schar der Curven (32) nur

von drei Parametern q, Cg, Cg abhängt, dass die Gleichungen (32)

gerade und nur die oo^ Charakteristiken darstellen. Zu jedem Wert-

system (q, Cg, Cg) der drei Parameter gehört dabei eine der oo^ Charak-

teristiken. Gehen wir zu den Gleichungen (31) zurück, die noch p
und q enthalten, so sehen wir, dass sie bei gegebenen constanten

Werten von c^, Cg, Cg gerade cx)* Flächenelemente definieren und zwar

diejenigen oo^ Flächenelemente (x, y, ^, p, q) der partiellen Differential-

gleichung jP = 0, die längs der bestimmt gewählten Charakteristik

(q, Cg, Cg) gelegen sind, d. h. die je eines der Linienelemente dieser

Charakteristik enthalten. Erteilen wir q, Cg, Cg alle möglichen con-

stanten Werte, so geben uns also die Gleichungen (31) insgesamt oo^

Scharen von je oo^ Flächenelementen, die längs der oo^ Charakteristiken

gelegen sind. Im ganzen sind dies alle oo* Flächenelemente, die durch

die Gleichung F= definiert sind.

Da die Gleichungen (31) durch Integration aus dem Systeme (27)

von vier simultanen totalen Differentialgleichungen hervorgegangen sind,

so folgt, dass die oo^ Charakteristiken oder — wenn man will — die

oo^ Scharen von je oo^ Flächenelementen der Gleichung F= längs

der oo^ Charakteristiken analytisch durch das totale System (27) unter

Hinzunahme der Gleichung F=0 selbst definiert werden. Wir sprechen

dies so aus:

Satz 4: Liegt die nicht lineare partielle Differentialgleichung wnifigin. der
Charakte-

X, y, Z vor: rlstiken.

F{x, y, z, p, q) = 0,

so tverden ihre cx)^ Charakteristiken durch das System von vier simultanen

gewöhnlichen Differentialgleichungen

:

dx dy dz dp dq
W ~ F' ~ F„p-\- Fa ~ — F^— F^p ~ — F, — Fo

definiert, von dem F selbst ein Integral ist. Sind W^, W^, W^ drei von

F und von einander unaJbhättgige Integrale dieses Systems, so ergehen

sich die endlichen Gleichungen der Charakteristiken durch Elimination

von p und q aus den vier Gleichungen

F=0, W^ = Const., W^ = Const., ^g = Const.

Wir wollen insbesondere die Charakteristiken betrachten, die durch

einen Punkt allgemeiner Lage (x, y, z) hindurchgehen. Es sind dies

gerade oo^ Charakteristiken. Sie bestimmen im Punkte {x, y, z) den
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^^^^l'^l^'' Elementarkegel der Charakteristiken, von dem im vorigen Paragraphen

(S. 500) die Rede war. Will man den Kegel analytisch darstellen,

so hat man zu beachten, dass nach (27) die Fortschreitungsrichtung

(dx : dy : dz) längs einer Charakteristik durch die Gleichungen

dx dy dz
(33)

^P ^1 F^P+F,q

bestimmt wird, in denen x, y, z, p, q an die Bedingung

(29) F(x,y,z,p,q) =
gebunden sind. Die Gleichung des Kegels:

(34) Sl (x, y, z\ dx, dy, dz) =
geht daher durch Elimination von p und q aus den drei Gleichungen

(33) und (29) hervor.

Zugehörige Zufflcich ist die so hervorgehende Gleichung (34) die Monge'sche
Monge'sche ° » & V / ^

ßi- Gleichung, zu deren Integralcurven die Charakteristiken gehören, d. h.

nach den Entwickelungen des vorigen Paragraphen (S. 501) die zur

partiellen Differentialgleichung F = gehörige Monge'sche Gleichung.

Denn wir haben ja im vorigen Paragraphen erkannt, dass der Elementar-

kegel, der von den Charakteristiken durch einen gegebenen Punkt

{x, y, z) in diesem Punkte gebildet wird, mit dem Elementarkegel

identisch ist, der im Punkte (x, y, z) von denjenigen oo^ Plächen-

elementen umhüllt wird, die dem Punkte vermöge der partiellen Diffe-

rentialgleichung F= zugeordnet werden. Dies können wir hier von

Neuem nachweisen: Will man die Richtung {dx : dy : dz) einer Mantel-

linie des letzteren Kegels bestimmen, so hat man im Punkte (x, y, z)

die Schnittlinie der Ebenen zweier solcher unmittelbar benachbarter

Flächenelemente (x, y, z, p, q) und (x, y,z, p-\- dp, q -f- dq) zu suchen,

die der Gleichung (29) genügen, für die also ausser (29) noch

(35) Fpdp-\-F,dq^O

ist. Die Ebene des ersteren Elementes hat in den laufenden Coordi-

naten g, \), 5 die Gleichung

ls
— z-p{i — x)--q{t^ — y) = 0,

sodass für die Schnittlinie ausser dieser noch die Gleichung

dp(s — ^) + ^Q.(^ — ?/) = ö

oder also nach (35) noch die Gleichung

Fi(x - x) - FpO) - «/) =
besteht. Die Richtung (dx : dy : dz) der Schnittlinie wird somit aus

den beiden Gleichungen:

dz — pdx — q dy = 0, Fg dx — Fp dy ==
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gewonnen. Es kommt:

dx dy dz

Alle Mantellinien des Kegels erhält man also durch Elimination von

p und q aus diesen beiden Gleichungen und aus F= 0. So kommt

man aber genau wieder zur Gleichung

(34) iß(a;, y, z\ dx, dy, dz) = 0.

Hiermit ist das frühere Ergebnis von Neuem bewiesen. Wir fassen

dies zusammen in dem

Satz 5: Liegt eine nicht lineare partielle Differentialgleichung

F{x, y, z, p,q) =
im Baume (x, y, z) vor, so bestimmt sie oc^ Flächenelemente. De)'

ElementarJcegel , der von den oo^ Elementen umhüllt wird, die durch einen

allgemein gewählten PunTct (x,y,z) gehen, ist identisch mit dem Elementar-

icegel, der von den oc^ Charakteristiken durch diesen Punkt bestimmt wird.

Die Gleichung dieses Kegels geht durch Elimination von p und q aus

den drei Gleichungen

jp /^ dx dy dz
^> F F ~ F p -\- F qP 9 P^ ~ 9^

hervor. Sie ist zugleich die Monge'sche Gleichung

^(x, y, z\ dx, dy, dz) = 0,

deren Elementarkegel mit den Elementarkegeln der partiellen Differential-

gleichung identisch sind und zu deren Integralcurven die Charakteristiken

gehören.

In § 1 des 7. Kap. haben wir — in Satz 3, S. 260 — erkannt,

wie man aus einer vorgelegten Monge'schen Gleichung ü= diejenige

partielle Differentialgleichung jP = ableitet, deren Integi-alflächen

die Elementarkegel berühren, die ihren Punkten durch .ß = zu-

geordnet werden. Hier haben wir den umgekehrten Weg eingeschlagen.

(Vgl. hiermit die Note .auf S. 262.)

Kennt man die oo^ Charakteristiken (32) der partiellen Differential- Constr. der

gleichung, so kann man ohne weiteres die durch eine beliebig gegebene ^""'» ««»•

Curve c gehende Integralfläche construieren. Zu diesem Zweck betrachtet

mau in jedem Punkte der Curve c diejenigen Flächenelemente, die

durch die Differentialgleichung F = daselbst bestimmt werden.
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Sie umhüllen in jedem Punkte p von c einen Elementarkegel. (Siehe

Fig. 90.) Alsdann legt man durch die Tangente in p eine Tangential-

ebene e an den Kegel. Das Flächenelement (jo, e), dessen Punkt der

Punkt p und dessen Ebene die Tangentialebene e ist, gehört dann zu

den oo* Flächenelementen, die durch F == bestimmt werden. So

verfahren wir in jedem Punkte p von c.

Eine Integralfläche von F = ent-

hält nun nur solche Flächenelemente,

die zu den oo* durch F=0 gegebenen

Elementen gehören. Soll die Fläche

durch c gehen, so muss sie daher längs

c gerade die soeben construierten oo^

Flächenelemente (p, e) enthalten. Ferner

wissen wir, dass die Integralfläche c»^

Charakteristiken enthält, nach § 3, S. 500.

Die durch p gehende Charakteristik y

der Fläche muss dort das in p con-

struierte Flächenelement (jp,e) berühren.

Sie ist demnach diejenige unter den oo^ durch p gehenden Charakte-

ristiken, die den Elementarkegel längs der Mantellinie berührt, die die

Ebene e mit dem Kegel gemein hat. So können wir in jedem Punkt

2) von c die betreffende Charakteristik y construieren. Die von diesen

oo^ Charakteristiken gebildete Fläche muss • alsdann die Integralfläche

sein, auf der die Curve c liegt.

Im allgemeinen wird man im Punkte p mehr als eine Tangential-

ebene e an die Curve c und den Elementarkegel des Punktes p legen

können, sodass die Construction , die wir soeben ausführten, eine discrete

Anzahl von Integralflächen durch c liefert.

Fig. 90.

Beispiele.

Es wird nicht überflüssig sein, nochmals darauf hinzuweisen, dass

diese Betrachtungen wesentlich auf der vorausgesetzten Existenz einer

vollständigen Lösung der partiellen Differentialgleichungen beruhen. Den

Existenzbeweis für die vollständige Lösung bringen wir, wie wieder-

holt bemerkt wurde, im nächsten Kapitel.

Wir erläutern die vorgetragenen Theorien schliesslich wieder durch

einige Beispiele.

1. Beispiel: Es liege die schon häufig besprochene partielle Diffe-

rentialgleichung

oder
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vor. Hier lautet das System (27):

dx dy dz dp dq

Y~~ ~q ~~ p' + <i''~~ö~~T'

Offenbar sind

p, Q, \f-\-f)^—vz, {p^-\-<f)y — az

vier von einander unabhängige Integrale. Wegen F == können wir

daher setzen:

p = ^cosCi, g = -sin^,,

Elimination von p, q aus diesen vier Gleichungen liefert die beiden

Gleichungen für die Charakteristiken:

X — X cos c^ ' = x^Cg
, y — x sin q • = x^Cg

,

die <x>^ Geraden darstellen, nämlich die Geraden, die mit der (ccy)-

Ebene den Winkel y bilden, dessen Tangente gleich — ist. (Vgl. § 1

des 7. Kap., S. 265.) Will man die zugehörige Monge'sche Gleichung

bestimmen , so hat man aus JP= und aus

dx dy dz

p und q zu eliminieren. Es kommt:

also die Monge'sche Gleichung, von der wir auf S. 262 ausgingen.

2. Beispiel: Liegt die partielle Differentialgleichung

F=z\l -\-p^-\-q^) — l=0
vor, so lautet das System von simultanen totalen Differentialgleichungen

dx dy dz dp dq
^^7q^ z{p'-{-q') = -p{l + p'+q') ~ - q{l + p'+ q')

'

Es sind F, x -\- zp, y -}- zq, — vier von einander unabhängige

Integrale. Ausser F=0 setzen wir daher noch:

x-\-zp=^Cj^, y-\-zq = c.,, 1 = ^3

und erhalten durch Elimination von p und q:

X — Ci — Cs{y — c^) = Q.

Lie, Geometrie der Berührungstrangformationeii I. S3 [13.11. 1896.]
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Diese beiden Grleichungen stellen die oo*'' Kreise vom Radius Eins dar,

deren Mittelpunkte in der (ic^)- Ebene liegen und deren Ebenen auf

der (ici/)-Ebene senkrecht stehen. Dass diese Kreise die Charakteristiken

sind, steht in Einklang mit §3, S. 504. Aus den Gleichungen F=0
und

dx dy dz

P 2 P^ ~\~ 9*

ergiebt sich in diesem Beispiel als die zugehörige Monge'sche Gleichung

durch Elimination von p und q die folgende:

(^2 — 1) (dx^ -f dy-') + z^dz^ = 0.

§ 5. Ältere Untersuchungen über partielle Differentialgleichungen

erster Ordnung.

Wir wollen versuchen, unsere Auffassung der geschichtlichen Entwickelung,

welche die Theorie der partiellen Difi'erentialgleichungen erster Oi'dnung in drei

Veränderlichen bietet, in Kürze darzulegen.

Naturgemäss traten von den Differentialgleichungen zuerst die gewöhnlichen

Kuler. in der mathematischen Litteratur auf. Alsdann führte Euler totale Differential-

gleichungen, welche die Integrabilitätsbedingungen erfüllen, auf gewöhnliche

Differentialgleichungen zuräck. Von ihm rühren femer die ersten Untersuchungen

über Systeme von sihiultanen gewöhnlichen Differentialgleichungen sowie der all-

gemeine Begriff: Integrabilitätsfactor her.

Die ersten Untersuchungen über partielle Differentialgleichungen erster und
höherer Ordnung mit zwei unabhängigen Veränderlichen wurden von Euler und

d'Aiembert. d'Alembert angestellt. Uns interessieren hier aber nur die partiellen Differential-

gleichungen erster Ordnung. Euler integrierte eine grosse Anzahl derartiger

Gleichungen, unter denen wir hier als Beispiele die folgenden erwähnen*):

q = tp{x,y)p + 'i\,{x,y), q = V iV , P) '»^ + fl> iV > P)

,

y = ^{p, 1) •« + ^{p, g), fip, «) = -^(2, y)i

q = cpix,y)p -\r tpiy, z), q = ap''x^y^z\

Obgleich Euler viele partielle Differentialgleichungen erster (und höherer) Ord-

nung integrierte, fehlte ihm doch eine allgemeine Integrationstheorie. Wie man
sieht, untersuchte er sowohl lineare als auch nicht lineare partielle Differential-

gleichungen.

Lineare Zunächst wollen wir uns nun mit der geschichtlichen Entwickelung der

\,&xt.T)ingia..iinearen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung beschäftigen.

Der Zusammenhang zwischen dem System von zwei simultanen gewöhnlichen

Differentialgleichungen erster Ordnung

dx dy dz

*) Anstelle der einzelnen Abhandlungen von Euler aus früheren Jahren
nennen wir das Werk: Euler, Institutiones calciili integralis, 3. Bd. Petersburg
1770 (2. Aufl. Petersburg 1793).
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und der linearen homogenen partiellen Differentialgleichung mit drei unabhängigen
Veränderlichen

ex cy cz

wurde, wenn wir nicht irren, schon von Euler erkannt. Dagegen rührt die all-

gemeine Theorie der linearen partiellen Differentialgleichungen und die Theorie

der Systeme von simultanen gewöhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung
von Lagrange her.

Lagrange betrachtete 1779*) die allgemeine lineare, aber nicht homogene i^agrange.

partielle Differentialgleichung erster Ordnung in n unabhängigen Veränderlichen

1 H '

(36) X^{x^ ...a'„,^r)^+ 1- X„(a:j • • • x^, ^)^ = ^(^' ^i ' ' '

^n)

und führte ihre Integi*ation zurück auf die Integration des Systems von simultanen

gewöhnlichen Differentialgleichungen

:

dx^_ _dx^_dz^
^^^'

X^ ~ ~ x„~ z

Er führte aber 1785 auch **) die Integration dieses Systems auf die Integration

der linearen homogenen Gleichung:

zurück. Setzen wir insbesondere voraus , dass hierin Z =E und X^ , X^ . . . X^ frei

von z seien, so werden die Gleichungen (38) und (36), abgesehen von der Be-

zeichnung der unbekannten Function, mit einander identisch.

Die völlige Äquivalenz des Integrationsproblems eines Systems (37) von simul-

tanen gewöhnlichen Differentialgleichungen mit dem Integrationsproblem der linearen

homogenen Gleichung (38) ist somit als Specialfall in Lagrange's allgemeiner

Theorie enthalten. Es erscheint uns daher unerfindlich, was Jacobi wesentlich

Neues in dieser Hinsicht sollte geleistet haben, wenn sich auch Jacobi nach

anderer Richtung hin die grössten Verdienste um die Theorie der partiellen

Differentialgleichungen erster Ordnung in beliebig vielen Veränderlichen erworben

hat; wir erinnern insbesondere an die Multiplicatortheorie , die Theorie der

Functionaldeterminanten und die Jacobi'sche Identität.

Bei unserer Darstellung von Lagrange's Theorie der linearen partiellen

Differentialgleichungen in § 1 dieses Kap. haben wir die unabhängigen Veränder-

lichen Xy, x^ . . . x^ als Punktcoordinaten in einem Räume von n Dimensionen Deutg. im

gedeutet, sodass alsdann das System von n — 1 simultanen gewöhnlichen Ra™p ^»n

Differentialgleichungen

dxy dx^ <^^«_ _ ^ = . . . =(39)

jedem Punkte {x^ . . . x^ eine Fortschreitungsrichtung , also ein Linienelement

{Xy, . . . x^, dx^ : • ••
: dxj zuordnet. Die somit bestimmten ex»" Linienelemente

*) Lagrange, Su/r differentes questions d'andlyse relatives ä la theorie des

integrales particulieres. Nouv. Mäm. de l'Acad. de Berlin, 1779. Siehe auch Oeuvres,

4. Bd., S. 585. (Insbes. S. 624.)
**) Lagrange, Methode generale pow integrer les equations aux differences

partielles du premier ordre, lorsque ces differences ne sont qtte lineaires. Nouv.
Mem. de l'Acad. de Berlin, 1785. Siehe auch Oeuvres, 5. Bd., S. 543.

33*
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im w - dimensionalen Räume lassen sich in oo"~"^ Curven von je oo' Elementen

zusammenfassen, und diese Curven sind die Integralcurven. Es braucht kaum
bemerkt zu werden, dass bei Lagrange diese geometrische Deutung nicht vor-

kommt. Wie nützlich sie aber ist, möge an folgendem Beispiel erläutert werden:
Anwendg. Jacobi behandelte 1827*) unter anderem die Frage, bei vorgelegtem System

Peutg" ('^ö) ein solches System von r (<^ n) Gleichungen in x^^ . . . x^ aufzustellen, das

die Gleichungen (39) erfüllt. Diese Frage lässt sich nun in der Sprache der

Mannigfaltigkeitslehre im Räume (x^ . . . x^) so formulieren: Es sollen alle

diejenigen {n — r)-dimensionalen Punkt -Mannigfaltigkeiten bestimmt werden, die

in jedem Punkte das Linienelement enthalten, das dem Punkte durch das System

(39) zugeordnet wird. Fassen wir eine solche (w — r)-fach ausgedehnte Mannig-

faltigkeit als einen Raum auf, so erkennen wir, dass sich die den oo""'" Punkten

dieses Raumes verinöge (39) zugeordneten Linienelemente zu oo"~''~^ Curven

zusammenfassen lassen, und diese Curven gehören im Räume {x^ . . . xj mit zu

den oo"^^ Integralcurven des Systems (39). Die gesuchten Mannigfaltigkeiten

werden daher von oo''~~'^~^ Integralcurven des Systems (39) erzeugt. Sind

Uj^ = Const., • • • u^__i = Const.

die Gleichungen der oo""^ Integralcurven von (39), so wird also die fragliche

Mannigfaltigkeit dargestellt durch r Gleichungen von der Form:

(40) /•i(«i
• • • «„_i) = 0, . .

. f^iu, .
.

. «„_,) = 0.

Umgekehrt leuchtet ein, dass r von einander unabhängige Gleichungen von dieser

Form stets eine der Mannigfaltigkeiten darstellen, die oü"~'^~^ Integralcurven

des Systems (39) enthalten. Die Frage von Jacobi führt daher auf die Glei-

chungen (40). Zu demselben Ergebnis kommt Jacobi durch ein analytisches

Verfahren, das, so elegant es auch sein mag, doch weniger durchsichtig ist als

die soeben angestellte begriffliche Überlegung.

Wir kommen auf die Benutzung begrifilicher Betrachtungen in höheren

Räumen für die Theorie der Differentialgleichungen nachher ausführlicher zurück.

Das soeben entwickelte, von Jacobi herrührende Ergebnis steht, wie wir

hier nebenbei bemerken, in genauem Zusammenhang mit einem Satze der Lie-
sehen Gruppentheorie, ohne sich aber damit völlig zu decken. Dieser Satz sagt

aus, dass alle Mannigfaltigkeiten, die bei allen Transformationen einer ein-

gliedrigen Gruppe mit der infinitesimalen Transformation

TT ^f
\ Y ^f

I t V ^f
^^ ä^ + ^* ä^ + + ^» ^^„

invariant bleiben, von Bahneurven erzeugt werden, wenn nicht alle ihre Punkte
in Ruhe bleiben. (Vgl. § 3 des 4. Kap., S. 108 , 109.)

AUg. pari. Wir wenden uns jetzt zur Skizzierung der geschichtlichen Entwickelung,

j
° soweit sie sich auf nicht lineare partielle Differentialgleichungen erster Ordnung be-

zieht. Die allgemeine Theorie dieser Differentialgleichungen rührt von Lagrange
Lagrange, her, ZU dcssen schönsten Leistungen sie gehört. In seiner ersten Arbeit hierüber

*) Jacobi, Über die Integration der partiellen Differentialgleichungen erster

Ordnwng. Grelles Journal 2. Bd. (1827), S. 317, insbes. S. 321. Siehe auch:

Dilucidationes de aequationum differentialium vulgarium systematis earumque con-

nexione cum aequationibus differentialibus partialibus linearibus primi ordinis.

Grelles Journal 23. Bd. (1842), S. 1. Gesammelte Werke, 4. Bd. S. 1 und 148.
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aus dem Jahre 1772 *) betrachtete er eine allgemeine partielle Differentialgleichung

erster Ordnung mit zwei unabhängigen Veränderlichen x, y und einer abhängigen

Veränderlichen z. Er dachte sich durch die partielle Differentialgleichung die

Grösse q bestimmt als Function von x, y, z, p:

(41) 2 - Q{x, y,z,p) = o

und suchte p derart als Function P von x, y, z zu bestimmen, dass die beiden

Gleichungen

a — Qi^, y, 2, p) = 0, p — Pix, y,z)=^o

oo' gemeinsame Integralflächen haben, oder, wie er es analytisch aussprach,

dass der Ausdruck
dz — pdx — c[dy

nach Multiplication mit einem geeigneten Factor M{x, y, z) ein vollständiges

Differential dN wird. Zunächst muss

dN ,. dN __ dN -_

sein, woraus die Integrabilitätsbedingungen

cM _ cMp BM _ 8Mq cMp _dMq
dx dz ^ dy dz '' dy dx

hervorgehen. Setzt man in die letzte dieser drei Gleichungen die Werte von

-y:— und -;r— aus den beiden ersten ein, so kommt:
dx dy .,

'

(42) |^-|^-^|l + 2|^ = o.
dy dx dz ^ d

z

Hierin ist q die gegebene Function Q von x, y, z, p, sodass die Gleichung aus-

führlich geschrieben so lautet:

(42') - «, ll + || + <« - ''«P U - fc - ^«. - »•

Lagrange zeigte, dass, sobald eine solche Lösung p =P dieser linearen partiellen

Differentialgleichung erster Ordnung gefunden ist, die eine willkürliche Con-

stante a enthält, durch Litegration der beiden Gleichungen

a— Qix^ y, z,p) =^0, p — P{x, y, z, tt) = 0,

die ia „^ und ^ als Functionen von x, y. z ergeben, eine Schar von cx)*
dx dy 7 ^

.

o
7

Litegralflächen der vorgelegten partiellen Differentialgleichung erster Ordnung

(41) gefunden wird. Alsdann zeigte er, wie man durch Variation der Constanten,

also dadurch, dass man die Constant« « durch eine passende Function ersetzt,

aus der so erhaltenen vollständigen Lösung eine allgemeine Lösung der partiellen voUst. u.

Differentialgleichung (41) ableiten kann. aiig- Lösg.

Hiermit hatte also Lagrange das Integrationsproblem der partiellen Diffe-
"^

rentialgleichungen erster Ordnung auf das Integrationsproblem der linearen par-

tiellen Differentialgleichung (42') zurückgeführt. Verbindet man dies Ergebnis

mit seiner oben erwähnten Reduction der linearen partiellen Differentialgleichungen Eeduction
auf Systeme von simultanen gewöhnlichen Differentialgleichungen, so erkennt man, »"f ge^-

dass Lagrange zu dem Ergebnis gelangt war, beliebige partielle Differential- '
^^'

*) Lagrange, Sur l'integration des equations ä differences partielles du
Premier ordre, Möm. de l'Acad. de Berlin, 1772. Siehe auch Oeuvres, 3. Bd.,

S. 549.
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gleichumgen erster Ordnung in x, y, z auf Systeme von simultanen gewöhnlichen

Differentialgleichungen zurückzuführen. Wenn sich auch bei Lagrange diese

letztere Schlussfolgerung in seinen Arbeiten nicht ausdrücklich findet, so geht

sie doch aus seinen Theorien aus den Jahren 1772 bis 1785 unmittelbar

hervor *).

Dem steht nun gegenüber, dass Lagrange selbst in seiner früher erwähnten

Abhandlung aus dem Jahre 1785 an einer Stelle**), an der er sich mit Trajectoiien

einer Flächenschar beschäftigte, wobei er auf eine partielle Differentialgleichung

erster Ordnung geführt wurde, die Bemerkung machte, dass es unmöglich wäre,

diese Differentialgleichung durch eine der bis dahin bekannten Methoden zu

Charpit. integrieren. Femer behauptete Lacroix 1798***), dass Charpit im Jahre 1784

in einer bei der Pariser Academie eingereichten Abhandlung, die aber nicht ge-

druckt wurde, die Reduction der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung
auf gewöhnliche Differentialgleichungen geleistet habe, und gab 1814 ein Referat

über diese Abhandlung. Schon Jacobif) fand diese Behauptung von Lacroix
auffallend und sprach den Wunsch aus, dass die Arbeit Charpit's veröffentlicht

werden möchte. Dieser Aufforderung ist aber nie Folge geleistet worden. Es ist

also unmöglich, die Richtigkeit der Behauptung Lacroix' zu bestätigen. Selbst

wenn sie in Ordnung ist, erscheint uns das Verdienst Charpit's gegenüber den

oben auseinandergesetzten Ergebnissen Lagrange's verschwindend. Wir glauben,

dass die vorhin erwähnte allerdings auffallende Bemerkung von Lagrange selbst

darin ihre Erklärung findet, dass Lagrange bei der Besprechung jenes Beispiels

momentan an seine eigene allgemeine Theorie nicht gedacht hat.

Wir müssen noch erwähnen, dass Lagrange seine Theorie der vollständigen

Lösungen sofort auch auf den Fall beliebig vieler Veränderlicher ausgedehnt hat.

Monge. Lagrange benutzte die Sprache der Analysis, während Monge ff) die von

Lagrange gegebene Ableitung der allgemeinen Lösung aus einer vollständigen

Lösung in der Sprache der Geometrie als eine Umhüllungstheorie darstellte. Auch

^^riBtä**'
führte Monge den Begriff: CharaUeristik ein.

Elementar- Der Begiiff: Elementarkegel kommt bei Lagrange und Monge wohl vor,

^^s^^- aber nur ganz gelegentlich. Insbesondere wird er nicht als Ausgangsbegriff benutzt

und als solcher systematisch verwendet. Dies geschah vielmehr erst 1857 durch

Bonnet. Bonnetftt), dessen Arbeiten nicht hinlängliche Beachtung gefunden zu haben
scheinen. In bezug auf den Elementarkegel hatte Lie 1872 *t) die Bemerkung

*) Wir benutzen diese Gelegenheit, um eine frühere Fussnote, die auf

S. 265, zu berichtigen. In der That hat Lagrange die allgemeine Differential-

gleichung von der Form
Fip, q, z— xp— yq)^0

schon 1774 integriert. (Vgl. Oeuvres 4. Bd., S. 634.) Später, in seinen Legons
sur le calcul des fonctions analytiques (Oeuvres 10. Bd., S. 348) citiert er selbst

Monge in bezug auf die Erzeugung und analytische Darstellung der Integral-

flächen.
**) Lagrange, a. a. 0. S. 560.
***) Lacroix, Traite du calcul differentiel et du calcul integral. 2. Bd.

Paris 1798, S. 496. Zweite Aufl. Paris 1814, S. 548.

f) Jacobi, Dilucidationes etc. in d. Gesamm. Werken 4. Bd., S. 151.

tt) Statt der einzelnen Abhandlungen von Monge, die fast gleichzeitig mit
den Arbeiten von Lagrange erschienen, nennen wir das Werk: Monge, Appli-

cation de l'analyse ä la geometrie. Fünfte Auflage Paris 1850, hier insbes. S. 421;

ttt) Bonnet, Sur tm theoreme de Jacobi relatif ä l'integration des equations

aux differences partielles du premier ordre, Comptes Rendus 45. Bd., 1857, S. 581.

*t) Lie, Über Coniplexe, insbesondere Linien- und Kugelcomplexe , mit An-
wendung auf die Theorie partieller Differentialgleichungen. Math. Ann. 5. Bd.

(1872), S, 152.
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gemacht: „Eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung in x, y, z ist

nach Monge mit dem Problem äquivalent, die allgemeine Fläche zu finden, die

in allen ihren Punkten einen dem betreffenden Punkte nach einem beliebigen

Gesetze zugeordneten Kegel berührt." Diese starke Hervorhebung von Monge
veranlasste 1877 eine Reclamation durch P. duBois-Reymond, der in den Jahren

1 864 und 1865 Untersuchungen über partielle Differentialgleichungen erster Ordnung
veröffentlicht hatte *).

Indem wir von dieser Reclamation einen Teil, dessen Hinfälligkeit nach
unserer Ansicht auf der Hand liegt, übergehen, geben wir die folgenden Be-

merkungen du Bois-Reymond's wieder: „Mir ist allerdings ebenfalls bei

Monge und auch bei Lagrange eine Stelle aufgestossen, wo diese Autoren

bemerken, dass der Gleichung F{x, y, z, p, q) = ein gewisser Kegel entspricht,

was übrigens auch nahe liegt. Es folgt aber bei den genannten Autoren auf

diese Bemerkimg ein Weiteres nicht, und insbesondere Monge macht von ihi-

keinen Gebrauch in seiner Theorie der Charakteristiken"**). Aber, wie oben
gesagt wurde, hat Bonnet sieben Jahre früher als duBois-Reymond den
Begriff": Elementarkegel als Grunjjlage der Theorie der partieDen Differential-

gleichungen erster Ordnung eingeführt.

Selbstverständlich berücksichtigten wir in dieser kurzen geschichtlichen Über-

sicht nur die wichtigeren Arbeiten über die Theorie der partiellen Differential-

gleichungen erster Ordnung. Absichtlich haben wir hierbei die Arbeiten von
Cauchy, die von hervorragender Bedeutung sind, bei Seite gelassen. Wir Canchy.

werden diese Arbeiten im nächsten Kapitel zu besprechen passende Gelegenheit

haben.

Bei unserer Darstellung der Theorie der linearen partiellen Differential-

gleichungen (vgl. § 1 sowie S. 516) benutzten wir schon den Begi-iff : Baum von Kaum von
n Dimensionen sowie die damit in Zusammenhang stehenden Mannigfaltigkeits- « Dimens.

begriffe. Es erscheint uns hier angebracht, zu unseren geschichtlichen Be-
merkungen über den Raum von n Dimensionen in § 2 des 7. Kap., S. 274, 275,
noch einige Zusätze zu machen.

Wie wir schon damals sagten, sind wir der Ansicht, dass zuerst Grass-Grassmann.
mann (1844) den Begriff: n-dimensionaler Raum explicite eingeführt und ent-

wickelt hat. Wir betonen dies hier nochmals, weil wir sehen, dass Forsyth in

seiner kürzlich erschienenen inhaltreichen Biographie***) von Cayley diesen so Cayiey.

hervorragenden Mathematiker als den Begi-ünder der Theorie des n-dimensionalen
Raumes bezeichnet. Forsyth stützt diese Ansicht in erster Linie auf eine Ab-
handlung von Cayley, die im Jahre 1845 erschien und den Titel hat: „Chapter,<t

in the analytical geometry of (n) dimensions^'' \). In dieser Arbeit, die wir firüher

nicht berücksichtigt hatten, weil sie uns damals unbekannt war, giebt Cayley
einige analytisclie Entwickelungen für n Veränderliche, die für n = 3 bekannte
Sätze über Flächen zweiten Grades liefern. Wenn wir auch nur im Titel und
in der Schlussbemerkung dieser Arbeit den Begriff: n-dimensionaler Raum aus-

drücklich finden, so erkennen wir doch gern an, dass Cayley unabhängig von

*) P. duBois-Reymond, Beiträge zur Interpretation der partiellen Diffe-
rentialgleichungen mit drei Variabein. Erstes (einziges) Heft, Leipzig 1864. Femer:
Hauptlehrsätze der Theorie der partiellen Differentialgleichtmgen erster Ordnung
mit drei Veränderlichen, Crelle's Journal 64. Bd. (1865), S. 271.

**) P. du Bois-Reymond, Note über die Integration totaler Differential-
gleichungen, Math. Ann. 12. Bd. (1877), S. 130.

***) In Bd. 7 der Collected inathematical papers of Cayley, Cambridge 1895,
S. XXXIH.

t) Cambridge Math. Joum. 4. Bd. (1845), S. 119. Siehe auch Collected
Papers, 1. Bd. S. 55.
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Grassmann die Idee eines «-dimensionalen Raumes angeregt hat. Da diese

Arbeit jedoch später als Grassmann's Ausdehnungslehre datiert, so müssen wir

die Pxdorität Grassmann's aufrecht erhalten.

Caucby. Im Jahre 1847 betonte Cauchy in einer kurzen Note*), dass der Begriff:

«-dimensionaler Raum bei vielen analytischen Untersuchungen, namentlich in

der Zahlentheorie, förderlich sei.

Biemann. In Riemann's berühmter Rede ,^äher die Hypothesen, welche der Geometrie

zu Grunde liegen''''**) ist der w-dimensionale Raum das Fundament der Betrachtungen.

Wir führen aus dieser leider unklar abgefassten Rede eine bemerkenswerte Stelle

aus dem ersten Paragraphen an, dessen Überschrift ist: „Begriff einer w-fach

ausgedehnten Grösse". Diese Stelle lautet so: „Die Untersuchungen . . . bilden

einen allgemeinen von Massbestimmungen unabhängigen Teil der Grössenlehre,

wo die Grössen nicht als unabhängig von der Lage existierend und nicht als

durch eine Einheit ausdrückbar, sondern als Gebiete in einer Mannigfaltigkeit

betrachtet werden. Solche Untersuchungen sind für mehrere Teile der Mathe-

matik , namentlich für die Behandlung der mehrwertigen analytischen Functionen

ein Bedürfnis geworden, und der Mangel dei^elben ist wohl eine Hauptursache,

dass der berühmte Abel' sehe Satz und die Leistungen von Lagrange, Pfäff
und Jacobi für die allgemeine Theorie der Differentialgleichungen so lange un-

fruchtbar geblieben sind."

Wir glauben diese Stelle, insofern sie sich auf Differentialgleichungen be-

zieht, dahin deuten zu sollen, dass Riemann geahnt hat, dass die Einführung

des Begriffes: w - dimensionaler Raum in die Theorie der Differentialgleichungen

diese Lehre fördern würde. Doch giebt Riemann keine Anwendungen hiervon.

Die allerdings leicht zu übersehenden Andeutungen Cauchy 's und Rie-
mann's blieben, wie es scheint, unbeachtet. Lipschitz und Christoffel,

die Riemann's nur skizzierte Untersuchungen über die Grundlagen der Geometrie

teilweise reconstruierten , haben in ihren Arbeiten aus den Jahren 1869— 72

Mannigfaltigkeitsbetrachtungen für die Theorie der partiellen Differentialglei-

chungen als Forschungsmittel nicht angewandt.

Grassmann beschäftigte sich in seiner zweiten Ausdehnungslehre ***) aus

dem Jahre 1862 zum Schlüsse auch mit der Theorie der Differentialgleichungen.

Diese Untersuchungen, die zum ersten Mal die richtigen Kriterien für die Redu-

cibilität eines gegebenen Pfaff'schen Ausdruckes auf eine gegebene Normalform
lieferten, haben aber, obgleich Grassmann sonst den w-dimensionalen Raum
einführte und auch weitgehend verwertete, einen rein analytischen Charakter,

Ebensowenig hat Plücker, dessen wichtige Beiträge zur Theorie des w-dimen-
sionalen Raumes wir schon so oft hervorgehoben haben, Mannigfaltigkeits-

betrachtungen auf die Theorie der Differentialgleichungen angewandt.

Verwertg. Wir glauben daher im Rechte zu sein, wenn wir behaupten, dass Lie zuerst

''lehre'für ^^'^ Begriffe der Mannigfaltigkeitslehre für die Theorie der partiellen Differential-

Diffgin. gleichungen verwertet hat. Schon in seinen ersten Arbeiten aus den Jahren

1870 und 1871 wurde die Plücker'sche Liniengeometrie systematisch für die Lehre

von den Differentialgleichungen nutzbar gemacht, ebenso die von ihm geschaffene

Kugelgeometrie. Dabei ergab es sich, dass es zweckmässig ist, bei Untersuchungen

über partielle Differentialgleichungen erster Ordnung in x, y, z nicht den Punkt

*) Cauchy, Memoire sur les lieux analytiques. Comptes Rendus 24. Bd.

(1847), S. 885.
**) Gehalten 1854, zuerst gedruckt im 13. Bd. der Abh. d. Ges. d. Wies, zu

Göttingen. Siehe auch Gesammelte Werke, 2. Aufl., S. 272, insbes. S. 274.
***) Grassmann, Die Ausdehnungslehre, vollständig und in strenger Form

bearbeitet. Berlin, 1862.
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(x, 2/, z), sondern das ilächenelement «(a;, j/, z, p, q) bez. das Linienelement

(x, y, z, dx : dy : dz) als das grundlegende Element zu benutzen. In dieser

Weise entstand die Geometrie der Flächenelemente und die Geometrie der Linien-

elemente. Besonders zweckmässig zeigte sich dieser Standpunkt in der Theorie

der Berührungstransformationen. In den Lie' sehen Arbeiten aus dem Jahre 1871 *)

werden merkwürdige, wenn auch bis jetzt wenig beachtete metrische Unter-

suchungen im w-dimensionalen Raum angestellt, und dabei,werden die Mannig-

faltigkeitsbegriffe gelegentlich für die Theorie der Differentialgleichungen ver-

wertet. Im Jahre 1872 erschienen seine ersten Untersuchungen über die allgemeine

Theorie der partiellen Differentialgleichungen sowie Andeutungen hinsichtlich der

partiellen Differentialgleichungen höherer Ordnung. In allen diesen Untersuchungen

aber bildet die MannigfaltigJcettslehre die Grundlage , ebenso in Lie's ausgedehnten

Untersuchungen über Transformationsgruppen und Differentialinvarianten.

Kapitel 12.

Die Theorie der partiellen Differentialgleicliüngen als Teil der Geometrie

der Flächenelemente.

Im vorigen Kapitel gaben wir die Lagrange'sche Theorie der

partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung in ihren Hauptzügen

wieder. Dabei legten wir Monge 's geometriscJie und zugleich begriffliche

Deutung zu Grunde. Ausserdem benutzten wir consequent den Begriff:

Flächenelement, aber, wie wir hervorhoben, nur zu rein formellen

Zwecken, nämlich zur Erleichterung des sprachlichen Ausdruckes.

Jetzt wollen wir einen weiteren Schritt von principieller Bedeutung

thun: Wir wollen die Integrationstheorie der partiellen Differential-

gleichungen erster Ordnung von einem neuen und allgemeineren Stand-

punkt aus auffassen, sie nämlich als einen Teil der Geometrie der Flächen-

elemente darstellen. Hierdurch gelangen wir zu einem Integrationsproblem,

in dem das alte Problem als ein specieller, allerdings besonders wichtiger

Teil enthalten ist.

Dabei führen wir — wie früher analog in der Ebene — den Begriff:

Elementverein für besondere Scharen von Flächenelementen ein. Dieser

Begriff umfasst die Begriffe: Fläche, Curve und Punkt, aber auch

noch die Begriffe: Elementstreifen und Elementarkegel als Special-

fälle. In der Geometrie der Flächenelemente ist, wie wir schon öfters

hervorhoben, eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung

F{x, y, z, p,q) =
als Definitionsgleichung einer Schar von oo* Flächenelementen zu be-

trachten, und das Integrationsproblem kommt dann auf das Problem

*) Götting. Nachr., Mai u. Nov. 1871.
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hinaus, alle Elementvereine zu bestimmen, die in dieser Schar ent-

halten sind.

In dieser Weise und indem wir überhaupt alle Sätze als Sätze

über Elemente und Elementvereine auffassen, gelingt es uns, allen

hierhergehörigen Theorien eine Allgemeingültigkeit und Einfachheit zu

geben, die vor dem Jahre 1871 unbekannt war.

Ganz besonders gilt dies von Cauchy's Existenzbeweis für die

Integralflächen analytischer Gleichungen i^=0, den wir hier erbringen

werden.

Femer werden wir durch Einführung des allgemeinen Involutions-

hegriffes und seine Deutung ältere Theorien übersichtlicher und all-

gemeiner darstellen können.

Schliesslich wird uns die Transformationstheorie der partiellen

Differentialgleichungen erster Ordnung, soweit sie sich auf PunJct-

transformationen bezieht, kurz beschäftigen*).

§ 1. Vereine von Flächenelementen. Neue Formulierung des Inte-

grationsproblems einer partiellen DiflFerentialgleichung erster Ordnung.

Es giebt im Räume oo^ Flächenelemente, denn ein Flächenelement

ist durch die Angabe der drei Coordinaten x, y, z seines Punktes und

der beiden Bestimmungsstücke p, q der Stellung seiner Ebene voll-

ständig bestimmt. Die Geometrie der Flächenelemente ist somit die

Geometrie einer Mannigfaltigkeit (x, y, z, p, q) von fünf Dimensionen.

Zwei Flächenelemente heissen unendlich benachbart, wenn die

Coordinaten des einen unendlich wenig von den entsprechenden Coordi-

• naten des anderen verschieden sind. So sind allgemein (x, y, z, Py q)

und {x -\- dx, y -\- dy, z -f- dz, p -\- dp, q -\- dq) zwei unendlich be-

nachbarte Flächenelemente. Die Punkte der beiden Elemente sind

ebenso wie ihre Ebenen unendlich wenig von einander verschieden.

Eine besondere Beziehung zwischen zwei unendlich benachbarten

Flächenelementen ist die der vereinigten Lage. Wir definieren sie zu-

nächst analytisch:

Vereinigte Ein FlächeneUment (x, y, z, p, q) liegt mit einem unendlich henach-

eiemente. harten Element (x -f- dx, y + dy, z -\- dz, p -\- dp, q -f- dq) vereinigt,

wenn die Pfäff'sehe Gleichung:

(1) dz — pdx — qdy ==

besteht.

*) Lie, Allgemeine Tlieoric partieller Differentialgleichungen erster Ordnung,
Gres. d. Wiss. zu Christiania, Nov. 1874, S. 198. Vgl. auch dieselben Verhandlungen
1871 u. 72, sowie Götting. Nachr., Oct. 1872 und Math. Ann., 9. Bd. (1875).
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Diese analytische Defiaition deckt sich mit einer geometrischen

Definition der vereinigten Lage: Wenn nämlich die Bedingung (1)

erfüllt ist, so liegt der Punkt (x -\- dx, y -\- dy, z -f- dz) des zweiten

Elementes in der Ebene des ersten, denn die Ebene des ersten Ele-

mentes hat in den laufenden Punktcoordinaten J, ^, § die Gleichung

(S
— ^) — i>(? -X)— q{\) — y) = 0,

und diese Gleichung wird durch ]C= x-\- dx, t)==y -\- dy, ^= z -\- dz

erfüllt, sobald die Bedingung (1) besteht. Wir können also sagen:

Ein Flächenelement 'liegt mit einem unendlich henachharten Element ver-

einigt, wenn der Punkt des letzteren Elementes in der Ebene des ersteren

Elementes liegt. Dabei sehen wir von unendlich kleinen Grössen höherer

Ordnung ab.

Diese Definition der vereinigten Lage ist analog der in § 1 des

2. Kap., S. 39, gegebenen Definition^ für den Fall von Linienelementen

in der Ebene. Wie dort könnten wir auch hier in mehr eingehender

Weise diese Definition formulieren, indem wir zuerst von einer Schar

von Flächenelementen ausgingen. Wir ziehen es aber der Kürze halber

vor, hier direct die Definition der vereinigten Lage von zwei Flächen-

elementen an die Spitze zu stellen.

Unter den Scharen von unendlich vielen Flächenelementen richten

wir nunmehr unser Augenmerk auf die Scharen von besonderer

Beschaffenheit, die wir wie folgt als Elementvereine definieren:

Unter einem Verein von Fläclienelementen verstehen tvir eine solche verein von

Schar von Flächenelementen, in der jedes einzelne Element mit allen dementen.

unendlich benachbarten Elementen der Schar vereinigt liegt.

Wir können die Definition der Elementvereine natürlich auch rein

analytisch formulieren , , indem wir den Begriff: vereinigte Lage nicht

explicite benutzen und also sagen:

Eine Schar von Flächenelementen (x, y, z, p, q), die dmrch r Glei-

chungen:

(2) 0,{x, y, z,p,q) = 0, O^ix, y, z,p, q) = (r < 5)

bestimmt wird, heisst ein Eleinentverein , wenn alle Wertsystems x, y, z,p,q

und dx, dy, dz, dp, dq, die neben den Gleichungen (2) die durch totale

Differentiation Jiervorgehenden Gleichungen

(3) d0^ = O, d0r = O

erfüllen, zugleich die Bedingung

(1) dz — pdx — qdy =
befriedigen
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Beiipieie. Es leuchtet fast unmittelbar geometrisch ein, dass die Elemente

einer Fläche einen Elementverein bilden. Constmiert man nämlich in

irgend einem regulären Punkte (x, y, z) der Fläche die zugehörige

Tangentenebene, so weiss man, dass sie alle unendlich benachbarten

Punkte der Fläche enthält, sobald man von unendlich kleinen Grössen

von höherer als erster Ordnung absieht. Es ergiebt sich aber auch

sofort analytisch: Ist == (p(x, y) die Gleichung der Fläche, und sind

die Richtungscosinus ihrer Tangentenebene im regulären Punkte (x,y,z)

proportional p, q, — 1, so erfüllen x, y,z,p,q die drei Gleichungen:

2 = (p{x,y), p = (p:c, q = (f),j,

die aber die Gleichung (1) nach sich ziehen. Die durch diese drei

Gleichungen dargestellten 00^ Flächenelemente {x, y, z, p, q) bilden

demnach einen Elementverein.

Betrachten wir eine Curve im Räume. Sie hat in jedem Punkt

00^ Tangentialebenen und bestimmt also in jedem Punkte 00^ Flächen-

elemente, Insgesamt definiei-t sie somit 00^ Flächenelemente. Offenbar

bilden sie wieder einen Elementvereki, wie man durch ganz ähnliche

Betrachtungen wie bei der Fläche erkennt.

Ein Punkt endlich definiert auch 00^ Flächenelemente, nämlich

alle die, deren Punkte mit dem gewählten Punkte zusammenfallen.

Es ist klar, dass diese oc^ Elemente ebenfalls einen Verein bilden.

Flächen, Curven und Punkte erscheinen also in der Geometrie

der Flächenelemente als Abarten eines gemeinsamen Begriffes, nämlich

eines Vereines von cx)^ Flächenelementen. Es ist aber zu bemerken,

dass mit diesen noch nicht alle Vereine von Flächenelementen erschöpft

sind. Denn wenn man z. B. auf einer Fläche alle diejenigen 00^ Flächen-

elemente herausgreift, deren Punkte eine beliebige Curve auf der Fläche

bilden, so erhellt, dass sie ebenfalls einen Elementverein bilden.

Wir stellen uns daher jetzt die Aufgabe, überhaupt alle Vereine

von Flächenelement^n zu bestimmen

.

Zur Bestimmen die r von einander unabhängigen Gleichungen
Bestimmg.

Element- (2) ^i {x
, y, z

, p , q) = ,
• • • 0r(x, y, z, p,q) = 0, {r< 5)

vereine.

einen Elementverein, so muss es möglich sein, aus ihnen mindestens

eine Gleichung zwischen x, y, z allein abzuleiten. Diese Behauptung

ist für r > 2 selbstverständlich, denn dann müssen sich p und g, so-

weit sie überhaupt in (2) auftreten, eliminieren lassen. Es bleibt also

übrig, die Richtigkeit dieser Behauptung für r = 2 und r == 1 zu

beweisen.
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Ist r = 2, liegen also nur zwei von einander unabhängige

Gleichungen

(4) 0^(x, y, z,p, q) = 0, 0^(x, y, z,p, q) =
vor, sodass es sich um eine Schar von cx)^ Flächenelementen handelt,

so müssen, damit die Schar einen Verein darstelle, die beiden Glei-

chungen (4) zusammen mit den Gleichungen:

-ji^^+ -^ ^y + ^ ds+ -^dp-\- ^' dq = 0,Cy oz cp

dx + -ö-^ dy A—5-^ dz + -^ dp +
^ cy ^ ^ dz ' cp -^ '

cq

dq =

die Gleichung

(1) dz — pdx — qdy =
nach sich ziehen. Da nun die drei letzten Gleichungen linear und

homogen in den Differentialen sind, so ist dies nur so möglich, dass

für alle Wertsysteme (x, y, z, p, q), die den Gleichungen (4) genügen,

eine Gleichung von der Form besteht:

dz — pdx — qdy = Q dO^ -\- 6 dO^
,

in der q und 6 Functionen von x, y, z, p, q bedeuten, während

dx, dy, dz, dp, dq ganz willkürlich sind, q und 6 sind also offenbar

nicht beide gleich Null infolge von (4). Vergleichen wir die Coeffi-

«ienten von dp und dq auf beiden Seiten, so kommt

dp " ~^ dp

cq ^ ' cq

0,

0.

a*l
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dz — pdx — qdy = Q dO
für alle Wertsysteine (x, y, z, p, q) bestehen, die 0=0 erfüllen,

während dx, dy, dz, dp, dq ganz willkürlich sind. Wiederum ist die

Annahme q = infolge von ^ = von vornherein als absurd ab-

zuweisen. Da nun links in der letzten Gleichung dp und dq gar nicht

auftreten, so folgt, dass O frei von 2> und q sein muss.

Wir werden übrigens nachher erkennen, dass die Fälle r = 2

und r = 1 überhaupt keine Elementvereine liefern.

Hiermit ist also bewiesen, dass sich aus den Gleichungen eines

Elementvereins stets mindestens eine Gleichung in x, y, z allein ab-

leiten lässt.

Erster Nchmcu wir nunmehr an, es bestehe für den gesuchten Element-
Hauptfall.

. . m •

verein nur eine Gleichung in x, y, z allein:

(o{x,y,z) = 0.

Bei passender Wahl des Coordinatensystems können wir immer an-

nehmen, dass diese Gleichung, die ja alle Punkte einer Fläche dar-

stellt, nach z auflösbar sei, also die Form habe:

z — (p(x,y) = 0.

Alsdann sind dx, dy, dz an die Gleichung

(5) dz — (pxdx — (fydy =
gebunden, während die übrigen Gleichungen, welche die Schar der

Flächenelemente definieren, durch totale Differentiation nur solche

Gleichungen in dx, dy, dz, dp, dq geben, aus denen sich dp und dq

nicht eliminieren lassen, dx, dy, dz sind hier also nur an die eine

Gleichung (5) gebunden. Die Bedingung

dz — pdx — qdy =
für die vereinigte Lage, die ja auch von dp und dq frei ist, muss

also für alle Elemente der gesuchten Schar mit (5) übereinstimmen,

d. h. es muss

sein. Mithin enthält das Gleichungensystem, das den gesuchten Element-

verein darstellt, sicher die drei Gleichungen

(6) z = (p(x,y), p = (p^, q = (py.

Enthielte es nun noch weitere Gleichungen, so würde die Substitution

P = (fx, 9* = 9^2/ weitere Gleichungen in x, y, z allein liefern, was

nach Voraussetzung ausgeschlossen ist. Die Gleichungen (6) definieren

Fläche, immer einen Elementverein. Er besteht aus allen oo- Elementen der

Fläche z = (p(x, y).
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Nehmen wir jetzt zweitens an, dass sich aus den Gleichungen des g^^tf/u

gesuchten Elementvereins gerade zwei von einander unabhängige Glei-

chungen in X, y, z allein ableiten lassen. Diese beiden Gleichungen:

o, {x, y, z) = 0, G)^{x, y,z) =
stellen eine Cwve dar, und bei passender Wahl des Coordinatensystems

dürfen wir immer annehmen, dass sie nach x und y auflösbar seien:

x==X{z), y=T{z).

Im gegenwärtigen Falle bestehen zwischen dx, dy, dz nur die beiden

Gleichungen

:

(7) dx = X'dz, dy = Tdz,

während sich aus den übrigen Gleichungen des Vereins durch totale

Differentiation keine Gleichung ableiten lassen darf, die frei von dp

und dq ist. Die von dp und dq freie Bedingung der vereinigten Lage

dz — pdx — qdy =
kann daher nur dann erfüllt sein, wenn sie für alle Elemente der

Schar aus (7) folgt, d. h. wenn für alle Elemente der Schar

1 — X\z)p— Y\z)q = ()

ist. Die Gleichungen des gesuchten Vereines umfassen daher die drei

Gleichungen:

(8) x = X{z), y==Y{z), l-XXz)p-Y\z)q = 0.
'

Treten keine weiteren Gleichungen hinzu, so ist hiermit ein Verein

von Flächeneletnenten bestimmt. Er besteht aus allen cx)^ Flächenelementen eurve.

der' Curve

x = X(z), y^T{z).

Treten aber weitere Gleichungen hinzu, so kann es nur noch eine

sein, da durch (8) nur oo^ Elemente definiert werden und die Schar

doch aus mindestens <x>^ bestehen muss. Diese hinzutretende Gleichung

kann durch die Substitutionen x = X'{z), y = Y'{z) frei von x und y
gemacht werden und hat dann die Form:

(9) <o{z,p,q) = 0.

Andererseits dürfen sich aus ihr und der letzten Gleichung (8) die

Grössen p und q nicht eliminieren lassen, da sich sonst entgegen der

Voraussetzung noch eine Gleichung in x, y, z allein ergäbe. Im übrigen

darf (9) beliebig gewählt werden, da die Bedingung der vereinigten

Lage schon infolge von (8) erfüllt ist.

Aus der letzten Gleichung (8) und aus (9) lassen sich p und q

als Functionen von z berechnen. Wir werden daher den gefundenen

Verein auch so darstellen können:

(10) x = X{z), y=Yiz), p^P(z), q = Q{z).
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Hier besteht noch die aus der letzten Gleichung (8) folgende Be-

dingung:

(10') 1 _ X'{z) P(0) - Y\b) Q{z) = 0.

Bei beliebiger Wahl von X(^) und Y{z) lässt sie sich immer durch

passende Wahl der Functionen P(^) und Q{ß) erfüllen. Wir sehen

hieraus, dass die durch (10) und (10') definierten Flächenelemente einen

Verein bilden, dessen c»^ Elemente längs einer Curve c

X = X{z), y = Y(z)

liegen, sodass jedes einzelne Element mm Punkt einen Punld p der Curve

und zur Ebene eine Tangentialebene e der Curve an der betreffenden Stelle

^treife'li* hat. Einen solchen Verein nennen wir einen Elementstreifen. (Siehe

Fig. 91 a.)

Dritter SchUessHch nehmen wir an, dass sich aus den Gleichungen des

gesuchten Elementvereins drei Gleichungen in x, y, z allein ableiten

lassen. Weitere Fälle sind dann nicht mehr übrige da diese drei

Gleichungen x, y, z als die Coordinaten eines Punktes

(11) x = a, y = b, z = c

bestimmen werden. Dieser Punkt gehört nun od^

Elementen an. 0/fenhar bilden alle oo^ Elemente des

Punkt. /'f~^/ h. Ptmktes einen Verein. Er wird durch die drei Glei-

chungen (11) definiert.

Es kann aber auch zu den drei Gleichungen (11)

noch eine Gleichung hinzutreten, die dann offenbar

auf die Form:

gebracht werden kann. Die vier Gleichungen:

(12) x = a, y = b, z == c, (o{p,q) =
'^^k^gei"''

definieren oü^ Elemente durch den Punkt, also einen Elementarhegel,

der ebenfalls einen Verein darstellt. (Angedeutet durch Fig. 91 b.)

Hiermit sind alle Möglichkeiten erschöpft.

Die Ergebnisse fassen wir zusammen in dem

Ergebnis. Theorem 21: Ein Verein von Flächenelementen im Räume
enthält entweder oo^ oder oo^ Elemente.

Enthält er oo^ Elemente, so besteht er entweder aus allen

Elementen einer Fläche oder aus allen Elementen einer Curve

oder endlich aus allen Elementen eines Punktes.

Fig. 91.
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Enthält er dagegen nur oo^ Elemente, so besteht er aus

allen Elementen eines Streifens längs einer Curve oder aus

allen Elementen eines Elementarkegels.

In- der Geometrie der Flächenelemente ordnen sich also die drei

Begrifle: Fläche, Curve und Punkt dem Begriff: Verein von oo-

Flächenelementen unter und erschöpfen ihn vollständig. Ebenso ordnen

sich die beiden Begriffe: Elementstreifen und Elementarkegel dem

Begriff: Verein von oo^ Flächenelementen unter und erschöpfen ihn

völlig. Hierin liegt, dass sich viele Betrachtungen in der Geometrie

der Flächenelemente, die sich z. B. auf Flächen beziehen, unmittelbar

auf den Fall ausdehnen lassen, dass die Flächen sich auf Curven oder

Punkte reducieren. Ebenso werden Betrachtungen über Elementstreifen

häufig auch dann noch gültig bleiben, wenn sich die Streifen auf

Elementarkegel reducieren. Es entspricht dies durchaus der analogen

Erscheinung in der Geometrie der Linienelemente in der Ebene, bei

der die Begriffe: Curve und Punkt in dem höheren Begriff: Verein von

Linienelementen zusammengefasst werden konnten.

Nachdem wir hiermit den Begriff: Elementverein eingeführt und

seinem vollen Umfang nach kennen gelernt haben, können wir nun

das alte Integrationsproblem einer partiellen Differentialgleichung erster

Ordnung durch ein allgemeineres Problem ersetzen, das dem Wesen

der Sache besser angepasst ist. Indem wir uns hiermit auf einen

höheren Standpunkt stellen, wird es uns gelingen, Zusammenhänge zu

finden, die früher nicht ans Licht traten, und ausserdem der ganzen

Integrationstheorie eine solche Form zu geben, dass Ausnahm£fäll€,

die in der Lagrange 'sehen Theorie auftraten und seinen Nachfolgern

Schwierigkeiten bereitet haben, einfach eliminiert werden.

Wir stellen uns das

Problem: Es liege eine beliebige analytische Gleichung i«*«-

(13) F{x,y,z,p,i) =
in den Coordinaten x, y, 0, p, q der Flächenelemente vor, oder, was

auf dasselbe hinauskommt, eine Schar von 00* Flächenelementen sei

durch eine analytische Gleichung bestimmt. Gesucht werden alle

Elementvereine, deren Elemente der vorgelegten Schar angehören. Jeden

Verein von Elementen, der die Gleichung (13) erfüllt, nennen wir ein

Integralgebilde.
^''ebüd^"

Das Problem giebt zwei einzelne Probleme, nämlich je nachdem

man Elementvereine von nur <x>^ oder solche von 00^ Elementen

sucht.

Lie, Geometrie der Berübrungstransformatlonen I 34 [13.11. 1896.]
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ffi^tr^fi-
^^^ Bestimmung aller Elementvereine von oo^ Elementen, die der

«*'^^,''°i^°'^
gegebenen Schar angehören, lässt sich ohne Mühe allgemein durch-

führen. Wählen wir nämlich irgend einen Verein von oo^ Elementen

aus, dessen Elemente nicht sämtlich der durch (13) definierten Schar

angehören, so wird er durch drei Gleichungen in x, y, z, p, q definiert

sein. Zusammen mit (13) liegen dann vier Gleichungen vor, d. h. der

ausgewählte Elementverein enthält eine Schar von oo^ Elementen, die

zur Schar der durch (13) definierten oc* Elemente gehören. Da alle

(X)^ Elemente des gewählten Vereins so beschaffen sind, dass jedes mit

allen benachbarten vereint liegt, so werden umsomehr die gefundenen

oo^ Elemente einen Verein bilden und zwar einen Verein, der der

Gleichung (13) genügt. In dieser Weise findet man alle Vereine von

oo^ Elementen, die der Gleichung (13) genügen, denn jeder Verein

von oo^ Elementen ist in solchen von oo^ Elementen enthalten. So

ist z. B. ein Elementstreifen in dem Verein der oc^ Elemente seiner

Punktcurve enthalten. Ein Elementarkegel femer gehört zu dem

Elementverein, der durch die oo^ Elemente seiner Spitze dargestellt wird.

^°v^«'»^Er^'
^^^ somit die Bestimmung der Vereine von oo^ Elementen, die

der Gleichung F=0 genügen, sehr einfach, indem sie nur sogenannte

ausführbare analytische Operationen, nämlich Differentiationen und

Eliminationen, verlangt, so bietet dagegen die Bestimmung der Vereine

von oo^ Elementen, welche die gegebene Gleichung F=0 erfüllen,

ganz andere Schwierigkeiten dar, insofern sie nämlich nur in speciellen

Fällen geleistet werden kann. Sie ist eben ein Integrationsproblem,

das nicht nur ausführbare Operationen verlangt. Wir werden aber

zeigen, dass das jetzige Problem immer dann nur noch Operationen

des Differenzierens und Eliminierens erfordert, sobald oo^ verschiedene

Vereine von je oc^ Flächenelementen bekannt sind, die also alle diejenigen

cx)* Elemente enthalten, die der Gleichung F=0 genügen.

Wir nennen eine solche Schar von oo^ verschiedenen Vereinen

von je oü^ Elementen eine vollständige Lösung der Gleichung F= 0.

Wie dieser Begriff eine Verallgemeinerung des Lagrange 'sehen Be-

griffes ist, so ist auch der Nachweis der soeben, ausgesprochenen Be-

hauptung eine Verallgemeinerung der Lagrange'schen Theorie, die

wir im vorigen Kapitel auseinandersetzten. Es sei ausdrücklich darauf

aufmerksam gemacht, dass eine vollständige Lösung der Gleichung (13)

ihrer Definition nach alle oo* Elemente der Gleichung (13) umfasst.

Jedes Integralgebilde der Gleichung (13) ist daher ein solcher Verein,

dessen sämtliche Elemente der vollständigen Lösung angehören.
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Um nun unsere obige Behauptung zu beweisen, betrachten wir

zunächst den Fall, dass die vorgelegte Grleichung F= von p und q

frei ist und also die Form hat:

(14) Fix, y, z) = 0.

Diese Gleichung stellt im Funktraum (x, y, z) eine Fläche dar. Fasst

man aber den Raum als den Ort seiner oc^ Flächenelemente {x,y,z,p,q)

auf, so stellt die Gleichung i^= alle die oo* Elemente dar, deren

Punkte auf der Fläche liegen. Im gegenwärtigen Falle ist es sehr

leicht, sofort alle Integralgebilde der Gleichung JP= zu bestimmen.

Wir brauchen dies nur für die Integralgebilde von oo^ Elementen zu

thun: Besteht ein solches aus allen Elementen einer Fläche, so muss

es offenbar die Fläche F= sein. Es giebt also nur ein Integral-

gebilde, das aus allen Elementen einer Fläche besteht. Wird das

Integralgebilde dagegen von den oo^ Elementen einer Curve gebildet,

so muss die Curve auf jener Fläche verlaufen. Besteht es schliesslich

aus allen Elementen eines Punktes, so muss der Punkt auf der Fläche

liegen. Die Fläche F= 0, jede Curve und jeder Punkt auf ihr stellen

also die Integralgebilde der vorgelegten partiellen Differentialgleichung

dar. Eine vollständige Lösung besteht hiernach entweder aus solchen

oü^ Vereinen, die von oo^ Curven auf der Fläche definiert werden,

oder aber aus den oo^ Vereinen, die durch die oo^ Punkte der Fläche

dargestellt werden. Jedes Integralgebilde von oo^ Elementen ist nun

sowohl aus einer vollständigen Lösung der ersteren Art als auch aus

einer solchen der letzteren Art durch Umhüllung, also analytisch aus-

gesprochen, durch die Operationen des Differenzierens und Eliminierens

ableitbar. In der That folgt dies im ersteren Falle sofort daraus, dass,

nachdem oo^ Curven auf der Fläche ausgewählt sind, jede andere Curve

der Fläche gewisse oo^ dieser ausgewählten Curven umhüllt und durch

jeden Punkt der Fläche ebenfalls <x^ Curven dieser ausgewählten Schar

hindurchgehen. Die Fläche selbst, die ein singuläres Integralgebilde

vorstellt, hat solche oo^ Elemente, die sämtlich den Elementen der

ausgewählten oo^ Curven angehören. Wenn zweitens die oo^ Vereine,

die von den oo^ Punkten der Fläche definiert werden, als vollständige

Lösung benutzt werden sollen, so ist jede Curve auf der Fläche der

Ort von cx)^ dieser Punkte und die Fläche selbst der Ort aller oo^

Punkte.

Betrachten wir irgend zwei der besprochenen Integralgebilde, die

oo^ Elemente gemein haben, indem wir dabei von dem singulären

Integralgebilde, der Fläche selbst, absehen. Sie werden entweder

durch zwei einander berührende Flächencurven dargestellt. Dann sind

34*

Gleicbg.
frei von
p und q.



532 Kap. 12. Die Theorie der part. Diffgln. als Teil der Geometrie der Flächenel.

die gemeinsamen Elemente die eines Büschels, dessen Axe ein Linien-

element auf der Fläche ist. Oder aber sie werden durch einen Punkt

und eine Curve durch ihn auf der Fläche gegeben. Auch dann haben

sie ein solches Büschel von Flächenelementen gemein. Zwei Integral-

yebilde von je oo^ Elementen also, die oo^ Elemente gemein haben, haben

die Elemente eines Büschels gemein, dessen Axe ein Linienelement der

Fläche ist. Insgesamt giebt es oo^ solche Büschel.

Noch heben wir hervor: Wenn überhaupt eine partielle Differential-

gleichung

F{x, y, z, p,q) =
von solchen oo^ Vereinen befriedigt wird, die aus allen Elementen von

oü^ Punkten bestehen, so werden diese Punkte eine Fläche

f(x, y,z) =
bilden, und alle oo* Elemente, deren Punkte (x, y, z) auf der Fläche

liegen, gehören dann zu denen der Gleichung jP= 0. Die Gleichungen

f == und F=0 müssen daher mit einander identisch sein, d. h. die

vorgelegte partielle Differentialgleichung ist frei von p und q.

Ehe wir den allgemeinen Fall behandeln, wollen wir jetzt zweitens

den besonderen Fall ins Auge fassen, dass die vorgelegte partielle

Gieichg. Differentialgleichung zwar nicht frei von den beiden Grössen p und q,
linear in i i i 7 • • t • l

p u. q. aber doch nur linear m p und q ist

:

(15) X{x, y,z)p-\- Y(x, y,z)q — Z{x, y, z) = 0.

Die oo* Elemente, die sie definiert, haben eine besondere Lage:

Nämlich diejenigen <x^ dieser Elemente, die einen beliebig gewählten

Punkt {x, y, z) gemein haben, bilden ein Büschel, da die Gleichung

(15) linear in p und q ist. Die Axe des Büschels, deren Richtung

dx: dy '. dz sei, liegt in den Ebenen

{l — x) p -^ {\)
— y)q — {l

— z) =
aller dieser oo^ Elemente {x, y, z, p, q), für sie ist also

dx • p -j- dy • q — dz = 0,

sodass aus (15) folgt:

/.,,x dx dy dz
(Ib) X=T=X'
Die Gleichungen aber stellen ein System von zwei simultanen gewöhn-

lichen Differentialgleichungen in x, y, z dar, und ihnen genügen oc^

Curven
u(x, y, z) = Const., v{x, y, z) = Const.

(Vgl. § 1 des 11. Kap., S. 485, 486.) Im vorliegenden Falle sind die
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oo* Elemente der Differentialgleichung (15) diejenigen, die längs der

oo^ Curven gelegen sind. Jede Integralcurve des Systems (16) ist also

für unsere Auffassung ein Integralgebilde der Gleichung (15), und alle

<x>^ Integralcurven stellen eine vollständige Lösung der Gleichung (15)

dar. Greifen wir oo^ dieser oo^ Integralcurven heraus, betrachten wir

also oo^ Integralgebilde von (15), die in der vollständigen Lösung

enthalten sind, so erzeugen sie eine Fläche. Diese Fläche hat mit

jedem der oc^ Integralgebilde einen Elementstreifen gemein, und alle

oo^ Elemente der Fläche erfüllen die Gleichung (15). Die Fläche stellt

demnach ein Integralgebilde dar. Wir wissen, dass umgekehrt jede

Integralfläche von oc^ Integralcurven des Systems (16) erzeugt wird

(S. 487).

Wir können auch oo^ Flächen, deren jede oo* der Integralcurven

des Systems (16) enthält, und die insgesamt alle cx)^ Integralcurven

dieses Systems enthalten, als die Integralgebilde einer vollständigen

Lösung benutzen. Wenn irgend zwei der ausgewählten oo^ Integral-

flächen einen Punkt gemein haben, so haben sie auch diejenige Integral-

curve des Systems (16) gemein, die durch den Punkt geht. Hieraus

folgt, dass irgend oo^ der Integralflächen, die in der vollständigen

Lösung enthalten sind, stets eine Integralfläche umhüllen oder aber

alle durch eine Integralcurve des Systems (16) gehen. Im letzteren

Falle liefern sie ein Integralgebilde, das aus allen Flächenelementen

einer Curve besteht. Auch ist klar, dass jede Integralfläche, da sie

oo^ jener <X)^ Curven enthält, in der angegebenen Weise als Um-
hüllende ableitbar ist, wenn wir von singulären absehen.

Wir fügen noch hinzu: Wenn eine partielle Differentialgleichung

F(x, y, z,p,q) =
eine solche vollständige Lösung hat, deren oo^ Integralgebilde durch

oo^ Curven dargestellt werden, so sind zwei Fälle denkbar: Entweder

liegen die oo^ Curven sämtlich in einer Fläche. Dann stellt jeder

Punkt der Fläche, da durch ihn oo^ der Curven gehen, ein Integral-

gebilde dar, d. h. die vorgelegte Gleichung ist nach dem Obigen

(S. 532) frei von p und q. Oder aber die oo^ Curven sind über den

ganzen Raum verteilt, sodass durch jeden Punkt {x, y, z) eine geht,

die dort ein bestimmtes Linienelement hat. Diejenigen oo^ der oo*

Linienelemente von i^= 0, die einen Punkt {x, y, z) gemein haben,

bilden daher ein Büschel, d, h. F=0 ist linear in p, q oder lässt

sich jedenfalls auf eine in p, q lineare Form bringen.

Endlich kehren wir zum allgemeinen Fall zurück: Wir nehmen Aiig. Fau.

an, die vorgelegte Gleichung
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(17) F{x,y,z,p,q) = '

sei weder frei von p, q nocli linear in p, q, und setzen voraus, dass

uns eine vollständige Lösung der Gleichung bekannt sei. Die voll-

ständige Lösung besteht dann aus oo^ Vereinen, die durch cjo^ Flächen

dargestellt werden, denn sonst kämen wir zu den ausgeschlossenen

Fällen zurück. Die oo^ Elemente der bekannten oc^ Flächen umfassen

alle Flächenelemente der Gleichung (17). Soll nun ein Verein von oo^

Elementen die Gleichung (17) erfüllen, so ist er entweder eine Fläche

oder eine Curve oder ein Punkt. Alle seine oo^ Elemente müssen

dabei zu den Elementen der vollständigen Lösung gehören. Dabei

sind zwei Fälle denkbar:

Erstens: Das Integralgebilde von oc^ Elementen hat mit nur oo^

der Flächen der vollständigen Lösung Elemente gemein und also mit

jeder von diesen gerade oo^. Alsdann hat es mit jeder dieser oo^

Flächen einen Elementstreifen gemein und ist daher eine Fläche oder

eine Curve. Ist das Integralgebilde eine Fläche, so muss es jene oo^

Flächen längs der oo^ Curven der Elementstreifen umhüllen. Ist es

eine Curve, so muss diese Curve jenen oo^ Flächen gemein sein.

Greifen wir umgekehrt nach einem beliebigen analytischen Gesetz aus

den oü^ bekannten Flächen oc^ heraus, so haben sie entweder eine

umhüllende Fläche oder gehen sämtlich durch eine Curve. Letzterer

Fall kann höchstens oo^ mal vorkommen, nach S. 533. Es erhellt,

dass die umhüllende Fläche bez. die gemeinsame Curve einen Verein

darstellt, der die Gleichung (17) erfüllt. Im Fall der gemeinsamen

Curve kann allerdings die Annahme vorkommen, dass die oo^ Flächen

einander sämtlich längs der Curve berühren. Dann giebt sie kein

Integralgebilde von oo^ Elementen, sondern nur einen Elementstreifen,

der dann notwendig ein charakteristischer Streifen ist.

Zweitens: Es ist denkbar, dass das gesuchte Integralgebilde von

oc^ Elementen mit jeder der oo^ bekannten Flächen Elemente gemein

hat, also mit jeder ein Element (oder eine discrete Anzahl von Ele-

menten). Haben die oo^ Flächen eine gemeinsame, punktweis be-

rührende Umhüllende, so ist diese Umhüllende der gesuchte Verein.

Insbesondere kann sich die Umhüllende auf eine Curve oder einen

Punkt reducieren. Dies sind singulare Integralgebilde.

Es ist klar, dass sich die hier für den allgemeinen Fall angestellten

Erörterungen nicht sehr wesentlich von der Lagrange-Monge 'sehen

Theorie, § 2 des 11. Kap., S. 493, unterscheiden.

Hiermit ist die oben aufgestellte Behauptung bewiesen, und wir

können folglich das Theorem aufstellen:
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Theorem 22: Sind oo* Flächenelemente (x, y, z, p, q) im Ergebnis.

Räume (x, y, z) durch eine Gleichung

F{x, y, z, p, g) =
definiert und ist eine vollständige Lösung dieser Gleichung,

d. h. eine solche Schar von oo^ Vereinen von je oo^ Elementen

bekannt, die alle Elemente der Gleichung F=0 umfasst, so

lässt sich jedes Integralgebilde der Gleichung durch die Opera-

tionen des Differenzierens und Eliminierens aus der voll-

ständigen Lösung ableiten.

§ 2. Die charakteristischen Streifen und ihre Abbildung als Linien-

elemente in der Ebene.

Wir betrachten jetzt die Ableitung aller Integralgebilde aus einer

vollständigen Lösung etwas näher. Dabei wollen wir uns zunächst auf

solche partielle Differentialgleichungen

(17) . F{x, y, z,p,q) =
beschränken, die nicht frei von p und q sind und auch nicht auf eine

in p, q lineare Form gebracht werden können. Trotz dieser vor-

läufigen Beschränkung aber werden wir die Ergebnisse unserer Be-

trachtungen durch Einführung zweckmässiger Begriffe in solcher Weise

ausdrücken, dass ihre Formulierung auch in den ausgeschlossenen

Fällen gültig bleibt.

Nehmen wir wieder an, die vorgelegte partielle Differential-

gleichung (17) besitze eine vollständige Lösung, d. h. eine Schar von

oü^ Integralgebilden von je oo^ Elementen, sodass diese Schar alle die-

jenigen oo^ Elemente umfasst, die der Gleichung (17) genüge leisten.

Nach den Erörteningen des vorigen Paragraphen, S. 534, sind diese

Integralgebilde oc^ Flächen, da wir die linearen und die von p, q

freien Gleichimgen ausgeschlossen haben. Wir schreiben die Flächen

der vollständigen Lösung in der Form:

(18) O(,r,y,z,a,b) = 0.

Nach Lagrange 's Theorie setzen wir, um cx»^ Integralgebilde ^*8''»°»«'«

(18) herauszugreifen, eine beliebige Relation zwischen a und b an:

caia, b) =
und eliminieren a, b und , aus den vier Gleichungen:

f0(x, y, z, a, b) = 0, «(«, b) = 0,

\^"/
1 c^ _. c^ dh ^ cm ^^cai db ..

ca ' CO da ' ca ' co da
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Nach § 2 des vorigen Kapitels erhalten wir dadurch eine allgemeine

Integralfläche der partiellen Differentialgleichung (17), unter Umständen

(vgl. § 1, S. 534) nur eine Ciirve als Integralgebilde von (17). Zu

jeder vorgelegten Relation G)(a,h)= gehört somit eine bestimmte Integral-

fläche (allgemeiner: Integralgebilde) von (17).

Wir deuten nun die Parameter a und b als Punktcoordinaten in

Abbild
ß^'^ß*" (ah) -Ebene. Da zu jedem Wertepaar a, h eine bestimmte Integral-

Lör°"ais
^^^^6 ^^^^ ^6^ vollständigen Lösung (18) gehört, so bilden wir also

i^b)%h^ne J^^^ (?er oo^ Integralflächen (18) als einen Punkt in der Ebene ab. Eine

Relation «(a, &) = giebt in der Ebene eine Cwrve. Ihre Punkte

sind die Bilder von oo^ unter den od^ Flächen (18). Da diese Relation

Gi(a, b) = eine allgemeine Integralfläche liefert, eben die, die aus

(19) durch Elimination von a, b, y- hervorgeht, so können wir sagen,

^ Ebene
"^ fZass jcdc Curve in der (ab) -Ebene das Bild einer allgemeinen Integral-

fläche ist. Während also im Räume eine allgemeine Integralfläche als

Umhüllende von oc^ Integralflächen der vollständigen Lösung auftritt,

ist ihr Bild in der Ebene der Ort der oo^ Bildpunkte der ausgewählten

oo^ Flächen.

Jede Curve in der (a&) -Ebene stellt hiernach eine bestimmte

Integralfläche der partiellen Differentialgleichung (17) dar, und anderer-

seits wird jede lutegralfläche der allgemeinen Lösung durch eine solche

Curve dargestellt.

Berührende Ziehen wir in der (a&) -Ebene zwei Curven, die einander im
Curven i. d.

^
^ ' '

Ebene. Punkte («0, 6^) berühren, so entsprechen ihnen zwei Integralflächen,

und wir behaupten, dass diese beiden Flächen einander längs einer

Curve, nämlich längs einer Charakteristik, berühren. In der That^

wenn die beiden Curven

COi(a, b) = 0, co2(a, 6) =
einander im Punkte (a^, &(,) berühren, so hat ~j- für beide Curven im

Punkte («(,, &o) ^^^ gleichen Wert, den wir mit Cq bezeichnen wollen.

Nach (19) wird nun die zur Curve «i == bez. ca^ == gehörige

allgemeine Integralfläche durch Elimination von a, b aus den drei

Gleichungen

( 0(x, y, z, a, b) = 0, (o^(a, b) = 0,

{
^« dh ^* da

bez. aus den drei Gleichungen



§ 2. AbViildung
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längs dieser Charakteristik, Wir nennen diesen Elementstreifen einen

streifen.' cliarokteristischen Streifen.

Nach (22) ist dieser charakteristische Streifen völlig bestimmt

durch Angabe der Werte a^, b^, Cq. Daher giebt es höchstens oo^

charakteristische Streifen. Andererseits haben wir gesehen (vgl. Satz 1,

§ 3 des 11. Kap., S. 500)^ dass die nicht lineare partielle Differential-

gleichung (17) gerade oc^' charakteristische Curven (22) hat. Daher:

Satz 1: Eine nicht lineare partielle Differentialgleichung erster Ord-

nung im Baume (x, y, z) hat gerade oo^ charaTcteristische Streifen.

Da die cx)* Flächenelemente der partiellen Differentialgleichung

(17) den oo^ Flächen der vollständigen Lösung = angehören, so

folgt, dass durch jedes der oo* Elemente der Differentialgleichung im

allgemeinen, ein charakteristischer Streifen hindurchgeht, und zwar nur

einer, wenn wir uns auf einen passenden Bereich beschränken, wie wir

es immer stillschweigend thun.

Wir sehen aber noch mehr: Wird eine Curve

co(a, h) ==

in der («&)-Ebene vorgelegt, so entspricht ihr, wie wir wissen, eine

allgemeine Integralfläche. Wenn wir nun unter a^, &„, Cq irgend drei

solche Constanten verstehen, die den beiden Gleichungen

(24) a,(a,,l„) = 0, |^ + ||i .„ =
genügen, so gehört zu der betrachteten Ihtegralfläche derjenige charak-

teristische Streifen, der durch die Charakteristik (22) gegeben wird.

Da es nun oo^ Wertsysteme a^, h^, Cq giebt, die (24) erfüllen, so folgt,

dass die betrachtete Integralfläche, aufgefasst als Elementverein, oo^

charakteristische Streifen enthält,

erz^u'^fV
^^^^ allgemeine Integralfläche der partiellen Differentialgleichung (17)

»i^char. if)ird somit, aufgefasst als Elementverein, von oo^ charakteristischen Streifen

erzeugt

Ein Wertsystem a, h, c bestimmt in der («&)-Ebene einen Punkt

(a, h) und eine hindurchgehende Gerade von der Richtung , == c,

also ein Linienelcmcnt. Da dies Wertsystem im Räume einen charak-

ai^BUd teristischen Streifen bestimmt, so können wir sagen: Jeder charakteri-

^streifens'' ^^*^c^ß Streifen bildet sich in der (ab) -Ebene als ein Linienelement ab.

Wählt man in der (a?/)-Ebene eine Schar von co^ Linienelementen

\a, b, -f), die zu einer Curve
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CO (a, h) =
gehören, so entsprechen ihnen im Räume oo^ charakteristische Streifen.

Sie liegen sämtlich auf der durch die Gleichung = nach (19)

definierten allgemeinen Integralfläche. Insbesondere entsprechen also

zwei unendlich benachbarten unter diesen Linienelementen zwei unend-

lich benachbarte charakteristische Streifen auf der Integralfläche. Da

die Integralfläche selbst, aufgefasst als Ort ihrer oo^ Flächenelemente,

einen Verein darstellt (nach § 1, S. 526), so folgt, dass die beiden

Streifen so liegen, dass sie erstens einander unendlich henaeJibart sind ^""".^^^^^

und zweitens jedes Element des einen mit den unendlich benachbarten streifen.

Elementen des andern vereinigt liegt.

Wir gingen hierbei von zwei unendlich benachbarten Linien-

elementen einer Curve aus. Wir wissen, dass zwei solche Linien-

elemente (a, b, c) und (a + äa, b -\- db, c -\- cd) vereinigt liegen undi^nieJfej^*^

also die Bedingung
db — cda =

erfüllen, und dass umgekehrt diese Bedingung der vereinigten Lage

hinreicht, damit die beiden Linienelemente benachbarte Elemente einer

Curve oder eines Punktes seien. Auf letzteren Fall kommen wir sogleich

ausführlich zu sprechen. Wir wollen nur vorher den Satz formulieren:

Satz 2: Ist Ergebnis.

0{x,y,z,a,b) = O

eine vollständige Lösung der nicht linearen partiellen Differentialgleichung

erster Ordnung
F{x,y,z,p,q) =

im Baume (x,y, z) und bildet man den längs der CliarakteristiJc

{x, y, z, a, b) = 0, ^„ + a>6C =
gelegenen charakteristischen Streifen als dasjenige Linienelement (a,b,c)

einer (ab)-Ebene ab, dessen Punkt die Coordinaten a, b und dessen Gerade

die durch -3— = c bestimmte Jlichtung hat, so entsprechen zwei vereinigten

Linienelementen der (ab)-Ebene stets zwei solche unendlich benachbarte

charakteristische Streifen, von denen jedes Element des einen Streifens

mit den unendlich benachbarten Elementen des anderen Streifens vereinigt

liegt. Jede allgemsine Integralfläche wird von 00^ charakteristischen Streifen

erzeugt, die sich als die Linienelemente einer Curve in der (ab) -Ebene

abbilden. Umgekehrt gehören zu den 00^ Linienelementen eines beliebigen

Elementvereins in der Ebene solche (x>^ charakteristische Streifen, die ein

allgemeines Integralgebildc erzeugen.
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In der («&)-Ebene giebt es, wie gesagt, ausser den Curven

noch andere Vereine, nämlicli die Punkte der Ebene. Betrachten wir

daher einen bestimmten Punkt {ciq, &„) in der Ebene. Ein Linien-

element {a, b, c) gehört dem Punkte an, wenn a = %, h = hQ ist,

während c beliebig gewählt werden kann. Jedem Linienelement (a^, h^, c)

entspricht ein charakteristischer Streifen, nämlich der längs der Charak-

teristik:

(25) O(^,f/,^,ao,&o) = 0, |$-l-||c = 0.

Dieser charakteristische Streifen besteht also aus oo^ Flächenelementen

der Fläche

(26) 0(x,y,z,a^,h;) = O.

Betrachten wir alle oo^ Linienelemente (a^, b^, c) durch den Punkt

(a, b), d. h. erteilen wir c alle möglichen Werte, so stellen die Glei-

chungen (25) oo^ Charakteristiken dar, nämlich die oo^ Charakteristiken

auf der Fläche (26). Den oo^ Linienelementen entsprechen daher die

oo^ charakteristischen Streifen, die auf der Fläche (26) liegen. Diese

Fläche gehört zu den Integralflächen der vollständigen Lösung (18).

Mithin können wir zum Satz 2 noch hinzufügen:

i ^ Ebene
^^^^ ^* ^^ ^^^ ^^ ^^^^ ^ angegebenen Abbildung entspricht jedem

Elementverein in der (ab)-Ebetie ein Integralgebilde der partiellen Diffe-

rentialgleichung. Insbesondere entsprechen den Punkten der Ebene die

oo^ Integralflächen der vollständigen Lösung = 0.

Die im Vorhergehenden besprochene Abbildung lässt sich nun

auch auf den Fall ausdehnen, dass die vorgelegte partielle Differential-

Diffgr gleichung linear in p, q ist, also die Form hat:

(27) X (x, y, 0)p + Y{x, y,d)q- Z{x, y, z) = 0.

Wir wissen ja, dass, wenn u (x, y, z) und v {x, y, js) zwei von einander

unabhängige Integrale des zugehörigen Systems

/-)„,N dx dy dz
K^* ) X~Y~-lZ
sind, alsdann jede Integralfläche durch eine Gleichung

(28) fiu, t;) =
dargestellt wird (vgl. § 1 des 11. Kap., S. 488). Je zwei Integralflächen

(Integralgebilde von oo^ Elementen), die oo^ Elemente gemein haben,

haben dabei einen Elementstreifen gemein, dessen Punktort eine Curve

u == Const. , V = Const.
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ist. Durch jede Curve ii = Const., v = Const. gehen offenbar unend-

lich viele Integralflächen. Diese oo^ Curven sind somit im vorliegenden

Falle die charakteristischen Curven. (Vgl. § 3 des 11. Kap., S. 503.)

Eine lineare partielle Differentialgleichung hat also nur oo^ Charakteri-

stiken, nämlich die oo^ Integralcurven des äquivalenten Systems von ge-

wöhnlichen Differentialgleichungen (27').

Dennoch aber hat die lineare Differentialgleichung (27), wie wir

sogleich sehen werden, oo^ verschiedene charakteristische Streifen. Als

einen charakteristischen Streifen werden wir nämlich auch hier den

Elementstreifen bezeichnen, den zwei Integralgebilde von je oo^ Ele-

menten gemein haben, sobald sie überhaupt oo^ Elemente gemeinsam

besitzen. Sind diese Integralgebilde zwei Flächen, also von je c5ü^ Curven

(29) u (x, y, z) = Const., v {x, y, z) = Const.

erzeugt, so müssen sie einander längs eine Curve

(30) u = a, V = h

berühren. Wir erhalten daher den Streifen, wenn wir auf einer durch

diese Curve (30) gehenden Fläche (28) die Elemente (x,y, z, p,q)
längs der Curve (30) bestimmen. Die Curve (30) liegt auf der

Fläche (28), wenn
f{a,h) = Q

ist. Die bezeichneten Elemente {x, y, z, p, q) werden daher bestimmt

durch die Gleichungen (30) und

j> _ g _ — 1

f f f '

Es ist aber fx = fuUx -\- fvVx u, s. w. und /"„ längs der Curve (30)

gleich fa und ebenso f^ gleich fi,. Femer sehen wir, dass die der

Curve 11 = a, v = b unendlich benachbarte Charakteristik

M = a -f- da, V = b -\- db

auf der Fläche (28) erhalten wird, wenn wir da und db der Bedingung

fada -f f.db =
unterwerfen. Wie im allgemeinen Falle sei ^— mit c bezeichnet, sodass° da '

fa = — cfb ist. Die Elemente {x, y, z, p, q) eines charakteristischen

Streifens genügen somit den vier Gleichungen:

(31)

u = a, V = b,
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char. Diese Grleicliunffen enthalten drei wesentliche Constanten a, b, c. Eine
streifen , ^^ / \ q
d. lin. p lineare Differentialgleichung (27) hat demnach ebenfalls oc^ verschiedene

charakteristische Streifen. Der Unterschied gegenüber dem allgemeinen

Fall liegt darin, dass jetzt jede charakteristische Curve u = a, v ==b
zu oü^ charakteristischen Streifen gehört.

Wir haben vorhin nur den Fall ins Auge gefasst, dass die beiden

Integralgebilde, die einen Streifen gemein haben, Flächen sind. Aber

auch wenn das eine eine Curve ist, so kommen wir genau zu denselben

charakteristischen Streifen, denn eine solche: u = a, v = b hat mit

einer Integralfläche (28) nur dann c»^ Elemente gemein, wenn sie auf

der Integralfläche verläuft.

Indem wir nun die in (31) auftretenden Constanten a, b als Punkt-

coordinaten in einer (ab)-Ehene deuten, sodass zf-
= c die Richtungen

in der Ebene bestimmt, so entspricht jedem charakteristischen Streifen

(31) in der Ebene ein Linienelement (a, 6, ^— = cj . Jedes Integral-

gebilde, sei es eine Integralfläche (28) oder eine Curve (30), enthält

oü^ charakteristische Streifen (31), und je zwei unendlich benachbarte

dieser Streifen liegen wiederum, wie im allgemeinen Falle, so, dass

jedes Element des einen mit den unendlich benachbarten des anderen

Streifens vereinigt liegt. Andererseits haben zwei charakteristische

Streifen (a, b, c) und (a -\- da, b -{- db, c -f- de) diese Eigenschaft,

wenn sie auf einer Integralfläche

nu,v) = o
liegen, d. h., wenn mit

/(«, b) =
auch

/'(« -\- da, b-i- db) =
fa

ist, woraus, da c = — -j- war, sofort folgt:

db — cda = 0.

Dies ist aber die Bedingung der vereinigten Lage zweier Linienelemente

(a, b, c), (a -\- da, b -\- db, c -f- de) in der (a&)- Ebene.

Daraus folgt, dass sich jedes Integralgebilde von oo^ Elementen

auch im Falle der linearen Differentialgleichung als ein Elementverein

in der (a&)-Ebene abbildet. Insbesondere entsprechen einem Punkte

(a, b) der Ebene, aufgefasst als Verein von Linienelementen, alle oo^

charakteristische Streifen längs einer charakteristischen Curve

u = a, V = b,

d. h. ein Integralgebilde, das aus allen cx)'^ Elementen einer charakte-

ristischen Curve besteht.
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Auch auf die von p und q freien partiellen Differentialgleichungen Diffgi- frei

lassen sich unsere allgemeinen Ergebnisse ausdehnen. Wie wir im

vorigen Paragraphen (S. 531) sahen, werden ihre Integralgebilde, die

oo^ Elemente enthalten, von den Curven (insbesondere Punkten) der

Fläche F=ö dargestellt. Wir erkannten dort. auch, dass zwei solche

Integralgebilde, sobald sie oc^ Elemente gemein haben, alle Elemente

eines Büschels gemein haben, dessen Axe ein Linienelement der Fläche

F= ist. Diese oo^ Büschel werden wir daher hier als die charakte-

ristischen Streifen bezeichnen. Dass sich Elementstreifen auf Elementar-

kegel und also insbesondere auf Büschel reducieren können, bemerkten

wir ia schon in 8 1, Theorem 21, S. 529. Wir sehen somit, dass

auch jede von p und q freie partielle Differentialgleichung erster Ord- streifen:

nung oo^ verschiedene cJiarakteristiscJie Streifen (ElementbüscJieT) hat. Elementen.

Im gegenwärtigen Falle können wir die besprochene Abbildung

sofort herstellen: Wenn nämlich a, h Gaussische Coordinaten auf der

Fläche F == bedeuten, so werden a, h und ^— = c ein Linien-
' ' da

element auf der Fläche und damit einen charakteristischen Streifen

definieren. Zwei Linienelemente (a, 6, c) und (a -{- da, h -{- dh^ c -\- de)

auf der Fläche liegen vereinigt, wenn

dh — cda =
ist (vgl. die einleitenden Bemerkungen in § 1 des 5. Kap., S. 134).

oo^ der besprochenen Büschel definieren ein Integralgebilde dann und

nur dann, wenn ihre Axen (Linienelemente) einen Verein bilden.

Deuten wir a, h als Punktcoordinaten in einer («&)-Ebene, so ist also

hier die fragliche Abbildung klar, wie nicht weiter ausgeführt zu

werden braucht.

Es hat sich somit als Verallgemeinerung der Sätze 2 und 3

ergeben:

Satz 4: Jede partielle Differentialgleichung erster Ordnung Ergebnis

TP/ \ A Diffgi. 1. 6.
F{x, y, z, p,q) =

im Maume {x, y, z) hat oo^ charakteristische Streifen. Wählt man die

Parameter a, h, c dieser Streifen in 'passender Weise und deutet «, h

als Punktcoordinaten in einer (ai)-Ebene, während c= , die Pichtungen

in dieser Ebene definiert^ so wird jeder charakteristische Streifen als ein

Liniendement in der {ab)-Ebene abgebildet. Je zwei vereinigten lAnien-

elementen der {ab) -Ebene entsprechen dahei zivei solche unendlich be-
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nachharte charakteristische Streifen, von denen jedes Flächenelement des

einen mit den unendlich benachbarten Flächenelementen des anderen ver-

einigt liegt. Jedes (nicht singulare) Integralgebilde, das ein Verein von

oo^ Flächenelementen ist, wird von oo^ solchen charakteristischen Streifen

erzeugt, die sich als die Linienelemente eines Elementvereins in der (ab)-

Ebene abbilden. Umgekehrt entsprechen den Linienelementen eines Vereins

in der (ab) -Ebene solche oo^ charakteristische Streifen, die ein Integral-

gebilde von oo^ FläcJienelementen erzeugen.

Wir stellen die einander bei der Abbildung entsprechenden Gebilde

tabellarisch zusammen

:

(a6)-Ebene.
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Wählen wir in der Ebene, in der j, t) gewöhnliche Pnnktcoordi-

naten bedeuten mögen, eine beliebige Curve:

Hi^, 9) = 0,

die nicht zufälligerweise eine Charakteristik ist, so liegt diese Curve

auf einer bestimmten Integralfläche (oder doch nur auf einer discreten

Anzahl von Integralflächen), wie wir in § 3 des 11. Kap., S. 502, ge-

sehen haben. Wir construierten sie dadurch, dass wir diejenigen cx;^

Integralflächen der vollständigen Lösung (33) auswählten, welche die

vorgelegte Curve berühren. Diese oo^ Flächen werden von der frag-

lichen Integralfläche umhüllt. Die oo^ Flächen schneiden die gewählte

Ebene in oo^ Curven, und diese Curven werden von der Curve

umhüllt.

Wenn wir jetzt die Schnittcurve der gewählten Ebene mit einer Biid eiuer

Integralfläche als das Bild der Integralfläche bezeichnen, so werden die
^"*''«'"*^*^

oo- Integralflächen der vollständigen Lösung (33) zu Bildern cx)^ Curven

in der Ebene haben. Unter diesen Curven sind oo^ Enthalten, die von

der beliebig gewählten Curve

umhüllt werden. Diese oo^ Curven sind die Bildcurven derjenigen oc^

Integralflächen der vollständigen Lösung (33), deren Umhüllende gerade

die Integralfläche ist, die durch die gewählte Curve ^ = hindurch-

geht und also diese Curve zur Bildcurve hat.

Bei der jetzigen Abbildung werden somit die oo^ Integralflächen

der vollständigen Lösung (33) als gewisse oo^ Curven in der Schnitt-

ebene abgebildet, während eine beliebige Integralfläche als die Um
hüllende von beliebigen oo^ dieser cx)'^ Curven abgebildet wird.

Betrachten wir zwei einander längs einer Curve, also nach § 3 des

11. Kap., Satz 3, S. 503, längs einer Charakteristik berührende allgemeine

Integralflächen. Sie haben längs der Charakteristik einen charakte-

ristischen Streifen gemein. Die Schnittebene trifft die beiden Flächen

in zwei Curven, die einander berühren, also ein Linienelement gemein

haben, und zwar liegt dies Linienelement offenbar in demjenigen

Flächenelement des charakteristischen Streifens, dessen Punkt in der

Schnittebene liegt. Wir können daher sagen, dass jedem cJiaräkte-

ristischen Streifen in der Ebene ein Linienelement entspricht, ncimlich liinienei.

dasjenige, in dem der Streifen die (je tf)-Ebene schneidet. a. char.

Nehmen wir wieder in der (j^)-Ebene eine beliebige Curve

^(?,9) =
Lie, Geometrie der Berühruugstransformationen I. 3.'> [28.11. 1896.]
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an, die nicht zufälligerweise selbst eine Charakteristik ist. Sie nm-

hüUt oü^ der oc^ Curven, in denen die Integralflächen der vollständigen

Lösung die Ebene schneiden. Die durch sie gehende Integralfläche

berührt die zu diesen oo^ Curveu gehörigen Integralflächen der voll-

ständigen Lösung längs oc^ Charakteristiken, hat also mit jeder einen

charakteristischen Streifen gemein und zwar den Streifen, der nach dem

Vorhergehenden zum Bilde dasjenige Linienelement der Curve iIj =
hat, in dem der Streifen die Ebene schneidet.

Vereinigte Zwei Unendlich benachbarte Linienelemente in der (rö)-Ebene
Iiimenelem. \c //

S'ind insbesondere dann vereinigt, wenn sie auf einer Curve t/; =
gelegen sind. Da dieser Curve im Räume eine Integralfläche und den

beiden Linienelementen zwei unendlich benachbarte charakteristische

^^char^***
Streifen auf dieser Integralfläche entsprechen, so folgt, dass die beiden

streifen. Streifen die Eigenschaft haben, dass jedes Flächenelement des einen

mit den unendlich benachbarten Flächenelementen des anderen vereinigt

liegt. Wenn umgekehrt zwei charakteristische Streifen diese letztere

Eigenschaft haben, so werden sie ofi'enbar von der Ebene in zwei

Punkt als vereinigten Linienelementen geschnitten. Betrachten wir insbesondere

ve^in. alle Linienelemente eines Punktes in der Schnittebene. Sie gehören

zu solchen oo^ Curven durch den Punkt, in denen oo^ Integralflächeu

der vollständigen Lösung die Bildebene schneiden. Diese oo^ Flächen

haben ein umhüllendes Integralgebilde, das mit der Ebene nur jenen

Punkt gemein hat. Die durch die Linienelemente des Punktes gehenden

charakteristischen Streifen erzeugen das Integralgebilde. Dasselbe wird

im allgemeinen eine Fläche sein, kann aber auch nur eine Curve sein.

Dieser Fall kann jedoch, wenn die Differentialgleichung nicht linear

ist, wie wir voraussetzten, nicht für jeden Punkt in der Schnittebene

eintreten, weil sonst durch jede der oo^ charakteristischen Curven je

oü^ charakteristische Streifen gingen, was absurd ist, da nur oo^ solche

Streifen vorhanden sind.

Unsere Betrachtungen zeigen, dass durch zwei vereinigte Linien-

elemente der Ebene stets zwei solche benachbarte charakteristische

Streifen gehen, von denen jedes Element des einen mit den benach-

barten Elementen des andern vereinigt liegt.

Wir können diese Abbildung sofort auch auf den Fall übertragen,

TAn. Diffgi.in dem die vorgelegte partielle Dijfferentialgleichung linear in p, q ist.

Denn auch in diesem Falle dürfen wir voraussetzen, dass die voll-

ständige Lösung (33) aus oo^ Integralflächen bestehe, und können

daher genau dieselbe Betrachtung wie im allgemeinen Fall anstellen.

Der einzige Unterschied besteht darin, dass jetzt jeder Punkt der
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Schnittebene, sobald man ihn als Verein auffasst, ein solches Integral-

gebilde liefert, das aus allen oo^ Elementen einer Curve, also einer

Charakteristik, besteht.

In dem Falle, in dem die vorgelegte partielle Differentialgleichung

frei von p, €[ ist, versagt dagegen unser jetziges Abbildungsverfahren,

denn in diesem Falle sind die Integralgebilde auf einer Fläche ver-

teilt und sehneiden nicht sämtlich eine allgemein gewählte Ebene.

Wir sprechen daher den Satz aus:

Satz 5: Liegt im Baume {x,y,z) eine partielle Differentialgleichung Ergebnis.

erster Ordnung
F(x, y, z, p,q) =

vor, die nicht von p und q frei ist, und werden die Linienelemente, in

denen eine feste Ebene die oo^ charakteristischen Streifen schneidet, als

die Bilder dieser Streifen bezeichnet, so entsprechen zwei vereinigten Linien-

elementen stets zwei solche unendlich benachbarte charakteristische Streifen,

von denen jedes Element des einen Streifens mit den unendlich benach-

barten Elementen des anderen vereinigt liegt, und umgekehrt. Jedes Integral-

gebilde von od^ Elementen bildet sich als ein Elementverein in der Ebene

ah. Umgekehrt ist jeder Elementverein in der Ebene, der keine charak-

teristische Curve ist, das Bild eines Integralgebildes von po^ Elementen.

Wir haben in diesem Paragraphen zwei Abbildungen der Integral-

gebilde, insbesondere der charakteristischen Streifen, auf Ebenen kennen

gelernt. Zur Übersicht stellen wir die einander dabei entsprechenden

Gebilde tabellarisch zusammen:

(«&)- Ebene.
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Die beiden Abbildungen haben also das Folgende gemein: Bei

jeder ist das Bild eines charakteristischen Streifens ein Linienelement,

und umgekehrt. Vereinigten Linienelementen entsprechen unendlich

benachbarte charakteristische Streifen, von denen jedes Element des

einen mit den unendlich benachbarten des anderen vereinigt liegt.

Jedem Verein in der Ebene entspricht ein Integralgebilde von c3o^

Flächenelementen, Der Unterschied beider Abbildungen besteht nur

darin, dass bei der einen die Integralgebilde einer gewissen vollstän-

digen Lösung als Punkte, bei der anderen im allgemeinen als oo^ Curven

in der Ebene abgebildet werden.

Wir können nun direct die (a&)-Ebene mit der (j^)-Ebene ver-

knüpfen: Jedem Linienelement der (a 6) -Ebene entspricht im Räume

ein charakteristischer Streifen, und diesem Streifen entspricht in der

s ^cben (j^)-Ebene wieder ein Linienelement. Jedem Linienelement der (ab)-

^"^^^^^J^- Ebene ist also ein Linienelement der (i\))- Ebene zugeordnet. Diese Zu-
«i^ra^^ten ordnung findet offenbar auch im umgehehrten Sinne statt. Dabei ent-

Ebenen. sprechcu fcmer zwei vereinigten Linienelementen der einen Ebene stets

zwei vereinigte Linienelemente der anderen, also jedem Elementverein

der einen Ebene ein Elementverein der anderen.

Nach § 3 des 2. Kap. ist daher die Zuordnung zwischen beiden

ruhrangs- Bildebenen durch eine Berührungstransformation herstellbar.

trf

Wir haben also gefunden:

Satz 6 : Liegt im Baume (x, y, z) eine partielle Differentialgleichung

erster Ordnung
F{x,y,0,p,q) = O

mit einer Dollständigen Lösung, bestehend aus oo^ Flächen:

(x, y, z, a, b) = 0,

vor, sodass je cx>^ dieser Flächen, die durch eine Belation

CO {a, b) =
ausgewählt werden, als umhüllendes Gebilde ein allgemeines Integralgebilde

von oü^ Elementen bestimmen, so können diese allgemeinen Integralgebilde

einerseits auf eine Ebene mit den Punktcoordinaten a,b als Elementvereine

und andererseits auf eine feste Ebene im Baume durch Schneiden als

Elementvereine abgebildet werden. Dadurch wird zwischen beiden Ebenen

eine Zuordnung der Elementvereine hergestellt. Diese Zuordnung wird durch

eine Berührungstransformation der einen Ebene in die andere Ebene

vermittelt.
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Um diese Berührungstransformation auch analytisch herzustellen, wird es Aji»'- Be-

genügen, wenn wir dabei die (jlj)- Ebene etwa als die Ebene e = wählen, so- ^ ^'j™^^

dass wir dann direct j == a;, \) = y setzen können. Die Gleichung: Berührtrf.

(33) ${x,y,z,a,h) =
stellt bei bestimmt gewählten a, b eine Integralfläche der vollständigen Lösuug
dar. Ihr entspricht in der (a&)- Ebene der Punkt (a, b). In der (jt))- Ebene ent-

spricht ihr die Curve

(34) *(3C,^, 0, a,6)==0.

Bei der gesuchten Berührungstransformation, welche die (a&)-Ebene in die (j^)-

Ebene überführt, muss also der Punkt (a, b) in die Curve (34) übergehen Nach

§ 4 des 2. Kap. (vgl. daselbst insbes. Satz 7,. S. 50, und Theorem 1 , S. 54) muss

sich daher die Berührungstransformation durch Auflösung des Gleichungensystems:

35) *fe,?,0,a,;,) = 0, g- + g^c = 0,
i^
+ ^i = o

nach j, 1), l)' ergeben. Man erhält alsdann das Linienelement (j, ^, 1)') der (jt))-

Ebene, das dem Linienelement ja, 5, c = —
)
der (afe)-Ebene entspricht. In (35)

soll $ natürlich überall die Function ^(jc, t), 0, «, h) sein.

Wir wollen verificieren, dass die durch (35) bestimmte Bei-ühnmgstrans-

formation in der That die oben betrachtete Beziehung zwischen den Element-

vereinen bei der Ebene darstellt: Wir wählen eine Curve

(36) ca(a,&) =
in der (a 6) -Ebene. Ihr entspricht im Räume die Integralfläche, die durch Elimina-

tion von a, b, c aus den vier Gleichungen hervorgeht, die wir oben mit (19)

bezeichneten (S. 535), nämlich aus den Gleichungen

!^{x,y,z,a,h) = 0, ü)(a, &) = 0,

C^ , c^ . dm . da
da cb ca cb

Ferner enthält die Curve (36) die oo' Linienelemente |a, 6, c= .), für die

(38) a,(a, 6) = 0, |^ + |^c =

ist. Wollen wir die oo^ Linienelemente (j, l), \)') erhalten, die diesen Linien-

elementen vermöge der Berührangstransformation (35) in der (j)))- Ebene ent-

sprechen, so haben wir aus den Gleichungen (35) und (38) a, &, c zu eliminieren.

Die Curve dieser oo* Linienelemente (j, 1^, l)') ergiebt sich analytisch durch Eli-

mination von a, b, e und tf aus den fünf Gleichungen (35) und (38). Da nur die

letzte Gleichung (35) die Grösse q' enthält, so wird die Curve dadurch erhalten,

dass man a, b, c aus den vier Gleichungen

r$(j,J),0,a,&) = 0, ü,(a, &) = 0,

(39) a$ , a* ^ da> , d<o

[ca ' db da db
fortschafft.

Andererseits schneidet die Integralfläche, die nach Elimination von a, b, c

durch (37) dargestellt wird, die (j^)-Ebene oder also die Ebene ^ = in der

Curve, die durch diese vier Gleichungen dargestellt wird, wenn man in ihnen
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aj^j, 7/ = ^, z = setzt und dann a, h, c eliminiert. Aber durch die Sub-

stitution a; = j,2/ = ^,^ = gehen aus (37) gerade die Gleichungen (39) hervor.

Mithin sehen wir auch analytisch, dass die durch (35) definierte Berührungs-

transformation eine Curve
CO (a , fe) =

in die Curve der (j^)- Ebene überführt, in der diese Ebene von der Integralfläche

(37) geschnitten wird.

Beispiel. Beispiel: Ein wichtiges Beispiel zur Illustration dieser Theorie haben wir

in § 1 und 2 des 10. Kap. betrachtet. Damals sprachen wir (S. 432) von den

Miminalgeraden

j(l-s*)X+^•(l^-s^)^-f 2sZ+F =0,
^ '

[ 2s X— 2isY~2Z—F' =
des Raumes (X, Y, Z). Sie sind die Charakteristiken der partiellen Differential-

gleichung erster Ordnung (S. 420):

Eine allgemeine Integralfläche dieser Gleichung ist eine Developpabele , die den

Kugelkreis enthält. Berühren zwei solche Flächen einander längs einer Curve, also

längs einer Charakteristik, d. h. längs einer Minimalgeraden, so haben sie längs

dieser Geraden einen charakteristischen Streifen gemein. Die oo^ charakteristischen

Streifen werden also hier von den Flächenelementen gebildet, die längs der oo'
Minimalgeraden in den Minimalebenen (S. 429) durch die Minimalgeraden liegen.

Allgemein sind die Gleichungen (40) die einer Minimaldeveloppabeln , also einer

Integralfläche, sobald darin F = F{s) und F' = F' (s) gesetzt und s alsdann

eliminiert wird (S. 432). Die erste Gleichung (40), nämlich:

(1 — s*)X-f ^•(l +s^)Y-\- 2sZ-\- F= 0,

stellt bei beliebigen Werten von s, F die oo^ Minimalebenen dar. Sie bilden

eine vollständige Lösung der partiellen Difterentialgleichung (41). Hier sind also

s, JP' an die Stelle von a, b getreten, während die Relation F= F{s) der Glei-

chung cö(rt, fc) = entspricht. Wir sagten in § 2 des 10. Kap., S. 434, dass sich

jede Minimalgerade (40) als Linienelement in der Ebene Z = abbildet, nämlich

als das Linienelement, dessen Punkt der Schnittpunkt der Minimalgeraden mit der

Ebene Z = ist, während die Gerade des Elementes die Schnittgerade der Ebene
Z = mit derjenigen Minimalebene ist, welche die betrachtete Minimalgerade

enthält. Factisch also ist dies Linienelement der Schnitt der Ebene Z = mit

dem charakteristischen Streifen längs der Minimalgeraden. Jeder Elementverein

der Ebene Z = lieferte eine Minimaldeveloppabele im Räume , also eine In-

tegralfläche. Diese Abbildung ist nichts anderes als der Schnitt der Ebene Z =
mit allen Integralflächen (vgl. S. 434), also die zweite der oben im Texte be-

trachteten Abbildungen. Andererseits deuteten wir s, F, also die Grössen, die

den Parametern o, b des Textes entsprechen, in § 3 des 10. Kap., S. 444, als recht-

winklige Punktcoordinaten in einer Ebene. Diese Deutung liefert die erste Ab-
bildung des Textes. Vermöge ihrer werden die oo^ Minimalebenen, also die In-

tegralflächen der vollständigen Lösung, als die Punkte der Ebene dargestellt.

Aus unseren Entwickelungen, die eine Beziehung zwischen den

(X)^ charakteristischen Streifen der partiellen Differentialgleichung F==0
und den oo^ Linienelementen einer Ebene lieferten, folgt, dass jeder

Satz über die Elementvereine in der Ebene einen Satz über die Integral-
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gebilde der partiellen Differentialgleichung ergiebt. Von diesem Prin-

cipe werden wir im weiteren Verlauf dieses Kapitels Gebrauch maclien.

Hier wollen wir nur Einiges hervorheben: Zunächst haben wir

schon oben, S. 546, erkannt, dass der folgende Satz gilt, der hier noch

ausdrücklich formuliert werden möge:

Satz 7: Alle diejenigen charaliteristischen Streifen einer partiellen ^^^^\

Differentialgleichung erster Ordnung: durchweinen

F{x,y,z,p,q) =
im Baume {x, y, z), die durch einen gemeinsamen Punfct allgemeiner

Lage gehen, erzeugen ein Integralgebilde von oo^ Elementen. Dasselbe

ist im Allgemeinen eine Fläche, Jcann sich aber auf eine Curve oder auf

einen PunJct reducieren.

Hieraus folgt weiter:

Satz 8: Alle die charaliteristischen Cu/rven einer partiellen Differential- curvon

gleichung erster Ordnung im Räume (x, y, s), die durch einen gemeinsamen einen

Funkt von allgemeiner Lage gehen, erzeugen, tvenn es deren unendlich viele

giebt, eine Integralfläclie.

Hieraus folgt, dass, wenn die Charakteristiken zweier unendlich

benachbarter charakteristischen Streifen einander schneiden, alsdann

jedes Element des einen Streifens mit den benachbarten Elementen

des anderen vereinigt ist.

Betrachten wir zwei solche charakteristische Streifen, die von zwei

Flächenelementen in vereinigter Lage ausgehen. Construieren wir eine

Ebene, die durch die Punkte dieser beiden Flächenelemente hindurch,

geht, so wird sie beide in zwei Linienelementen schneiden, die ver-

einigt liegen.

Benutzen wir nun diese Ebene als die Bildebene bei der zweiten

Abbildung, so folgt aus Satz 5 unmittelbar der

Satz 9: Liegen zwei Flächenelemente {x, y, z, p, q) der partiellen gfref/eu

Differentialgleichung erster Ordnung: vereinigte
Flächenel.

F{x,y,z,p,q) =
im Raums {x, y, z) vereinigt, so liegen auch die durch diese Fläclien-

elemente gehenden charakterischen Streifen so, dass sie einander unendlich

benachbart sind und jedes Element des einen Streifens mit jedem un-

endlich benachbarten Element des anderen Streifens vereinigt ist.

Allerdings ist zu bemerken, dass die zum Beweise benutzte Ab-

bildung auf einer Schnittebene bei den von p, q freien partiellen

Differentialgleichungen versagt (nach S. 547). Aber in diesem Falle

ist der Satz evident.
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FiR. 92.

Aiig. Wenn wir nun eine beliebige Curve c im Räume wählen (siebe
Constr. ö

1 /N . 1
d. Integral- fig^ 92)^ die keine Charakteristik ist, und längs der Curve die oo^

Flächenelemente construieren, welche

die Curve berühren und der partiellen

Differentialgleichung angehören , so

bilden diese oo^ Elemente einen Element-

streifeu. Auf je zwei consecutive Ele-

mente des Streifens können wir den

Satz 9 anwenden. Mithin construieren

wir die (3Q^ charakteristischen Streifen y

durch diese Elemente und erhalten

dann als Inbegriff der Streifen y ein

Integralgebilde. Dies Integralgebilde

enthält die von den Punkten p,Px,P2 •

der Curve c ausgehenden oo^ Charakte-

ristiken der Streifen y. Diese Erzeugung

der Integralflächen haben wir im Grunde schon in § 4 des 11. Kap., S. 512,

kennen gelernt. Dies Ergebnis sprechen wir so aus:

Theorem 23: Liegt eine partielle Differentialgleichung erster

Ordnung im Baume (x, y, z):

F(x,y,2,p,q) =
vor und wird aus der Schar der oo* Flächenelemente {x, y, z,p, q),

die der Gleichung F=0 genügen, nach einem allgemeinen Ge-

setz eine solche Schar von oo^ Elementen herausgegriffen, die

zwar einen Elementstreifen, aber keinen charakteristischen

Streifen darstellt, so erzeugen die durch diese oc^ Elemente

gehenden charakteristischen Streifen einen Verein von oc^

Elementen, der ein Integralgebilde der Differentialgleichung

ist; und so lassen sich alle allgemeinen Integralgebilde von

oo^ Elementen erzeugen.

Wir haben im Fall einer nicht linearen partiellen Differential-

gleichung in § 3 des 11. Kap., S. 500, gesehen, dass die oc^ auf einer

allgemeinen Integralfläche gelegenen charakteristischen Curven eine

Umhüllende (liückkehrcurve) besitzen. Diese Umhüllende ist eine

Integralcurve der Monge'schen Gleichung, die der partiellen Differential-

gleichung zugeordnet ist. Insbesondere kann die Umhüllende sich auf

einen Punkt reducieren.

Hiermit haben wir die Umkehrung jener wichtigen Bemerkung

gefunden, die wir auf der vorigen Seite an den Satz 8 anknüpfen

konnten, sodass sich der folgende Satz ergeben hat:
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Satz 10: oc^ clmrakteristische Curven der nic}it linearen partiellen

Differmtialgleichung

F{x,y,z,p,q) =
im Räume (x, ij, 0) erzeugen dann und nur dann eine Integralfläche,

wenn je zwei unendlich benachharte unter diesen Cu/rven einander schneiden,

anders ausgesprochen: wenn die 00^ Curven eine Umhüllende haben.

Hiennit sind wir auch zu der Art gelangt, wie Monge die Be-

stimmung der Integraicurven einer Monge'schen Gleichung auf die

Integration der zugehörigen partiellen Differentialgleichung zurückgeführt

hat, da sich der Satz ergeben hat:

Satz 11: Liegt eine Monge'sche Gleichung im Baum£ {x, y, z) vor:

^{x, y, z\ dx, dy, dz) = 0,

so findet man ihre Integraicurven, indem man die zugehörige partielle

Differentialgleichung erster Ordnung

F{oc,y,z,p,q) =
integriert und die BücJckehrcurven auf ihren Integralflächen, d. h. die

Umhüllenden der CJiaraJcteristilcen auf ihren Integralflächen construiert.

Ein Beispiel hierzu giebt die Art, wie wir in § 2 des 10. Kap.,

S. 433, die Minimalcurven bestimmten.

Bei allen diesen Sätzen ist zu bemerken, dass sie für Ausnahme-

stellen im Räume versagen können. Solche Ausnahmen sind jedoch

wie immer dadurch zu vermeiden, dass man sich auf einen passenden

Bereich beschränkt.

Schliesslich legen wir uns hier noch die Frage vor, wie die 00^ Anai.

charakteristischen Streifen einer beliebigen partiellen Differentialglei- charakt.

chung erster Ordnung
F(oc,y,z,p,q) =

analytisch zu definieren sind. Diese Frage lässt sich leicht beant-

worten: In § 4 des 11. Kap. haben wir gesehen, dass diejenigen 00^

Flächenelemente (x, y, z, p, q) einer nicht linearen partiellen Differential-

gleichung jP == 0, die längs einer charakteristischen Curve gelegen

sind, dem System von vier simultanen gewöhnlichen Differentialglei-

chungen erster Ordnung

//io\ ^ ^^y '^^ '^P ^2

genüge leisten (S. 507). Nun sind diese 00^ Flächenelemente gerade
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die eines charakteristischen Streifens, also werden die oo^ charakteristi-

schen Streifen durch das System (42) definiert.

Hierbei ist natürlich zu beachten, dass die Grössen oc,y, z,p,q

an die Gleichung F == gebunden sind. Wir bemerkten schon früher,

dass F selbst ein Integral von (42) ist. Wenn wir z. B. q aus F=
als Function von x, y, s, p berechnen und in (42) einsetzen, so können

wir das letzte Glied dieses Systems fortlassen. Die durch die ver-

bleibenden Glieder dargestellten drei Gleichungen in x, y, 2, p haben

drei von einander unabhängige Integrale

^1 (^; y, ^, P) = Cu ^2 (^; y, ^, P) = ^2; ^3 (^, y, ^, P) = Gi,

die zusammen mit F=0 die ocfi charakteristischen Streifen (c^ , Cg
, %)

darstellen.

Ist die vorgelegte partielle Differentialgleichung erster Ordnung

linear in p, q, also von der Form:

(43) F=Xp+ Yq — Z==0,

so genügen ihre oo^ charakteristischen Streifen ebenfalls dem System (42).

Denn nach S. 541 liegen auf jeder Fläche z = <p{x,y), die dieser

Gleichung genügt, oo^ Charakteristiken, längs deren

(AA\ ^^ _ ^^y — ^^
^^^ X ~ Y ~ Z

ist. Längs einer Fortschreitungsrichtung (dx : dy : dz) auf der Fläche

ist nun, da p = (p^, q == (p,j ist:

(45) dp == q}a:x dx + (pxy dy, dq = (p^cy dx -f- (p,j,j dy.

Da andererseits (43) durch z = (p, p = cpx, q = <Pi/ identisch erfüllt

wird, so giebt die Differentiation von (43) nach x bez. y:

Xcpx. -f Y<p,, -f (X, + X,p)p + (r. -f Y,p)q - (Z. + Z,p) = 0,

xg>,, + Y<p,, + (X, -f x,q)p + (r, + Y^qh - (^. + ^^2) =
oder also nach (43) und (44):

..r.\ jXg}:cx + Y(px!; = — F^ — F,p,

\X(pa:,J + Y(pyy = — Fy — F,q.

Elimination von (p^x, fpxy und tpyy aus den Gleichungen (44), (45), (46)

liefert genau die obigen Gleichungen (42), da ja hier X ee^ F.p, Y . ^ Fq,

also Z=Xp-\-Yq^ Fpp -\- F^q ist.

Ist endlich die vorgelegte partielle Differentialgleichung frei von

p, q, also von der Form:

Fix,y,z)=:=0,

so reducieren sich, wie wir auf S. 543 sahen, die oo^ charakteristischen

Streifen auf die oo^ Büschel von Flächenelementen, deren Axen die



§ 3. Existenzbeweis für die vollständige Lösung. 555

Linienelemente der Fläche F= sind. Für die oo^ Flächenelemente

{x,yjZyP,(jj) eines solchen Büschels haben x, y, z constante Werte,

sodass dx = 0, dy = 0, dz = ist. Femer ist für diese Flächen-

elemente

--^—r—fjr- = Const.,

woraus bei festen x, y, z durch Differentiation folgt:

dp dq

Zusammen mit

dx = dy = dz =
geben diese Gleichungen für ein charakteristisches Büschel gerade die

Gleichungen (42), wie sie sich für den Fall darstellen, dass F frei

von p und q ist.

Es hat sich somit ergeben:

Satz 12: Jede partielle Diff'erentiakileichung erster Ordnutig System
von sim.

F{x,y,z,p,q) = ,Ä.
im Baume (x, y, z) hat <x>^ charakteristische Streifen, die durdi F=
und durch das System von vier simultanen geivöhnlichen Differential-

gleichungen

dx dy dz dp dq

^ "~ ^ ~ 'i\P + F,^^ ~ ^K^FTi "" ^F^F^q

definiert sind. FUtnitiiert man eine der fünf Veränderlichen x,y,z,p,q

mit Hülfe von F= aus diesem System, von dem F seihst ein Integral

ist, und integriert man alsdann das System, so ergebeti drei von einander

unabhängige Integrale i>i,tl'2) ^'3 die Gleichungen der 00^ charaJiteristischen

Streifen in der endlichen Form:

F=0, t^j = Const., 1^2 = C<5^^^-> V3 = Const.

Auf alle Betrachtungen dieses Paragraphen bezieht sich die

Bemerkung, dass wir von den slngulären Integralgebilden stets ab-

gesehen haben,

§ 3. Existenzbeweis für die vollständige Lösung.

Der erste wirkliche Beweis dafür, dass jede partielle Differential-

gleichung erster Ordnung, die durch eine analytische Gleichung dar-

gestellt wird , eine vollständigeLösung und infolge dessen nach Lagrange's

Theorie unendlich viele Integralflächen besitzt, die von willkürlichen

Functionen abhängen, rührt von C auchy her. Die Theorien von Lagrange
und Monge weisen aber schon darauf hin, dass dieser Existenzbeweis
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darauf reduciert werden kann^ nachzuweisen, dass ein gewisses System

von simultanen gewöhnlichen Differentialgleichungen integrabel ist.

Wir wollen uns hier auf den Standpunkt stellen, dass wir als

kungen. bekannt voraussetzen, dass jedes System von n — 1 simultanen gewöhn-

lichen Differentialgleichungen

:

dxy dx^ dx^

X~(Xi ...x^) ~ X^ {x^ ... x^)
— • • • — x^c^iTTT^)

'

in dem die Nenner X^, X^ . . . Xn analytische Functionen von x^ . . . Xn

sind, gerade n — 1 von einander unabhängige Integrale «f^ . . . Un — 1

hat, die selbst analytische Functionen ihrer Argumente Xi . . . Xn sind,

die mit den Functionen X^^, X^ . . . Xn einen Bereich von Wertsystemen

^1 . , . x,i gemein haben, innerhalb dessen sie sich alle regulär ver-

halten. Im Übrigen benutzen wir in diesem Paragraphen noch die

einfachsten Sätze aus der Theorie der analytischen Functionen. — Da
die linearen Differentialgleichungen mit Systemen simultaner gewöhn-

licher Differentialgleichungen äquivalent sind, so erkennen wir, dass

wir den Existenzbeweis nur für nicht lineare partielle Differential-

gleichungen erster Ordnung zu führen brauchen.

Wir haben gesehen, dass, sobald die partielle Differentialgleichung

F{x,y,z,p,q) =
eine vollständige Lösung, bestehend aus oo^ Flächen:

O{x,y,z,a,h) = 0,

hat, jede nicht singulare Integralfläche von oo^ charakteristischen

Streifen erzeugt wird und dass alle oo^ charakteristischen Streifen so-

wohl der Gleichung F= als auch dem System von vier simultanen

gewöhnlichen Differentialgleichungen

:

, , dx dy dz dp dq
y^^) -F^-f;— F^V+^F^q. - -F^~F^ - - F,j - F^q

genügen und hierdurch definiert sind.

Indem wir nun beweisen wollen, dass jede partielle Differential-

gleichung F == vollständige Lösungen besitzt, nehmen wir unseren

Ausgangspunkt in der Bemerkung, dass das System von vier simultanen

Gleichungen (47) stets, wie auch die Gleichung F == gegeben sein

mag, die cx)* Elemente (pc,y,0,p,g) dieser Gleichung i^==0 in oo^

Scharen von je oo^ Elementen zerlegt. Zunächst wollen wir beweisen,

dass jede dieser Scharen von oo^ Elementen einen Elementstreifen

bildet. Dies werden wir sogleich ausführlich darthun.
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Wir setzen dabei voraus, dass JP= eine analytische Gleichung

sei, sodass auch die Nenner in (47) analytische Functionen von x, y, z

sind, die sich innerhalb eines gewissen gemeinsamen Bereiches

regulär verhalten.

Nach unserer Vorbemerkung hat das System (47) vier von ein- integrat.

ander unabhängige Integrale, die analytische Functionen von x^ y, z,p, q von aim.

sind. Ein Integral ist F selbst, denn der Ausdruck

dF= F^dx -\-Fydy-\- F,dz + Fpdp -f F^dq

verschwindet infolge von (47) identisch. Eliminieren wir nun vermöge

F=0 etwa q aus dem System (47), so reduciert es sich auf ein

System von drei Gleichungen von der Form:

/^g\ dx
^^

dy ^ de ^^
dp

' ^ X{x,y,z,p) Y{x,y,z,p) Z{x,y,z,p) P{x,y,z,p)'

Innerhalb eines gewissen gemeinsamen Bereiches sind nun X, Y, Z, P
reguläre analytische Functionen ihrer vier Argumente x, y, 2, p. Das

System (48) hat drei von einander unabhängige Integrale z/;^, ^.^, ^3,

die innerhalb eines Bereiches zugleich mit x, y, z,p reguläre analytische

Functionen von x,y,z,p sind. Die vier Gleichungen mit den drei

Parametern c^^, c^, c^:

(49) F=0, ti=C„ ^2 = ^2, ^3 = ^3

ordnen die 00* Flächenelemente (x,y,z,p,q) der Gleichung F=0 in

oü^ Scharen an, von denen jede einzelne durch die Gleichungen (49)

bei gegebenen Werten der Constanten c^, c^, c^ dargestellt wird.

Wir behaupten, dass diese oo^ Scharen von je 00^ Elementen

sämtlich Elementstreifen sind, d. h. dass jedes Element dieser Schar

mit den benachbarten Elementen der Schar vereinigt liegt. In der That,

die 00^ Elemente (ic, 1/, z, Py q) einer solchen Schar können wir da-

durch analytisch darstellen, dass wir etwa q als irgend eine analytische

Function einer Hülfsveränderlichen t geben, worauf uns die vier

Gleichungen* (49) auch x, y, z, p als analytische Functionen von t

liefern. Die so erhaltenen Functionen x,y, z,p, q von r genügen dann

dem System (47), und es ist deshalb längs der Elemente einer jener

Scharen der Ausdruck
dz — pdx — qdy

nach (47) proportional

(F^p -^ F,q) - pF, - qF,,

d. h. identisch gleich Null. Die Bedingung der vereinigten Lage (vgl.

§ 1 , S. 523) ist also erfüllt.



Defin. d.

cbar.

Streifen.

558 Kap. 12. Die Theorie der pai-t. Diffgln. als Teil der Geometrie der Flächenel.

Somit sind wir zu oo^ Elementstreifen gelangt, und wir nennen
diese Streifen in diesem Paragraphen die charakteristischen Streifen der

Gleichung F= 0.

Wenn wir uns auf einen Bereich beschränken, in dem die Glei-

chungen (49) eindeutig auflösbar sind, so gehört jedes innerhalb dieses

Bereiches gelegene Flächenelement (x, y, z, p, q) der Gleichung F=
einem und nur einem charakteristischen Streifen an. Hiermit sind ins-

besondere diejenigen Flächenelemente ausgeschlossen, für die alle Nenner

der Gleichungen (47) verschwinden.

Wenn wir die Glieder des Systems (47) oder (48) gleich dr setzen,

so können wir uns die oo^ charakteristischen Streifen in der Weise

bestimmt denken, dass wir unter x, y, s, p, q diejenigen analytischen

Functionen von r verstehen, die der Gleichung F=0 sowie dem

System

fP,(\\
dx _dy_ __dl dp dg _ ,

genügen. Dabei dürfen wir den Functionen x,y, z,p,q beliebige An-

fangswerte Xq, i/o, ^oji^o? % innerhalb des Bereiches vorschreiben. Die

oü^ charakteristischen Streifen werden also durch fünf analytische

Gleichungen von der Form:

(51) x = l {Xq, i/o, ^0, PqjQqj-^), ^ = q K; Vq, ^07 Pq, %, "f)

definiert sein, die sich für t = auf x = Xq, ... q = q^ reducieren.

Die fünf Parameter Xq . . . qQ sind natürlich nicht sämtlich wesent-

lich, sondern nur drei von ihnen, da es nur oo^ charakteristische

Streifen giebt.

Beliebiger Nunmchr wählcu wir innerhalb des Bereiches einen beliebigen
Element-

_ y
streifen. Elemeutstreifen, der hein charakteristischer Streifen ist und etwa definiert

sei durch die folgenden analytischen Gleichungen, in denen wir zur Unter-

scheidung oCq, yQ, 0Q, Pq, q^ als Coordinaten wählen:

(52) x, = ^(t), yo = d(t), ^0 = 3(0, i>o = ?(0, ^0 = 0(0-

Die Bedingung der vereinigten Lage (vgl. § 1, S. 523):

d2 — pdx — qdy ==

soll also von diesen oo^ Elementen erfüllt sein, d. h. es soll für diese

sein. Dass andererseits die Functionen (51) die Bedingung der ver-

einigten Lage erfüllen, wissen wir.

1

Anal.
Darst.
d. char.

Streifen.

Functionen identisch
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Jetzt verstehen wir unter (xq, yQ, Sq, Pq, q^ ein beliebiges der oo^ ^^^^

Elemente des Elementstreifens (52) und lesen durch dies Element den streifen
\ / o durch e.

betreffenden charakteristischen Streifen (51). Für ein beliebiges Ele-
Clement

ment {x, y, z, p, q) dieses Streifens ist dann: streifen.

(54) X = i(I{t), .... £i{f), t), q = q(3e(^, .... £l(f), t),

sodass X . . . q analytische Functionen von t und t werden. Lässt man
t, X sich continuierlich ändern^ so erhält man hiermit die Coordinaten

(X, y, z,p, q) aller oo"^ Flächenelemente derjenigen oo^ charakteristischen

Streifen, die durch die Flächenelemente des gewählten Elementstreifens

(52) gehen.

Alle diese oc^ Flächenelemente genügen der vorgelegten partiellen

Differentialgleichung F= 0. Wir behaupten, dass sie einen Element-

verein bilden. Ist dies bewiesen, so liegt also in (54) ein Integral-

gebilde von oo^ Elementen vor.

Um die Behauptung zu beweisen, beachten wir, dass jedem Werte- ^'achweis

paar t, r ein Flächenelement (54) entspricht. Es handelt sich also ^*8e.

darum, nachzuweisen, dass die Elemente (t, r) und (t -\- dt, t -\- dx)

vereinigt liegen, d. h. die Bedingung

dz — pdx — qdy =
erfüllen. Nun ist aber für diese beiden Elemente:

{bb)dz-pdx-qdy={^^-pl^-q'^)dt^[^^-p'^-q'£)dx.

Hierin bedeuten x,y, z,p, q die Functionen (54) von t und t.
-r'Vd'

Der Coefficient von dx ist identisch gleich Null. Denn für die Beweises.

Functionen (51) von x ist, wie wir wissen,

dz dx dy ^
-z p-, 2-^^ = 0.
dz ^ dz ^ dz

Wenn wir in diese Functionen (51) für Xq, y^, Zq, Pq, q^ die Werte (52)

einsetzen, so bleibt nach wie vor diese Identität richtig. Also ist der

Coefficient von dx in (55) in der That identisch gleich Null.

Dass nun auch der Coefficient von dt verschwindet, ist nicht ganz zweiter

.
Teil d.

so einfach zu erkennen. Wir beweisen dies so: Es ist, wenn unter Beweises.

x,y,z immer die Functionen (54) von t und x verstanden werden:

d (dz dx cy\ c Icz dx dy\ dp ex cq dy(^ — r>— — n-'^\^ — (^ — 'n— n^\ — ^^ — ^ ~^ 4-
dr\dt ^ dt ^ dt) — dt \dz ^ dz ^dzj dz dt dz dt

~^

dp dx , dg dy
' dt dz '' dt dz

Der in der Klammer rechts stehende Ausdruck ist, wie soeben gezeigt
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wurde, identisch gleich Null. Da ferner die Functionen (54) die Glei-

chungen (50) befriedigen, so können wir schreiben:

'—dt ^'\dt ^^ dt ^dtj'

Für die Functionen (54) ist aber F^O. Also bleibt:

d (dz dx dy\ jp [dz dx dy\

dt [dt ^ dt ^dtj— -^'[dt ^ dt ^ dt)

Hierin sind natürlich immer in F^ die Functionen (54) von t und x ein-

gesetzt zu denken, sodass F^, eine gewisse Function von t und x

bedeutet, die in unserem Bereiche endlich ist.

Die letzte Gleichung integrieren wir nun über x von t: = an

bis zu einem beliebigen Werte von x. Für x = reducieren sich

^) y^ ^) Py Q. nach (51) auf Xq, %, Zq, p^, q^, d. h. auf die Werte (52).

Also giebt die Integration:



§ 3. Existenzbeweis für die vollständige Lösung. 561

den charakteristischen Streifen, dem dies Flächenelement angehört. Zu
jedem Linienelement der Ebene gehört daher ein bestimmter durch ihn

gehender charakteristischer Streifen (51).

Wählen wir in der Ebene einen Elementverein und die Curve

dieses Elementvereins als die Curve des oben benutzten beliebigen

Elementstreifens (52), so stellen die Grleichungen (54) die oo^ charak-

teristischen Streifen dar, die durch die Linienelemente des Element-

v"fereins gehen und eine Integralfläche erzeugen. Wenn wir nun in

der Ebene oo^ Elementvereine auswählen, die also alle oo^ Linien-

elemente der Ebene enthalten, so gehören zu ihnen oo^ Integralflächen

(54), in denen alle oo^ charakteristischen Streifen (51) enthalten sind.

Diese oo^ Integralflächen enthalten daher alle oo* Flächenelemente der

vorgelegten Differentialgleichung F == und stellen eine vollständige Existenz
einer vollst.

Lösung dar. Lösg.

Es hat sich somit insbesondere ergeben:

Theorem 24: Ist eine partielle Differentialgleichung erster

Ordnung in x, y, z durch eine analytische Gleichung

F{x, y, 2,p,q) =
definiert, so hat sie stets eine vollständige Lösung, bestehend

aus oü^ Integralgehilden, die durch analytische Gleichungen

zwischen x, y, z, p, q und zwei Parametern a, h dargestellt

wird.

Im vorigen Kapitel zeigten wir, wie Lagrange und Monge auf

den Begriff: charakteristische Curven geführt wurden. Da wir nun in

dem gegenwärtigen Kapitel den Begriff: Fläche durch den allgemeinen

Begriff: Elementverein ersetzt und demgemäss die ganze Integrations-

theorie vom Standpunkt der Geometrie der Flächenelemente aus ent-

wickelt haben, haben wir den Begriff: charakteristische Curve durch

den naturgemäss zweckmässigeren Begriff: charakteristischer Streifen

ersetzen müssen. Mit Zugrundelegung der beiden Begriffe: Element

und Elementstreifen ist es uns gelungen, die Hauptsätze der Theorie

in einfacher und dabei allgemeingültiger Weise zu formulieren.

Wenn wir nun aber auch der Ansicht sind, dass sich diese Fassung

der Hauptsätze jedenfalls ihrem Inhalte nach nicht weiter verbessern

lässt, so müssen wir doch auf der anderen Seite anerkennen, dass sich

ihre Begründung, die wir im Vorhergehenden absichtlich an die ge-

schichtliche Entwickelung der Theorie angeknüpft haben, zugleich

knapper und schärfer formulieren lässt.

Ine, Geometrie der Berüliriingstransfnrmationen I. 36 [28. II. 1896.]
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Directe ^jj. wollen deshalb hier in knappen Worten eine von der ur-
Begründg. ^ ^
Aer Theorie. gj^ß^gl^(>j^g^ JSntwickelung unabhängige, directe Theorie der partiellen

Differentialgleichungen gehen.

Vorgelegt sei also die partielle Differentialgleichung erster Ordnung

F(x, y, z, p,q)==0

im Räume (x, y, z). Ein jeder Elementverein, dessen Elemente der

Gleichung F=0 genügen, heisst ein Integralgebilde. Wir betrachten

die eventuell vorhandenen Integralgebilde von oo^ Elementen, die

Flächen darstellen. Jedem Punkte (x, y, z) eines solchen Gebildes

ordnen wir durch die Gleichung:

dx : dy = Fp : Fq

eine Richtung auf dem Integralgebilde zu. Wir schliessen dabei den

Fall aus, dass Fp und Fg für alle Punkte des Integralgebildes ver-

schwinden. Da auf der Fläche

dz = pdx -\- qdy

ist, so gelten für die dem Punkte (x, y, z) zugeordnete Richtung

die drei Gleichungen

(56) dx = QFp, dy = QFq, dz = Q{FpP -\- F^q),

in denen q eine unendlich kleine Grösse bedeutet. Nun ist auf dem

Integralgebilde F=0, und daher folgt durch Differentiation nach x:

(57) F^ + F,p + i^4-f + ^4l = ^'

woraus sich durch Substitution der Werte von Fp und Fq aus den

beiden ersten Gleichungen (56) sowie mit Rücksicht darauf, dass

rgiebt:

9{F. + F.p) + (g^ dx + ^^ rfi/) =
oder:

(58) dp = - q(F. + F,p).

Analog kommt:

(58') dq = -Q{F,-\-F.q).

Dies Ergebnis überrascht, denn wenn dx, dy, dz proportional Func-

tionen von X, y, z, p, q gesetzt werden, so könnte man von vornherein

erwarten, dass dadurch dp und dq proportional Functionen von x, y,

z, p, q und von den zweiten Ableitungen von z werden. Aber die

zweiten Ableitungen von z kommen hier gar nicht vor.

In den Formeln (56), (57), (58) haben wir den Satz gewonnen:

o - ^ o ist, ergiebt
ex oy 7 o
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Satz 13: Alle diejenigen Integralflächen einer partiellen Differential-

gleichung erster Ordnung im Räume {x, y, z):

F{x, y, 2, p, q) = 0,

die ein Elemetit (x, y, z, p, q) gemein Jmben, haben überdies ein un-

endlich benachbartes Element (x -\- dx, y+ dy, z -j- dz, p -{- dp, q + dq)

gemein, für das

dp dqdx dy

p t
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Differentialgleichungen erster Ordnung^ die jedenfalls im Principe nichts

zu wünschen übrig lässt*).

Gegen Cauchy's**) Begründung der Theorie äusserte seinerzeit

Bertrand Bedenken^ die Bonnet und Serret zu wertvollen Unter-

suchungen veranlassten. Wir halten es aber nicht für nötig, auf diesen

Punkt einzugehen, da es uns durch ein zweckmässiges Verfahren ge-

lungen ist, die Lücke in Cauchy's Betrachtungen von vornherein zu

eliminieren.

§ 4. Über die Involutionsbeziehung.

^tzen'd".
^^ zweiten Paragraphen (auf S. 551) wiesen wir schon darauf

^ETuiiTes'*^^^?
dass unsere Abbildung der charakteristischen Streifen einer par-

tiellen Differentialgleichung erster Ordnung

F{x, y, z, p,q) =
auf die Linienelemente einer Ebene uns gestattet, aus jedem Satz

über Elementvereine in der Ebene einen Satz über Integralgebilde ab-

zuleiten, da vereinigten Linienelementen der Ebene unendlich benach-

barte charakteristische Streifen entsprechen, von denen jedes Element

des einen mit den benachbarten des anderen vereinigt ist. Dabei ent-

gehen uns nur die eventuell vorhandenen singulären Integralgebilde.

So ist es uns bekannt, dass, wenn in der Ebene oo^ Element-

vereine vorliegen, jeder andere Elementverein als Umhüllender von <x^

dieser Vereine dargestellt werden kann. (Vgl. § 4 des 2. Kap., S. 48.)

Diesem Satze steht ein bekannter Satz über Integralgebilde der par-

tiellen Differentialgleichung F=0 gegenüber. Wir stellen beide

Sätze zusammen:

*) Wir sehen uns veranlasst, ausdrücklich zu betonen, dass die hier vor-

getragene Auffassung und Begründung der Theorie der partiellen Differential-

gleichungen erster Ordnung zuerst von Lie, und zwar in seinen Arbeiten in den

Verh. d. Ges. d. Wiss. zu Christiania aus den Jahren 1871 , 1872 und 1874 ent-

wickelt worden ist. Teilweise wurde diese Theorie sodann von Mansion als

Lie' sehe Theorie in seine reichhaltige Schrift : Theorie des equations aux derivees

partielles du premier ^prdre, Mem. couronne par l'Acad. de Belgique, 25. Bd.,

Paris 1875 (deutsche Übersetzung Berlin 1892) aufgenommen. Femer bemerken
wir, dass diese allgemeine Auffassung die Grundlage für Darboux' Preisschrift

(Memoire sur les Solutions singulieres des equations aux derivees partielles du premier

ordre, Mem. des savants Strang., 27. Bd., vorgelegt 1876, gedruckt Paris 1880)

bildet, die im übrigen nach mehreren Richtungen wertvoll ist. Unter den übrigen

sich anschliessenden Untersuchungen erwähnen wir besonders ßäcklund's Arbeiten

in schwedischen Schriften und in den Math. Ann., die vom Jahre 1874 ihren Anfang
nehmen. Im zweiten Bande werden wir Gelegenheit haben, jedentalls einige von
Bäcklund's Arbeiten zu besprechen.

**) Cauchy, Note sur Vintegration des equations aux differences partielles

du premier ordre u tin nomhre qnelconque de variables. Soci^te philom. 1819, S. 10.

•
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Liegt in der Ebene eine Schar von
[

Liegt im Räume (x, y, z) eine Schar Beispiel.

Oü^ Elementvereinen vor, so lässt sich
j
von CX)^ Integralgebilden von je Oü*

jeder andere Elementverein der Ebene Flächenelementen der partiellen Difte-

als Umhüllender von oo^ dieser oc^ rentialgleichung erster Ordnung:
Vereine darstellen. ^,

F{x, y, z, p,q) =
vor, so lässt sich jedes andere Integral-

gebilde der partiellen Differentialglei-

chung, das aus oo* Elementen besteht

(abgesehen von den etwaigen singu-

lären), als Enveloppe von oo* dieser oo^
Integralgebilde darstellen.

Wenn ferner oo' Linienelemente (j, 9, t)') in der (j^)-Ebene ge-

geben sind, so sind sie durch eine Gleichung von der Form

ZU definieren. Da diese Gleichung als gewöhnliche Differentialgleichung

erster Ordnung in j, Q aufgefasst werden kann, so hat sie oo^ Element-

vereine als Integralgebilde. Die oo^ vorgelegten Linienelemente ordnen

sich also in bestimmter Weise in oo^ Vereinen an (vgl. § 2 des 2. Kap.,

S. 41). Dieser einfache Satz hat sein Analogon im Räume. So stehen

einander die beiden Sätze gegenüber:

Liegt in der Ebene eine beliebige

Schar von oü^ Linienelementen vor, so

ordnen sie sich stets in bestimmterWeise
zu oo* Elementvereinen zusammen.

Satz 15: Liegt im Maume (x, y, 2)Auordng. v

eine beliebige Schar von oo* charakte- ^treifeu^

ristischen Streifen der partiellen Diffe-

rentialgleichung erster Ordnung

F{x, y, z, p, q) =
vor, so ordnen sie sich stets in bestimmter

Weise zu oc^ Integralgebilden zusammen.

An diesen letzten Satz wollen wir nachher anknüpfen. Zunächst

aber führen wir einige neue Bezeichnungen ein: Die Flächenelemente

(x, y, z, p, q) der partiellen Differentialgleichung F = bilden eine

vierdimensionale Mannigfaltigkeit und liegen auf oo^ charakteristischen

Streifen. Diese Streifen sind durch das System:

(59)
dx
1^\

dy
F^

dz dp dq

F,P + F^q -F^-F^p -Fy F.1

in Verbindung mit der Gleichung F= definiert.

Ist W irgend ein Integral dieses Systems (59), so ist f = W
eine Lösung der folgenden homogenen linearen partiellen Differential-

gleichung erster Ordnung, die wir schon gelegentlich (in § 4 des

11. Kap., S. 508) aufstellten:
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(60) j.;|^ + ^;|+(^> + ^;,)|/_(F. + i^.^)|-

(^Fy^F.q)'^ = 0.
dl

1

Klammer- J){q Unke Seite dieser Gleichunsr wollen wir durch das Klammersymhol
Symbol ~ "

\_Ff\. \Ff'\ bezeichnen. Es sei also im Folgenden:

(61) VFÜ-^F.^U^fQ^Flf.Jrq.Q-fviF.^Vn-U^F.^^i'P^

oder auch:

(61') \Ff\ -i{F,f^+F,f-F4,-F,J\)-^rp{FJ\-F4-,^^^

Die Integrale f =""¥ des Systems (59) sind also auch durch die ho-

mogene lineare partielle Differentialgleichung

VFß -
7A\ definieren. Insbesondere ist

[FF-] - 0,

was die bekannte Thatsache ausspricht, dass F selbst ein Integral des

Systems (59) ist. Man sieht ferner sofort, dass stets [jP/']+ [fF] - ist.

Der Klammerausdruck \FW\ zweier Functionen F und W von

*? If} ^7 Py 1 erscheint als eine naturgemässe Verallgemeinerung des im

ersten Abschnitte eingeführten Ausdruckes, den wir ebenso durch die

eckigen Klammern markiert haben (siehe § 1 des 3. Kap., S. 69). Die

Rechenregeln für diesen Klammerausdruck sind dieselben wie die da-

mals angegebenen. Wir definieren nun analog dem § 2 des 3. Kap.,

S. 74, so:

invoi. Zwei Functionen F und W von x, y, z,p, q liegen in Involution,

wenn ihr KlammerausdrucJc identisch verschwindet:

[FW] ::_ 0.

Dieser Definition stellen wir eine zweite an die Seite:

Zwei partielle Differentialgleichungen erster Ordnung

F{x, y, z, p, q) = 0, W(x, y, z, p,q) =
liegen in Involution, wenn der Poisson'sche Klammerausdruck [FW]
infolge von F=0 und W=0 verschwindet*).

*) Da wir die Klammerausdrücke auf S. 69 mit den beiden Namen La-
grange und Poisson in Verbindung gebracht haben, wollen wir hier nach-
träglich hervorheben, dass Poisson früher als Lagränge solche Ausdrücke bez.

Symbole eingeführt hat. Besonders durch Jacobi's Arbeiten ist die Wichtigkeit
dieser Ausdrücke in die richtige Beleuchtung gestellt worden. Immerhin ist zu
beachten, dass der allgemeine InvolutionsbegriJff" bei Jacob i noch nicht vor-

kommt, indem er bei der Betrachtung von Functionen F, W, die in der Beziehung

[.F^l rz: stehen, die lästige Bedingung hinzufügt, dass F und W hinsichtlich

p und q von einander unabhängig sein sollen.



§ 4. Über die Involutionsbeziehung. 567

Nehmen wir nun an, ausser der vorgelegten partiellen Differential-

gleichung erster Ordnung

F(x, y, z, p,q) =
sei uns eine zweite Gleichung

W(x, y, s, p,q) =
bekannt, die mit ihr in Involution liegt. Dann ist \FW^ nach Defi- ^''p^''-

' t7 L j zwei part.

nition gleich Null infolge von jP= und W=^. Da die Differential- ^»«fsin.

gleichung [-F/"] = für f dem System (59) äquivalent ist, von dem
F ein Integral ist, so ist 2^= 0, ^= im Räume mit den fünf

Coordinaten x^ y, B, p, q eine Mannigfaltigkeit, die von Integralcurven

des Systems (59) erzeugt wird (vgl. § 1 des 11. Kap., S. 490). In

dem gewöhnlichen Räume (x, y, z) definieren die beiden Gleichungen

(62) F=0, W=0
folglich eine solche Schar von oc* Flächenelementen der Gleichung

F =0, die von charakteristischen Streifen, also von oo'^ charakte-

ristischen Streifen der Gleichung F= erzeugt wird. Daher ordnen

sich diese oo^ Elemente nach dem Satze 15 als oo^ Integralgebilde der

Gleichung F= an.

Wenn nun die beiden Gleichungen (62) z. B. nach p, q auf-

lösbar sind:

p = P{x,y,z), q=Q(x,y,z),

so müssen die fraglichen oo^ Integralgebilde Flächen sein. Anderer-

seits bilden oo^ Elemente (x, y, z, p, q) nur dann einen Elementverein,

wenn für ihre Schar

dz —pdx — qdy =
ist. Mithin ergeben sich alle Vereine von oo^ Elementen, die der

Schar der oo^ Elemente F= 0, Jjr= angehören, durch Integration

der totalen Differentialgleichung oder Pfaff'sehen Gleichung:

dz — Fix, y, z) dx — Qix, y, z) dy = 0.

Sie muss integrabel sein (vgl. § 2 des 6. Kap., S. 194), da es ja oo*

Vereine von je oo^ Elementen giebt, in die sich die oo^ Elemente an-

ordnen lassen. Sie lässt sich also auf die Form:

d<p(x,y,z) =
bringen und hat dabei die oo^ Integralflächen (p = Const. und sonst

keine. Diese Flächen tp = Const. sind also die oo^ erwähnten Integral-

gebilde von F= 0. Sind die Integralgebilde Curven, d. h. sind die

Gleichungen (62) nicht nach p, q auflösbar, so ergeben sich die Integral-

gebilde durch Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster
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Ordnung in zwei Veränderlichen, wie man leicht erkennt. Sind sie

Punkte, so ist ihre Bestimmung ohne Weiteres geleistet.

Bemerken wir aber jetzt, dass die Involutionsbeziehung [i^^] =
der beiden Gleichungen (62) völlig symmetrisch in F und W ist, da

[jP?*"] nur sein Vorzeichen ändert, wenn F mit W vertauscht wird,

so erhellt unmittelbar, dass sich die <x>^ durch (Q2) definierten Elemente

auch in oo^ Integralgebilde der Gleichung W= 0, die ja auch eine

partielle Differentialgleichung erster Ordnung ist, müssen anordnen

lassen. Wir sahen soeben, dass sich die oo^ Elemente nur auf eine

Art als c?ü^ Vereine anordnen. Also folgt, dass die beiden partiellen

oo^integTai-Differentialglelchungen (62) mit einander oo^ Integralgebilde von je oo'
gebiide.

j^i^^ß^fg^ gemein haben.

Wenn umgekehrt irgend zwei solche partielle Differentialgleichungen

erster Ordnung F= und W= vorliegen, die oo^ Integralgebilde

von je oo^ Elementen gemein haben, so wird sich die Schar der durch

F=0, W=0
definierten oo^ Elemente in oo^ charakteristische Streifen der Gleichung

F=0 zerlegen lassen, da jedes Integralgebilde von oo^ Elementen

aus oo^ charakteristischen Streifen besteht (vgl. Satz 2, § 2, S. 539).

Also ist dann F= 0, ^= eine Mannigfaltigkeit, die dem System

(59) genügt, d. h. es ist [FW] = infolge von F=0 und W= 0.

Somit ist bewiesen:

Satz 16: Zwei partielle Differentialgleichungen erster Ordnung

F{x, y, 0, p, q) = 0, ^F(x, y, z, p, q) =
im Baume {x, y, z) haben dann und nur dann oo^ Integralgebilde von

je oü^ Elementen gemein, wenn sie in Involution liegen, d. h. wenn

\FW^ infolge von F == und 3*"= verschwindet.

Es liege nunmehr wiederum die partielle Differentialgleichung

erster Ordnung
F(x,y,ß,p,q) =

vor, und es sei angenommen, dass uns ein Integral '^(x, y, z, p, q)

F=o des Systems (59) bekannt sei. Dasselbe sei aber nicht nur eine Function

!jy,^congt des Integrales F von (59). Die beiden Gleichungen

F=0, W=a
bestimmen nun für jeden Wert der Constanten a eine Schar von oo^

charakteristischen Streifen der partiellen Differentialgleichung F= 0.

Nach Satz 15 ordnen sie sich als oo^ Integralgebilde der Gleichung

F == an. Da dies für jeden Wert der Constanten a gilt, so erhalten
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wir insgesamt oo- Integralgebilde von F= 0. Sie enthalten edle oo^

Elemente der Gleichung F = und stellen daher eine vollständige

Lösung von F= dar. Wie wir die oo^ Integralgebilde zu bestimmen

haben, geht aus dem Obigen hervor. Hier ist eben nur die Gleichung

W= a an die Stelle von ^= getreten. Man erkennt, dass die

Bestimmung auf die Integration einer integi-abeln Pfaff 'sehen Gleichung

in x,rj, s zurückkommt, die noch eine willkürliche Constante a enthält.

Daher gilt der

Satz 17: Liegt eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung

t(x,y,2,p,q) =
im Baume ix,y, z) vor und kennt man ein von F unabhängiges Integral

^ des Systems

dx dy dz dp dq
Fp - f; ~ f^jtf;^ ^ ^t\^F;p = -f^ztf;-^^

so findet man durch Integration einer integrabeln Pfaff'schen Gleichung

in w, y, z eine vollständige Lösung der partiellen Differentialgleichmig

F= 0. Die Gleichungen

F=0, W=a
hestimmen nämlich für jeden Wert der Constanten a solche oo^ Elemoite,

die oü^ charakteristischen Streifen von 1= angehören, und diese Streifen

ordnen sich in bestimmter Weise zu oo^ Integralgebilden vmi je cx>^ FRe-

menten an.

Wir wollen jetzt nicht nur die eine partielle Differentialgleichung

F= 0, sondern die oo^ partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung

F{x, y, z, p, q) = Const.

ins Auge fassen, von denen jede oo^ charakteristische Streifen hat.

Da das System (59) sich nicht ändert, wenn statt F die Function

F— Const. gesetzt wird, so folgt, dass alle diese oo* charakteristischen

Streifen eben diejenigen sind, die von diesem System von vier simul-

tanen gewöhnlichen Differentialgleichungen (59) definiert werden. Ein

Integral dieses Systems ist F selbst. Ist ^F irgend ein Integral des

Systems (59), so ist es eine Lösung /' der homogenen linearen par

tiellen Differentialgleichung erster Ordnung [-F/"] = 0.

Es sei nun 3*" ein von F unabhängiges Integral des Systems (59). l^o\. v.

Alsdann liegen die beiden Gleichungen
,

«

F=a, W=b
für jedes Wertsystem der Constanten a, 6 in Involution, und sie haben
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daher stets nach Satz 16 mit einander oo^ Integralgebilde von je oo'

Elementen gemein.

Wenn umgekehrt zwei Functionen F und W von x, y, z, p, q die

Eigenschaft haben, dass die beiden Gleichungen

(63) F=a, W=b
für jedes Wertsystem der Constanten a, b mit einander oo^ Integral-

gebilde von je oo^ Elementen gemein haben, so enthält jedes dieser

Integralgebilde insbesondere oo^ charakteristische Streifen von F= a.

Die beiden Gleichungen (63) definieren daher für jedes Wertepaar der

Constanten a, h stets oo^ charakteristische Streifen von F= a, d.h.

W^ muss ein Integral von (59) sein, sodass

[FW] -=

ist. Es hat sich also ergeben:

Satz 18: Dann und nur dann, wenn die beiden Functionen F und

W von JC, y, z, p, q in Involution liegen, also

ist, haben die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung

F=a, W=b
im Baume (x, y, z) die Eigenschaft, dass sie für jedes Wertsystem der

Constanten a, b mit einander oo^ Integralgebilde von je oo^ Elementen

gemein haben.

Bestimmg. Sind wicder F, W zwei von einander unabhängige Functionen von
d. gemeing.

^ ^

o o
Integral- X, y, z, p, q, die in Involution liegen:

{FW]e:eO,

so finden wir die oo^ gemeinsamen Integralgebilde der beiden partiellen

Differentialgleichungen

(63) F=a, W==b

in der auf S. 567 angegebenen Weise: Nehmen wir nämlich an, dass

die Gleichungen (63) nach p und q auflösbar seien, indem wir be-

merken, dass sich anderenfalls die gemeinsamen Integralcurven bez.

Punkte ebenfalls leicht bestimmen lassen, womit wir uns hier nicht

aufhalten wollen, so werden die Auflösungen die Form haben:

(63') p = F{x,y,z,a,b), q = Q{x,y, z, a,b).

Die Pfaff'sche Gleichung

dz — Pdx — Qdy =
ist dann integrabel und liefert die oo^ gemeinsamen Integralflächen,

etwa:
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(o{x,y,z,a,'b) = c,

wobei c die Integrationsconstante bedeutet.

Nun liegen die drei Gleichungen vor:

(64) F == a, W=h, (o{x, y, z, a, h) = c.

Sie enthalten drei willkürliche Constanten a, h, c. Eliminieren wir

h und c, so geht wieder F= a hervor, eliminieren wir a und c, so

geht wieder W=b hervor. Eliminieren wir aber a und 6, so kommt:

co(x,y,s,F,W) = c

oder also eine Gleichung von der Form:

Sl{x,y,z,p,ci) = c.

Die drei partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung

(65) F=a, W=b, il = c

haben nun für jedes Wertsystem der Constanten a, h, c die Eigen-

schaft, dass je zwei mit einander cx)^ Integralgebilde von je oc^ Ele-

menten gemein haben. Denn dass dies z. B. für F =^ a und il = c

der Fall ist, folgt daraus, dass jede Gleichung F= a mit jeder der

oü^ Gleichungen W = h solche cc^ Integralgebilde gemein hat, nämlich

die durch

(66) G){x,y,2,a,b) = c

bei willkürlichem c dargestellten. Da nun die Elemente dieser ge-

meinsamen Integralgebilde die Gleichungen F= a, W=h erfüllen,

so erfüllen alle die Integi-algebilde, die bei festem c durch (65) dar-

gestellt werden, auch die Gleichung Gi{x, y, 2, F, W) = c oder il = c.

Die Flächen (65) sind daher Integralgebilde von Sl = c für jeden be-

stimmten Wert der Constanten c. Nach Satz 18 ist mithin auch:

[FSi'] = 0, [WSi]=0.

Ist ferner irgend eine von F und W unabhängige Function, die

mit F und W in Involution liegt:

so werden wir sogleich zeigen, dass O eine Function von JP, W und 5i

allein ist, dass also die drei folgenden Gleichungen, in denen auch y
eine Constante bedeutet:

mit den drei obigen Gleichungen (65) äquivalent sind, sodass sie durch

Elimination von p und q für jede Gleichung F= a eine vollständige

Lösung
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(p{x,y,0,a,h) = y

mit den beiden willkürlichen Constanten h, y ergeben, die nur eine

andere Form der früheren: m ^ c ist.

d^rmkohr ^^^ haben also noch zu zeigen, dass, wenn F^ Sl und ^ drei von

einander unabhängige Functionen sind, die paarweis in Involution

liegen

:

[FW] = 0, [FSl-j—O, ['P•i^] =
alsdann jede Function O, die mit F und W in Involution liegt:

eine Function von F, W und Sl allein ist.

Zu diesem Zweck zeigen wir zuerst, dass die beiden Gleichungen

(67) [i^/'] = o, vwn = o,

denen /==0 genügt, von einander unabhängig sind. Wären sie nämlich

von einander abhängig, so beständen wegen ihrer Form (vgl. S. 566)

Relationen von dieser Art:

'F,-\-PW,^q(F, + pF;), Wy-\-qW,= Q{F, + q_F,),

die sich auch in die eine

(68) dW — QdF-~ (J¥,
— qF,) (dz —pdx — qdy)

zusammenfassen lassen. Nun definieren die beiden Gleichungen

F=a, W=h
zusammen oo^ Elemente, für die dF= und dW= ist. Sobald

also Wz — qF^ Ep ist, so müsste für diese oo^ Elemente nach (68):

dz ~ pdx — qdy =
sein, d. h. sie müssten nach § 1, S. 523, einen Verein bilden. Wir

sahen aber dort (Theorem 21, S. 528), dass es keine Vereine von

oo^ Elementen giebt. Also wäre

W, — qF.^Q
zu setzen, sodass (68) ergäbe:

dW—QdF^O.
Eine solche Relation kann aber nur dann bestehen, wenn W eine

Function von F allein ist, und dies widerspricht der Voraussetzung.

Die beiden Gleichungen in fünf unabhängigen Veränderlichen

X, y, z, p, q

(67) [Ff-\ = 0, [Wf] =
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sind mithin unabhängig von einander und haben deshalb höchstens

drei von einander unabhängige Lösungen. Solche sind F, W und nach

Voraussetzung auch ^, da iß mit F und ^ in Involution liegt. Also

ist jede gemeinsame Lösung O von (67) eine Function von F, W und

Sl allein, was zu beweisen war.

Hiermit ist gezeigt:

Satz 19: Das Problem^ die oo^ partiellen Differentialgleichungen ^ene Form
"

des Integr.-

erster Ordnung probLv.

F(x, y, z, p, q) = a (a = Const.)
F=c,on,t.

zu integrieren, ist gelöst, sobald man ^wei von F und von einander un-

abhängige Functionen Q und W von x, y, z, p, q Ttennt, die mit F und

mit einander in Involution liegen:

[F0] = 0, [FW] = 0, [<P ¥f] = 0,

denn dann stellen die drei Gleichungen:

F=a, 0^b, W=c
eine vollständige Lösung der Gleichung F = a mit den Parametern

b, c dar.

An diese allgemeinen Betrachtungen schliessen wir nun einige von

speciellerer Natur.

Liegt die pai-tielle Differentialgleichung erster Ordnung F=oio
Invol. mit

F(x, y, z, p,q) = 'L%Zi::

vor, so wollen wir uns fragen, ob oder wann es eine Gleichung

W(x,y,z) = a

giebt, die frei von p und q ist und für jeden Wert der Constanten a

mit der Gleichung F=0 in Involution liegt. Nach (Ol), S. 566, ist

zu fordern, dass die Gleichung

(69) F,{W. + pW;) + F,{W, + qW,) =
eine Folge von F= sei. Diese Gleichung ist eine lineare homogene

partielle Differentialgleichung für F, die der gewöhnlichen Differential-

gleichung

äquivalent ist, in der Wj^, Wy, W, frei von p und q sind. Letztere

Gleichung hat nun die Integrale x, y, z und
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Also ergiebt sich, dass sich die Gleichung F= auf die Form

W -]- qW

Lin art
bringen lassen oder von ^ und q frei sein muss. Die Gleichung F=0

^^^«^- kann also jedenfalls nur linear in p und q sein.

Dies Hess sich auch von vornherein ervrarten, denn soll JP==0
mit W(x,y,z) = a für jeden Wert der Constanten a in Involution

liegen, so müssen die beiden Gleichungen, aüfgefasst als Differential-

gleichungen, nach Satz 16 für jeden Wert der Constanten oo^ Integral-

gebilde von je <x>^ Elementen gemein haben. Nun aber sind diese

oo^ Integralgebilde bei W= a sicher oo^ Curven oder Punkte. (Vgl.

§ 1, S. 531.) Also müsste F == sicher oo^ Curven (oder Punkte)

zu Integralgebilden haben, d. h. eine lineare partielle Differential-

gleichung sein (siehe S. 532). Umgekehrt: Ist F=0 eine lineare

partielle Differentialgleichung, so hat sie sicher oo^ Integralcurven.

Ordnen wir diese Curven in oo^ Flächen

W(x, y,z) = a

an, so hat jede partielle Differentialgleichung W = a mit F =
gerade oo^ Integralcurven gemein, d. h. nach Satz 16 liegt F=0 mit

jeder der oo^ Gleichungen ^= a in Involution.

Hieraus erhellt ferner: Ist

(71) X{x, y, z)p + Y{x, y,z)q — Z{x, y,is) =
eine vorgelegte lineare partielle Differentialgleichung F == und liegt

sie mit jeder der oo^ Gleichungen

W(x, y,z) = a

in Involution, so ist jede Fläche W= a von oo^ Integralcurven des

Systems
/n^\ dx dy dz

erzeugt, d. h. W ist ein beliebiges Integral dieses Systems. Für jedes

Integral "^ dieses Systems ist demnach

(73) \Xp J^Yq — Z, W-] =
infolge von Xp -f Yq — Z= 0. Dies kann sofort auch analytisch

verificiert werden: Nach (61) lautet die Gleichung (73), da ^ nur

Xj y, z enthält, so:

X(^, +;,5*-,) + r(»jr^ + qw:) =
und lässt sich infolge von (71) so schreiben:

X-^^-\- Y-^y-\- ZW.,=^
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Ist W ein Integral des Systems (72), so hat die lineare partielle

Differentialgleichung (71) in jeder der oo^ Flächen ^ = a je <x>^

Integralcurven. Jede dieser Integralcnrven stellt co^ charakteristische

Streifen der Gleichung (71) dar (vgl. § 2, S. 542). Damit sind also

die oo^ charakteristischen Streifen der Gleichung (71) so angeordnet,

dass je oo^ längs einer Curve liegen und in oo^ Flächen je oc^ dieser

Curven verlaufen.

Ein besonderes Interesse haben schliesslich diejenigen partiellen

Differentialgleichungen erster Ordnung, deren charakteristische Streifen

sämtlich längs solcher Charakteristiken liegen, die in parallelen Ebenen

2 = Const.

verlaufen. Es sind dies nach dem Vorhergehenden diejenigen linearen

partiellen Differentialgleichungen (71), deren zugehöriges System (72)

das Integral W^ 2 besitzt, d. h. für die Z :^ ist. Hiermit kommen
wir zu den in p, q homogenen linearen partiellen Differentialgleichungen: ihi°™a?t.

X(x, y,2)p-j- Y(x, y,z)q = 0.

Für diese reduciert sich das ganze Integrationsproblem darauf, die in

den Ebenen z = Const. gelegenen Charakteristiken zu bestimmen, d. h-

die gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung in x, y:

dx dy
X{x,y,z) ~ Yix, y,T) '

die z nur noch als einen Parameter enthält, zu integrieren.

Sind insbesondere X und Y frei von z oder ist auch nur das

Verhältnis von X zu Y frei von z, so sind die oo^ Charakteristiken in

jeder Ebene z = Const. in derselben Weise gelegen, d. h. genauer aus-

gedrückt: Dann sind die in der Ebene z = gelegenen oo^ Charakte-

ristiken die Projectionen der in einer beliebigen Ebene z = Const.

geleffenen Charakteristiken. Die Charakteristiken liegen also auf oc^

Cylindem, deren Erzeugende der z-Ane parallel sind. Jetzt liegt die

partielle Differentialgleichung vor:

X(x, y)p + Y{x, y)q = 0. pS"i)iffgi.
frei T. t.

Da die Gleichung frei von z ist, so folgt, dass die oo^ Flächenelemente

der Gleichung, deren Punkte in einer beliebigen Ebene z = Const.

liegen, genau so verteilt sind, wie die oo^, deren Punkte in der be-

stimmten Ebene z = liegen. Betrachten wir diese oo^ Elemente,

deren Punkte (x, y, 0) in der Ebene z == gelegen sind. Diejenigen

oo^ unter ihnen, die einen Punkt (x, y, 0) geraein haben, bilden ein

Büschel von Elementen, Die Axe des Büschels ist ein Linienelement
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in der Ebene 2 = 0, und zwar ist (x, y) der Punkt dieses Linien-

elementes, während die Grösse ?/'= ^ = x ^^ ~~ ^^® Richtung der

Geraden des Elementes angiebt. Wir können daher die drei Grössen

X, y und — — als die Coordinaten x, y und y eines Linienelementes in

der Ebene auffassen, anders ausgedrückt: Wir können statt der früheren

drei Coordinaten x,y, y' der Linienelemente in der Ebene nunmehr vier

coMd^^d'
Coordinaten x,y,p,q einführen, von denen die beiden letzten homogene

^'^""^^^f^^- Coordinaten sind. Die Benutzung solcher homogener Coordinaten für

die Linienelemente in der Ebene hat eine grosse formelle Bedeutung,

die wir aber erst im zweiten Bande ausführlich darlegen können. (Vgl.

die Fussnote zu S. 116.)

Käumiiche ^^\j. können das Letztere so zusammenfassen: Das Prohlem, eine
Deutg. einer

"

^^^^^^s^- gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung in der Ebene:

^{^,y)y— Y{x,y) = Q

m integrieren, ist äquivalent mit dem Problem, die gemeinsamen Integral-

gebilde der beiden in Involution liegenden partiellen Differentialgleichungen

erster Ordnung im Baume:

X(.^, y)P + Y(x, y)q = 0, =
zu bestimmen.

§ 5. Zur Transformationstlieorie der partiellen Differential-

gleichungen erster Ordnung.

pkttrf. Eine Punkttransformation
]. Kaum.

(74) x^ = X{x, y, z), y^ = Y{x, y, z), z^ = Z{x, y, z)

führt jede Fläche in eine Fläche und insbesondere alle Flächen, die in

einem Punkte eine gemeinsame Tangentenebene haben, in ebensolche

Flächen über. Der gemeinsame Punkt und die gemeinsame Tangenten-

Trf d. ebene durch den Punkt stellen zusammen ein Flächenelement dar. Jedes
Fläcnen-
eiemente. Flächcnelement geht daher bei der vorgelegten PunJdtransformation wieder

in ein Flächenelement über.

Um das neue Element analytisch zu bestimmen, gehen wir davon

aus, dass die Fläche

(75) ^ = ^(^^y)

im Punkte (x,y,z) ein Flächenelement {x,y,z,j),q) hat, für das

(76) dz — pdx — qdy =
ist. Die Gleichung (75) bestimmt z als Function von x und y, sodass

die Gleichung (76) alsdann p und q als Functionen von x und y liefert.

1
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Wir erhalten also z, p, q als Functionen von x, y. Es möge nun die

Fläche (75) vermöge der Punkttransformation (74) in die Fläche

übergehen. Dann sind x^, y^, z^ nach (74) Functionen von x, y und z

oder also nach (75) Functionen von x und y allein. Ferner bestimmt sich

das transformierte Flächenelement (x^, y^, z^, p^, q^) aus (77) und

(78) dz^ — Pi dxi - q^ dy^ = 0,

sodass sich p^q^^ als Functionen von X^^,y^ ergeben, die wir aber in-

folge von (74) und (75) als Functionen von x, y auffassen können.

Die Gleichung (78) können wir infolge von (74), da z als Function

von X und y aufzufassen ist, so schreiben:

{z.-\-pz, - {x,-\-pX,)p, — (F. -f i> r,)^,} dx +
+ {z, + gZ.-(x, + gZ,)Ä-(r, + gr.)?jrfi/ = o.

Da dx, dy von einander unabhängige Differentiale sind, so kommt
einzeln:

^ ^ \Zy-\- qZ. - {Xy-\-qX:)p,-{Yy +qY,)q,=0.

Hieraus lassen sich p^ und q^ als Functionen von x, y, z, p, q berechnen.

Es kommt:

(80)

, _ (^. Y^ - y. ^) + (^. Y^ - Y^ ^) P + (^x Y, - Y. Z^) 1
^'

i?^.Y^ - r,x^) + (x,r^ - r,x^)p + (x^f, - r,x,) g'

Da diese Formeln sich ergeben, wie man auch die Fläche z = q)(x, y)

wählen mag, so folgt also, dass die fünf Gleichungen (74) und (80) an-

geben, in welches Flächenelement (^i,^i,^i,i>i,g'i) ein beliebiges gegebenes

Flächenelement {x,y,z,p,q) bei der vorgelegten Punkttransformation

(74) übergeht. Wir nennen daher die fünf Gleichungen (74), (80),

die auch umgekehrt nach x,y, ZjP,q auflösbar sind, die Erweiterung ErweUerg.

der Punkttransformation (74).

Eine andere Art der Erweiterung haben wir in der Geometrie der

Linienelemente, in § 5 des 10. Kap., S. 479, kennen gelernt. Hier

verstehen wir unter der Erweiterung immer die soeben besprochene.

Bei der Erweiterung unserer Punkttransformation wird jedes Flächen-

element (x,y,z,p,q) in ein neues (x^,yi,z-i^,p^,q^ übergefühi-t. Ins-

besondere gehen dabei alle Flächenelemente einer Fläche z = q)(x,y)

in die Elemente der neuen Fläche z^ = (p {x^^
, y^ über. Zwei Flächen-

Lie Geometrie der Berflbrunggtransformationcn I. 37 [22.11. 1896.]
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Abieir ß^ß*w6wfe, die vereinigt liegen, gehen daher in ebenfalls vereinigte FläcJien-

Erwtiter
^l^vnentc Über. Die Gleichungen (80) kann man nun in eleganter Weise

dadurch ableiten, dass man verlangt, dass p^^, q^ solche Functionen von

x,y, z,p,q sein sollen, dass die Bedingung der vereinigten Lage bei

der Transformation invariant bleibt, d. h. dass eine Gleichung von

der Form

(81) dz^ — _Pj dx^ — g^ dy^ = q {dz — pdx — q dy)

besteht. (Vgl. § 1 S. 522.) Dabei bedeutet q eine vorerst noch un-

bekannte Function von x, y, z. Nach (74) giebt die Forderung:

dZ— Pj dX — q^dY= Q (dz — pdx — q dy)

.

Diene Gleichung, die linear und homogen in dx, dy, dz ist, zerfällt in

die drei einzelnen:

Ze — jPi Xa: — ^1 Yx = Qp,

Zy — p^ X,j — q^Yy = — Qq,

Z, —p^X^— q^Y,= Q.

Setzt man den Wert von q aus der letzten in die beiden ersten Glei-

chungen ein, so kommt man wieder zu den beiden Gleichungen (79),

aus denen wir p^, q^ in der Form (80) berechneten.

bei*Pk«rf
Liegt nun eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung vor:

(82) F{x,y,z,p,q) = 0,

so definiert sie oo* Flächenelemente {x, y, z, p, q). Die Punkttrans-

formation (82) führt, wie ihre Erweiterung lehrt, diese oo* Flächen-

elemente in neue Flächenelemente {Xi,y^, z^,p-i^,q^ üher. Wir erhalten

ihren analytischen Ausdruck, indem wir aus den sechs Gleichungen

(74), (80), (82) die Grössen x,y, z,p,q eliminieren. Da die ersten

fünf Gleichungen (74), (80) nach x,y, z,p,q auflösbar sind, so liefert

die Substitution dieser Auflösungen in (82) die gesuchte Gleichung:

(83) -P\(^i,2/l;^l,i>l;^l) = 0,

der die neuen oo^ Flächenelemente {x-^^, yx, Z]_y Pi, Q,-^ genügen. Die vor-

gelegte Punkttransformation (74) verwandelt also jede partielle Diffe-

rentialgleichung erster Ordnung (82) wieder in eine partielle Differential-

gleichung erster Ordnung (83). Hierbei ist, wie im Folgenden, voraus-

gesetzt, dass die Gleichungen (74), (80) nicht allein für allgemeine

Wertsysteme (x, y, z, p, q), sondern insbesondere auch für die oo*

Elemente der Gleichung jP= auflösbar seien.

Wie wir sahen, gehen zwei vereinigte Flächenelemente bei der

Erweiterung der Punkttransformation wieder in zwei vereinigte Ele-
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mente über. Hieraus folgt, dass die Transformation (T4), (80) jedes

Integralgebilde der partiellen Differentialgleichung (82) in ein Integral-

gebilde der neuen partiellen Differentialgleichung (83) verwandelt. Ins-

besondere geht jedes Integralgebilde der Gleichung (82), das aus nur

oo* Elementen besteht, in ein ebensolches Integralgebilde der Gleichung

(83) über. Unter diesen Integralgebilden nehmen die charakteristischen

Streifen eine besondere Stellung ein: sie sind die einzigen, die zugleich

unendlich vielen Integralgebilden von oo^ Elementen angehören. Daraus

folgt, dass die oo^ charakteristischen Streifen der Gleichung (82) vermöge

der Transformation (74), (80) in die oo^ charakteristischen Streifen der

Gleichung (83) übergehen.

Es hat sich folglich ergeben:

Satz 20 : Wird auf eine beliebige partielle Differentialgleichung erster

Ordnung
F{x,y,3,p,q) =

im Baume (x, y, z) eine vorgelegte Punkttransformation ausgeübt, so geht

sie wieder in eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung

Fx{x^,yx,2uPi^<ld = ^

über. Dabei gehen die Flächenelemente (x, y, ZjP, q) der Gleichung F=0
vernwge der Erweiterung der Punkttransformation in die Flächenelemente

(^i> 2/ij ^17 Pi7 Q.\) ^ Gleichung F^ = über. Ferner gehen dabei die

Integralgebilde der Gleichung F= in die der Gleichung F^ = und

insbesondere die oo^ charakteristischen Streifen der Gleichung F= in die

oo^ charakteristischen Streifen der Gleichung Fj^ = über.

Betrachten wir insbesondere eine lineare partielle Differentialglei- ^^^^j p-^^

chung erster Ordnung Pkttrf.

a{x, y, z,)p + ß{x,y,z)q — y (x, y, z) = 0.

Diese partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung lassen sich durch

die Eigenschaft charakterisieren, dass je oo^ charakteristische Streifen

einer solchen Gleichung längs einer Curve liegen, sodass sich alle oo^

charakteristische Streifen längs oo^ Curven anordnen (vgl. § 2, S. 542).

Bei Ausführung der Punkttransformation (74) gehen diese oo^ Curven

wieder in oo^ Curven über. Die durch die Transformation hervor-

gehende neue partielle Differentialgleichung erster Ordnung hat daher

ebenfalls die Eigenschaft, dass ihre oo^ charakteristischen Streifen längs

oo^ Curven liegen, und ist daher ebenfalls linear. Analytisch geht dies

aus den Formeln (80) sofort hervor. Part.Diffgi.

Ist die partielle Differentialgleichung frei von p und q: bei Pkttrf.

F{x, y, z) = 0,
37*
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SO erhellt unmittelbar, dass sie durch Ausführung einer Punkttrans-

formation (74) wieder in eine von p^yCt^ freie partielle Differential-

gleichung

übergeht.

Daher können wir den Satz aussprechen;

Satz 21: "Bei Ausführung einer Punkttransformation des Raumes

{x, y, z) geht jede lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung

ccp -{- ßq — y =
wieder in eine lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung:

^iPt + ßiii — Vi = ^

und jede von p, q freie partielle Differentialgleichung erster Ordnung

Fix, y,z) =
wieder in eine von Pi,qi freie partielle Differentialgleichung erster Ordnung

F(x„y„z,) =
über.

Sind ferner

F{x,y,z,p,q) = 0, W{x,y, 0,p,q) =
zwei solche partielle Differentialgleichungen erster Ordnung, die in

Involution liegen (vgl. § 4, S. 566), so haben sie nach Satz 16, S. 568,

oo^ gemeinsame Integralgebilde von je oo^ Elementen. Wenn sie ver-

möge der Transformation (74), (80) in die beiden Gleichungen

^1 {^1, Vi, ^ulh, Q.i) = 0, ^1 {^1, Vi, ^i,Px, qd =
übergehen, so verwandeln sich diese oo^ gemeinsamen Integralgebilde

in solche der Grleichungen F^ = 0, Wy== 0. Nach dem soeben er-

wähnten Satz 16 liegen daher auch die Gleichungen F^ = 0, Wj^ =
mn°^'b^'

^^ Involution. Die Involutionsheziehung zweier partieller Differential-

pkttrf. gleichungen erster Ordnung ist daher invariant gegenüber der Aus-

führung einer Punkttransformation im Baume {x, y, z).

Liegen zwei Functionen F und W in Involution und gehen sie

vermöge der Transformation (74), (80) in die Functionen Fy, W^ über,

so liegt jedes Gleichungenpaar:

_F=Const., «p-=Const.

in Involution und daher auch jedes Gleichungenpaar

Fi = Const., »P'i = Const.,

invoi. V. d. h. auch jF\ und W^ liegen in Involution. Die Involutionsbeziehung

pkttrf.^' [i^?**] i^O zweier Functionen F und W bleibt demnach ebenfalls in-
^^^^'

variant gegenüber der Ausführung einer Punkttransformation.
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Es gilt somit der, einfache, aber wichtige

Satz 22: Bei jeder Punkttransformation des Raumes (x, y, z) bleibt

die Involutionsbeziehung invariant, d. h. wenn zwei Gleichungen

F{x,y,z,p,q) = 0, W(x,y,z,p,q) =
oder auch zwei Functionen F und W^ in Involution liegen, wenn also

[FW] entweder infolge von F=0, W=0 oder identisch gleich Niäl

ist, so gilt das Entsprechende von den durch Ausübung der Erweiterung

der PunJcttransformation hervorgehenden Gleichungen:

bez. von den hervorgehenden Futictionen F^, W^. Es ist also im ersten

Falle [Fl 9*\] = infolge von Fj^ = 0, ^P^ == und im zweiten Falle

[F,W,] = 0.

Wir wollen nun überhaupt die allgemeinsten Transformationen der
j^J/^g^;,

Elemente betrachten, die jedes Integralgebilde einer vorgelegten partiellen %P^^^-

Differentialgleichung erster Ordnung

F{x,y,z,p,q)==0

wieder in ein Integralgebilde derselben Gleichung überführen.

Die Differentialgleichung definiert eine werdimensionale Mannig-

faltigkeit von Flächenelementen. Denken wir uns die Gleichung F=0
etwa nach q auflösbar:

so können x, y, z, p als die Coordinaten der oo* Elemente dieser Mannig-

faltigkeit gebraucht werden. Beschränken wir uns auf diese oc^ Ele-

mente, so ist es leicht, alle Transformationen anzugeben, die jedes

dieser Elemente wieder in ein solches verwandelt. Wir brauchen zu

diesem Zwecke nur eine beliebige Transformation der vier Ver-

änderlichen x,y,z,p in x^, y^, z^yP^ aufzustellen:

(84) X, = X(x, y, z, p), y, = Y(x, y, z,p), z, = Z(x, y, z,p),

Pi-=P(x,y,z,p).

Eine derartige Transformation wird aber im allgemeinen ein Integral-

gebilde von F= nicht wieder in ein Integralgebilde von F ==

verwandeln, denn dazu wäre notwendig — und offenbar auch zugleich

hinreichend — , dass die Transformation (84) zwei vereinigt liegende

Elemente der Gleichung F= stets wieder in vereinigt liegende

Elemente verwandelte.

Stellen wir uns nun die Aufgabe, alle durch analytische Glei-

chungen ausdrückbaren Transformationen (84) der Elemente von F=0
zu finden, bei denen vereinigte Elemente in ebensolche und infolge-
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dessen Integralgebilde in Integralgebilde übergehen. Da die charakte-

ristischen Sti-eifen die einzigen Elementstreifen sind, die in unendlich

vielen Integralgebilden enthalten sind, so muss jeder charakteristische

Streifen vermöge der Transformation (84) wieder in einen charakteri-

stischen Streifen übergehen. Benutzen wir nun eine der in § 2 be-

d. Ebeife" sprocheucn Äbhildungen der oo^ charakteristischen Streifen auf die

Linienelemente einer Ebene, so muss also in der Bildebene jedes Linien-

element in ein Linienelement verwandelt werden. Nun wird ferner ein

Integralgebilde von oo^ Elementen bei der Abbildung durch einen

Verein von Linienelementen in der Bildebene dargestellt. Die Trans-

formation der Linienelemente, die durch die Abbildung aus der Trans-

formation (84) hervorgeht, muss somit die Eigenschaft haben, in der

Ebene jeden Verein von Linienelementen in einen Verein zu ver-

i^d^Ebene
waudclu, d. h. sie muss eine BerührungstransformaUon in der Ebene sein.

Umgekehrt: Wählen wir in der Bildebene irgend eine Berührungs-

transformation, so wird sie jedes Linienelement in ein Linienelement

und jeden Verein in einen Verein verwandeln. Da jedem Linienelement

ein charakteristischer Streifen der Gleichung J^= entspricht, so wird

hiermit im Räume eine Transformation der oo^ charakteristischen Streifen

hergestellt. Bei ihr gehen alle oo^ charakteristischen Streifen eines

Integralgebildes von oo^ Elementen stets wieder in die oo^ charakteri-

stischen Streifen eines Integralgebildes von oo^ Elementen über. Zwei

unendlich benachbarte charakteristische Streifen also, denen die Eigen-

schaft zukommt, dass jedes Element des einen mit den unendlich be-

nachbarten Elementen des anderen vereinigt liegt, gehen in zwei cha-

rakteristische Streifen derselben Art über.

Mit dieser Transformation der oo^ charakteristischen Streifen ist

aber noch gar nicht festgestellt, wie die oo* Elemente aller dieser

Streifen transformiert werden sollen. Wenn ein charakteristischer Streifen

in einen gewissen anderen übergeht, so können wir vielmehr noch in

irgendwelcher Weise anordnen, in welches Element des letzteren ein

beliebiges Element des ersteren verwandelt werden soll. Haben wir

eine solche Festsetzung getroffen, so liegt eine Transformation der oo*

Flächenelemente von F= vor, die jeden charakteristischen Streifen

wieder in einen solchen verwandelt und die ferner je zwei unendlich

benachbarte charakteristische Streifen von der oben angegebenen be-

sonderen Art in ebensolche überführt. Daraus folgt, dass die Trans-

formation zwei vereinigte Elemente der Gleichung F= stets wieder

in vereinigte Elemente verwandelt. Es geht demnach jedes Integral-

gebilde von F= vermöge der Transformation in ein Integral-

gebilde über.
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Man erkennt, dass die gesuchten und hiermit gefundenen Trans-

formationen der Flächenelemente von F =0, die jedes Integralgebilde

in ein Integralgebilde verwandeln, noch in hohem Masse willkürlich sind.

Im zweiten Bande werden wir, nachdem die allgemeine Theorie der Be-

rührungstransformationen des Baumes entwickelt worden ist, das hier nur knapp
behandelte Problem in eingehender Weise besprechen. Wir werden finden, dass

die allgemeinste Transformation der Elemente einer einzelnen partiellen Differential-

gleichung erster Ordnung F{x, y, z,p, q) = 0, bei der jedes Integralgebilde in

ein Integralgebilde übergeht, durch eine Berührungstransformation des Saumes
vermittelt werden kann. Dagegen steht die Sache anders, wenn man eine Schar

von oo^ partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung

F{x, y, z,p,q) = Const.

ins Auge fasst. Dann ergiebt sich , dass die Berührungstransformationen des Raumes
nicht die einzigen Transformationen der oo^ Flächenelemente des Raumes sind,

die jedes Integralgebilde wieder in ein Integralgebilde verwandeln, und zwar so-

wohl dann, wenn man verlangt, dass jede einzelne der oo* Gleichungen F =
für sich invariant bleiben soll , als auch dann , wenn man verlangt , dass nur ihre

Schar invariant bleiben soll. Wenn man aber die Forderung stellt, dass die ge-

suchte Transformation der Flächenelemente des Raumes die Integralgebilde jeder

partiellen Differentialgleichung erster Ordnung in die Integralgebilde der durch

die Transformation hervorgehenden partiellen Differentialgleichung überführen soll,

so ergiebt sich, dass nur die Berührungstransformationen des Raumes, diese aber

auch sämtlich, die Forderung erfüllen*).

Kapitel 13.

Partielle Differentialgleichnngen 1. 0., die infinitesimale

Pnnkttransformationen gestatten.

Im Allgemeinen kommen die Integrationstheorien der älteren Mathe-

matiker, die sich auf gewöhnliche Differentialgleichungen beziehen, im

Grunde genommen darauf hinaus, dass man, wenn auch unbewusst,

solche Kategorien von Differentialgleichungen herausgriff, die eine

oder mehrere bekannte infinitesimale Transformationen gestatten, und

fand, dass sich dieser Umstand für die Integration nutzbar machen liess.

Diese Bemerkung war für Lie der Ausgangspunkt für weitgehende

Integrationstheorien von gewöhnlichen und partiellen Differentialglei-

chungen beliebiger Ordnungen. In diesen Theorien wird der Begriff:

continuierliche Transformationsgruppe für die Differentialgleichungen

verwertet. Aber wir beabsichtigen in diesem Werke durchaus nicht,

uns mit diesen allgemeinen Theorien zu beschäftigen. Wir wollen hier

*) Siehe Lie, Analytische Theorie der Beriihrungstransformationen , Verh. d.

Ges. d. Wiss. zu Christiania, Juni 1873, S. 242.
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nur einige unter Lie's ersten Untersuchungen in dieser Richtung wieder-

geben, die aus den Jahren 1870 und 71 stammen. Wir glauben, hier-

durch dem Leser eine nützliche Vorbereitung zu dem Studium der

allgemeineren Theorien zu geben, und betonen dabei noch besonders,

dass sich auch diese allgemeineren Entwickelungen nach mehreren Seiten

hin für die Geometrie verwerten lassen.

§ 1. Partielle Diflferentialgleichungen 1. O., die infinitesimale

Translationen bez. Botationen gestatten.

Vorgelegt sei eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung

im Räume (x,'y,z):

(1) F(x,ij,z,p,q) = 0.

Sie definiert oo'^ Flächenelemente, oo^ charakteristische Streifen und

die von diesen erzeugten Vereine von Elementen, die Integralgebilde

der Gleichung F= sind.

Nunmehr führen wir auf den Raum (x, y, z) eine Translation um
eine bestimmte Strecke a längs der ^-Axe aus, bei der also die Punkte

{x, y, z) m die Punkte

(2) x^=x-\-a, yx=y, ^1 = ^

übergehen. Bei dieser Translation werden auch die Flächenelemente

{x,y,z,2),q) in neue Elemente (x^,yi, ^i,Pi,g[i) übergeführt. Es ist

einerseits begrifflich klar und kann andererseits aus den Formeln (80)

des § 5, 12. Kap., S. 577, für die Erweiterung einer Punkttransforma-

tion entnommen werden, dass dabei jedes Flächenelement parallel der

iC-Axe um die Strecke a verschoben wird, sodass die Gleichungen

(3) x^ = x-\-a, y^ = y, z^ = z, p^= p, q,==q

das aus dem Element {x,y,z,p,q) hervorgehende neue Element definieren.

Die oü* Elemente der Gleichung (1) gehen also in die <x>^ Elemente

(^1 yi) ^1} Pif Ui) über, die der Gleichung genügen, die durch Eli-

mination von x,y, z,p,q aus (1) vermöge (3) hervorgeht, also der

Gleichung:

(4) F{x^ — a,y^, z^,p^, q,) = 0.

Die Translation (2) führt also die partielle Differentialgleichung (1) in

die partielle Differentialgleichung (4) über. Nach Satz 20, § 5 des

12. Kap., S. 579, geht dabei jedes Integralgebilde der Gleichung (1)

in ein Integralgebilde der Gleichung (4) über.

Fragen wir uns, wie die vorgelegte partielle Differentialgleichung

(1) beschaffen sein muss, damit jedes Integralgebilde der Gleichung (1)

vermöge der Translation wieder in ein Integralgebilde derselben Glei-
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chuiig (1) übergehe. Dazu ist notwendig und hinreichend, dass die

neue Differentialgleichung (4) mit der ursprünglichen Gleichung (1),

mit dem einzigen Unterschied, dass darin ^i, 2/i> -^ui'ij ?i anstelle von

x,y, z,p,c[ stehen, identisch sei, anders ausgedrückt, dass die Erwei-

terung (3) der Translation jedes Element der Gleichung (1) in ein

Element derselben Gleichung (1) überführe.

Wir sagen, dass die partielle Differentialgleichung
^*die''^i^?^'

/i\ 7-r/ \ n » Translat.

(1) -f (X, y, 2,p, q) = gestattet.

die Translation

(2) x^ = x + a, yi=y, z^ = z

gestatte oder dass sie bei ihr invariant bleibe, wenn die Translation jedes

Integralgebilde der Gleichung (1) wieder 4n ein Integralgebilde der Glei-

chung (1) überführt oder, was dasselbe bedeutet, wenn jedes Element

(x, y, z, p, q) der Gleichung (1) vermöge der Erweiterung

(3) x^ = x-^a, y, = y, z^ = z, Pi = p, 2^ = q

der Translation (2) in ein Element ix^,yi, z^,p^,q^ derselben Gleichung

(1) übergeht.

Dies ist z. B. für die partielle Differentialgleichung

^mx-\-q){y,z,p,q) =
der Fall. Sie gestattet jede Translation von der Form:

Xy^ = x + 2xn, yi = y, z^ = z,

bei der n eine ganze Zahl ist. Diese Differentialgleichung gestattet

also eine discrete Anzahl von unendlich vielen Translationen.

Es giebt nun aber partielle Differentialgleichungen erster Ordnung

(1) F(x,y,z,p,q) = 0,

die alle oo^ Translationen

(2) x^ = x-{-a, y^ = y, Zi = z

längs der x-Axe gestatten, also bei einer continuierlichen Schar von „i Trans-

oo^ Translationen invariant bleiben. Eine Differentialgleichung (1)
^**"'°®°-

hat diese Eigenschaft augenscheinlich dann und nur dann, wenn die

Gleichung

(4)
•

F{x,— a, y„ z^,p„ q^) =
die willkürliche Constante a gar nicht enthält, d. h. wenn die partielle

Differentialgleichung (1) frei von x ist und daher die Form:

F{y,z,p,q)=^0
hat.
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Tr^r^g^at
^^^ diesem Falle gestattet die Differentialgleichung insbesondere

auch die infinitesimale Translation, die durch (2) dargestellt wird, wenn

die Constante a unendlich klein, gleich dt, ist:

x^ = x-j-dt, yi = y, z^ = s.

Bei ihr erfahren x,y, z,p,q die Incremente:

(5) dx = dt, dy = 0, 00 = 0, dp = 0, dq = 0.

Da femer jede Translation (2) durch successive Ausführung infinitesimaler

Translationen (5) erzeugt werden kann, so ist vorauszusehen, dass eine

partielle Differentialgleichung

F{x,y,z,p,q) = Q,

sobald sie die infinitesimale Translation (5) gestattet, auch jede end-

liche Translation (2) zulässt. Dies lässt sich rechnerisch sofort be-

stätigen: Bei der infinitesimalen Translation (5) geht die Differential-

gleichung (1) in die Gleichung

F{x-\-8t,y,z,'p,q) =
oder:

F{x,y,0,p,q)-\-^/^8t = O

über. Sie soll mit JP== identisch sein, d. h. es soll

Part Diffgl. dF ^
frei von z. '^~ vJ

sein infolge von i''= 0. Aber diese Bedingung ist nur dann erfüllt,

wenn die Gleichung _F= frei von x ist. Dann aber gestattet F=
avich jede endliche Translation längs der ic-Axe.

Die Integralgebilde der von x freien partiellen Differentialgleichung

(6) F{y,z,p,q) =
sind also so beschaffen, dass sie durch Translationen längs der ic-Axe

stets wieder in Integralgebilde derselben Gleichung übergehen. Unter

diesen Integralgebilden befinden sich nun solche, die bei den Trans-

lationen längs der ic-Axe stets wieder in sich seihst übergehen. In der

That ist ja einerseits klar, dass jede Cylinderfläche:

^=ny),
deren Erzeugende der iC-Axe parallel sind, durch die oo^ Translationen

(2) in sich übergeführt wird, und andererseits ist diese Cylinderfläche

ein Integralgebilde der Gleichung (6), wenn die Function Y{y) der

gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung
ooi Integral-
fln.besond. jP(«/, F, 0, F) =

zwischen Y und y genügt. Die Integration dieser gewöhnlichen Diffe-

rentialgleichung giebt oo^ Cylinderflächen:
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da die Lösung Y der Gleicliung eine Integrationsconstante a enthält.

Jede dieser oo^ Integralflächen s = Y{y, a) der partiellen Differential-

gleichung (6) gestattet also die infinitesimale Translation (5) und damit

offenbar auch jede endliche Translation längs der iC-Axe.

Will man überhaupt alle Flächen z — (p(x, y) = bestimmen,

die bei der infinitesimalen Translation in sich verschoben werden, so

hat man zu verlangen, dass der Zuwachs, den z — (p vermöge der

infinitesimalen Translation

(7) öx = dt, dy = 0, 02 =
erfährt, nämlich

82 — q)x8x — (fijSy

p, „

oder (fxSt, vennöge z = (p verschwinde, d. h. da (p-^ = ^ =p ist,

dass für diese Flächen

p =
sei. Diese Forderung liefert gerade die Cylinderflächen, deren Er-

zeugende der x-Ax.e parallel sind.

Die öden erwähnten 00^ Integralflächen der Gleichung

F{y,2,p,q) = 0,

von denen jede hei der infinitesimalen Translation längs der x-Äxe in

sich ühergeJit, sind daher gemeinsame Integralgebilde der beiden partiellen

Differentialgleichungen erster Ordnung:

F{y,z,p,q) = 0, p = 0.

Nach Satz 16, § 4 des 12. Kap., S. 568, liegen also diese beiden Glei-

chungen in Involution. In der That ist hier ^tf^'o.

[F {y, z, p, q),
p'\ = — pF„

der Klammerausdruck verschwindet folglich vermöge p = 0. Noch sei

bemerkt, dass die infinitesimale Translation (7) einer beliebigen Function

f(x^ y, z) den Zuwachs tJ- dt erteilt. Sie hat daher nach § 2 des

10. Kap., S. 442, das Symbol:

dx .

Wenn eine partielle Diflferentialgleichung

Fix,y,z,p,q) =
die infinitesimale Translation längs der y-Axe oder aber die infini-

tesimale Translation längs der z-Axe gestattet, so können wir eine

ganz, analoge Theorie entwickeln. Es ist ja nur die Veränderliche x
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mit y bez. .0 zu vertauschen, um diese Fälle aus den obigen abzuleiten.

Es ergiebt sich so, dass im ersten Falle F= frei von y, im zweiten

frei von z sein muss, und dass die partielle Differentialgleichung 00^

solche Integralflächen hat, die im ersten Falle Cylinder parallel der

y-Axe, im zweiten Cylinder parallel der .^-Axe sind.

part.Diffgi. Nunmehr gehen wir über zur Betrachtung solcher partieller Diffe-
m. zwei inf.

, ,

° o x

Tranaiat. reutialgleichungcn erster Ordnung

F(x,y,z,p,q) = 0,

die zwei verschiedene infinitesimale Translationen, etwa die längs der

x-Axe:
dx = dt, dy = 0, dz =

und die längs der y-Axe:

dx = 0, dy = dt, dz =
gestatten. Diese infinitesimalen Translationen haben die Symbole

~- und -J^-
ex dy

^
frew^''

^^^^ dß™ Vorhergehenden muss jede Differentialgleichung F= 0, die

^'y- diese beiden Eigenschaften hat, sowohl von x als auch ganz analog

von y frei sein. Sie hat somit die allgemeine Form:

(8) F{z,p,q)=^0.

Jede infinitesimale Translation, deren Richtung parallel der (xy)-

Ebene ist, hat die Form:

dx = adt, dy = hdt, d0 = O,

wobei a, h Constanten sind. Diese infinitesimale Transformation:

a^ 4-0 -^
ex ' dy

ist somit, wie wir in Analogie mit einer früher eingeführten Redeweise

(vgl. § 5 des 4. Kap., S. 122, 123) sagen, linear ableitbar aus den

beiden:

dx ' dy '

d. h. aus den beiden infinitesimalen Translationen längs der x- bez. y-Axe.

Wir bezeichnen die infinitesimale Translation daher als abhängig von

diesen beiden. Es ist begrifflich einleuchtend, dass die von x und y freie

partielle Differentialgleichung (8) auch jede infinitesimale Translation

a^ -+-
2dx ' dy

gestattet. Denn wir wissen, dass jedes Element der Gleichung (8)
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vermöge einer Translation längs der oc-Axe und ebenso vermöge einer

Translation längs der y Axe wieder in ein Element derselben Gleichung

(8) übergeht^ also auch vermöge einer beliebigen Translation parallel

der (a;«/) -Ebene, da die letztere Translation der Aufeinanderfolge der

beiden ersteren äquivalent ist.

Jede Gleichung von der Form (8) hat daher sicher oo^ Cylinder-

flächen als Integralflächen, deren Erzeugende einer bestimmten Richtung

in der (xy)-^hene parallel laufen. Sie hat demnach sicher überhaupt

oo^ derartige Cylindei-flächen als Integralflächen. Ein Cylinder, dessen

Erzeugende parallel der Geraden:

y -\- ax ==

der (a;y)-Ebene sind, hat allgemein die Gleichung

z= 0{y-}-ax),
sodass hier:

p = a0', q = 0'

ist. Verlangen wir, dass diese Fläche eine Integralfläche von (8) sein

soll, so haben wir zu fordern:

F{0, aO', O') = 0.

Dies ist eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung zwischen

y -f- ax und 0{y -\- ax). Sie giebt, und zwar offenbar durch Quadratur,

eine Function O von y -\- ax, die ausser y -\- ax noch eine willkür-

liche Constante h enthält. So ergeben sich oo'^ Cylinderflächen

Z= 0{y-\-aX,h) Quadrat

als Integralflächen von (8). Sie bilden eine vollständige Lösung der

Gleichung (8) mit den Parameter a und h. Aus dieser vollständigen

Lösung lassen sich alle Integralgebilde der Gleichung (8) nach Lagrange
durch Differentiation und Elimination ableiten. Das Integrationsproblem

der Differentialgleichung (8) ist somit auf eine Quadratur zurückgeführt.

Wir heben hervor, dass die oo^ Integralflächen, die Cylinder mit

Erzeugenden parallel der Geraden

y -\- ax =
in der (rci/)-Ebene sind, zu den Integralflächen derjenigen partiellen

Differentialgleichung gehören, deren oo* Elemente Geraden parallel dieser

Geraden enthalten, d. h. zu den Integralflächen der Gleichung

P— = a
3

oder:

p — aq = 0,

während

00» Inte-

gralfln.
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df df-~ — a -Tr-ox cy

das Symbol der infinitesimalen Translation parallel jener Geraden

y -\- ax =
invoi. mit ist. Die Gleichung (8) liegt also nach Satz 16, § 4 des 12. Kap.,.

j^'*- S. 568, in Involution mit jeder der oo^ Gleichungen

P— = a.
q

In der That ist auch

[F{,,p,q),^] = 0.

Part Diffgi. ^^[Y wollcu das Ergebnis so zusammenfassen:
mit zwei '->

'°
lat*"^ Satz 1: Gestattet eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung

F{x,y,3,p,q) =
im Baume (x, y, z) zwei von einander unabhängige infinitesimale Trans-

lationen

^ dl

so ist sie frei von x,y, also von der Form:

F{z,p,q) =
und liegt mit der Gleichung

P- = a

für jeden Wert der Constanten a in Involution. Durch eine Quadratur

ergiebt sich eine vollständige Lösung der Gleichung und damit die all-

gemeine Lösung.

Dieser einfache Satz wird im dritten Paragraphen eine tiefere Be-

deutung erhalten, und deshalb haben wir ihn formuliert.

Eotation. Um ein anderes Beispiel ins Auge zu fassen, betrachten wir eine

Botation um die ^-Axe. Dabei sei r der Abstand des Punktes (x, y, z)

von der z-Axe und cp der Winkel dieses Abstandes mit der (ic^) -Ebene,

sodass (p, z,r als cylindrische Coordinaten der Punkte (x, y, z) benutzt

werden können. In diesen Coordinaten lauten die Gleichungen einer

Rotation um die z-Ane:

Es ist denkbar, dass eine partielle Differentialgleichung die Eigenschaft

hat, dass jedes ihrer Integralgebilde vermöge dieser Rotation wieder

in ein Integralgebilde der Gleichung übergeht. Insbesondere ist es

ferner denkbar, dass eine partielle Differentialgleichung F = die

Eigenschaft hat, dass ihre Integralgebilde bei allen oo^ Rotationen um
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die ^-Axe unter einander vertauscht werden. Unter diesen Rotationen „^P*?
Botation.

ist insbesondere eine infinitesimale Botation enthalten^ nämlich die, bei

der (p,r, z die Incremente

(9) d<p = dt, 8z =0, 8r =
erfahren.

Wenn die Integralgebilde der partiellen Differentialgleichung F=0
bei dieser infinitesirhalen Rotation unter einander vertauscht werden,

so sagen wir, dass die Gleichung die infinitesimale Botation gestatte,

oder auch, dass sie hei ihr invariant bleibe.

Gestattet die Differentialgleichung 1^= die infinitesimale Rota-

tion um die ^-Axe, so gehen auch bei jeder endlichen Rotation um
die ^-Axe ihre Integralgebilde in einander über, denn jede endliche

Rotation um diese Axe lässt sich durch successive Ausführung infini-

tesimaler erzeugen. Analytisch wird dies übrigens durch die folgende

Betrachtung dargethan:

Zwischen den Coordinaten x, y, z und (p, z, r der Punkte des

Raumes bestehen die Beziehungen:

(10) g) = arctg|, z = z, r = yx^-\-y^'

Die vorgelegte partielle Differentialgleichung erster Ordnung F ==

lässt sich nun auch in den cylindrischen Coordinaten cp, z,r ausdrücken.

Zu diesem Zwecke müssen die Grössen x,y, z,p,c[ durch <p,z,r und

dr CT

dcp' dz

ausgedrückt werden. Die Gleichungen (10) zeigen, wie sich qp, z, r als

Functionen von x, y, z darstellen, und daraus folgt, wenn r als Function

von (p und z aufgefasst wird:

dr = ^- dw -{--:— dz

oder wegen (10):

1 / 7 I 7 \ er xdy— ydx , dr -,

,
ixdx -h ydy) = i^ , , , f- ö- a^

.

yx'^-^y^^ ^ ^ ^^ C(p x^-\-y^ ^ dz

Setzen wir hierin dz = 2)dx -{- q dy ein und verlangen das Bestehen

der Gleichung für jedes Wertepaar dx, dy, so folgt:

(10') g^ = ^^-^V^qr^, gr_^^/^' + y^
^ ^ ccp ocp-\-yq ' i :j J 02 xp -\- yq^

Vermöge der fünf Gleichungen (10) und (10') haben wir nun x, y, z,p, q

aus der Differentialgleichung i^=0 zu eliminieren, um die Forin dieser
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Differentialgleichung in den cylindrischen Coordinaten cp, z,r zu er-

halten. Es möge sich ergeben:

"^mu^e*"
Da sich die infinitesimale Rotation in den cylindrischen Coordinaten

in der Form (9) darstellt und da ß = diese infinitesimale Rotation

gestatten soll, so sehen wir, dass das jetzt vorliegende Problem ana-

lytisch genau dieselbe Eigenschaft hat wie das auf S. 586 behandelte,

bei dem eine partielle Differentialgleichung

F{x, y, z, p,q) =
vorlag, die bei der infinitesimalen Translation

dx = dt, dy = 0, dz =
invariant sein sollte, denn die Gleichungen dieser infinitesimalen Trans-

lation, geschrieben in x, y, z, haben genau die Form der Gleichungen

der infinitesimalen Rotation (9) geschrieben in (p, z, r.

Daher können wir die damaligen analytischen Ergebnisse sofort

auf den jetzigen Fall übertragen. Daraus folgt, dass die Gleichung

ß = frei von cp sein muss, also die Form hat:

und dass sie sicher oo^ Integralflächen von der Form

r = Z{0)

besitzt. In der That giebt r = Z(z) in Sl = eingesetzt die Be-

dingung:

il{z,Z,0,Z') = 0,

und dies ist eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung

zwischen Z und z. Ihre Lösung enthält eine willkürliche Constante a:

(11) r = Z(z, a).

Während früher (S. 587) die oo^ Flächen z = Y{y, a) gemeinsame In-

tegralflächen von F=0 und ^ = waren, sind jetzt die oü^ Flächen

r = Z{z, a)

gemeinsame Integralflächen der beiden Gleichungen

r% ( d(p dr\ ^ er ^

denn der damaligen Grösse p oder ^ entspricht in den cylindrigchen

Coordinaten (p, z, r die Grösse k— • Die beiden soeben angegebenen
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partiellen Differentialgleichungen liegen nach Satz 16, § 4 des 12. Kap.,

S. 568, in Involution.

Infolge der Bedeutung der cylindrischen Coordinaten stellt die
""ä^^afs*

Gleichung (11) oo^ Rotationsflächen dar, deren Axe die ^-Axe ist. Die ^''*^^*^^°-

Gleichung Sl = ist in den ursprünglichen Veränderlichen x, y, z

die vorgelegte partielle Differentialgleichung

F(x,y,2,p,q) = 0,

während die Gleichung ^r- = 0, die, wie wir sahen, mit ihr in In-
}^"'°^J^}^^^

volution liegt, in den ursprünglichen Veränderlichen x, y, z infolge von

(10') in der Form
—

«/i? + a^g' =
geschrieben werden kann.

Da ferner

X = r cos qp, i/ = r sin 9), z = z

ist, so ist für die infinitesimale Rotation (9), bei der nur cp um 8t

geändert wird:

8x = — rmi(p8q)= — y8t, 8y = r cos (pSq) = x 8t, 8z = 0.

Die infinitesimale Rotation um die ^-Axe hat also in den gewöhnlichen

Punktcoordinaten x, y, z das Symbol:

cf . df
^ idx ' oy

Wenn daher eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung

F= die infinitesimale Botation

df , df— y ^ -f- Xi^^ ex * cy

gestattet, so liegt sie mit der partiellen Differentialgleichung

— yp-\-xq =
in Involution und hat also "mit ihr 00^ Integralflächen gemein, nämlich

<x^ Rotationsflächen, deren Axe die z-Axe ist und die sich durch eine

Quadratur bestimmen lassen.

Nun nehmen wir an, die partielle Differentialgleichung m^'Ükf.Eft.
u. inf.

F{X, y, Z, P,q) = Translat.

gestatte sowohl eine infinitesimale Rotation um die z-Axe als auch eine

infinitesimale Translation längs der z-Axe, also die beiden infinitesi-

malen Transformationen mit den Symbolen:

_ cf.^cf dX^
^ dx ' dy' dz

Lie, Geometrie der Berübrungatransformationen I. 38 [1. III. 1896.]
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Führen wir wieder die eylindrischen Coordinaten g)^ z, r vermöge (10)

ein, so stellen sich diese beiden infinitesimalen Transformationen so dar:

d(p = St, d0 = O, dr =
bez.

dtp = 0, 00 = dt, dr = 0.

Sie haben also in den eylindrischen Coordinaten (p, z, r genau die

Form, wie in den gewöhnlichen Coordinaten x, y, z die infinitesimalen

Translationen längs der x- und y-Axe (vgl. S. 588). Ferner wird

F= 0, geschrieben in den Coordinaten cp, z, r, die Form

annehmen, die aus F= Q vermöge (10) und (10') hervorgeht. Unser

Problem hat jetzt genau dieselbe analytische Form wie das auf

S. 588 u. s. w. behandelte, das zu dem Satze 1 führte. Daraus können

wir zunächst entnehmen, dass ß = sowohl von tp als auch von z

frei sein muss:

ferner, da jetzt statt p und q die Grössen k— und x- zu ge-

brauchen sind, dass ß = mit jeder der cx)^ partiellen Differential-

gleichungen:
dr

(12) ^ = a

dz

Vollst. Lösg.in Involution liegt. Sie hat mit jeder oo^ Integralflächen gemein, die

Quadrat, sich durch Quodratur angeben lassen:

r = ^{z -\- a<p, h).

Alle diese oo^ Flächen bilden eine vollständige Lösung, sodass also

das Integrationsproblem der Gleichung auf nur eine Quadratur reduciert

ist. Die Gleichung (12) hat, geschrieben in x, y, z, nach den Glei-

chungen (10') die Form

yp — xq== a.

Da wir damals sahen, dass F= auch jede aus den beiden infini-

tesimalen Translationen ^ und p-- linear ableitbare gestattet, so folgt,

dass die jetzige Differentialgleichung jede aus

_ dl.^dl dl
^ dx

~*~
dy' dz
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linear ableitbare infinitesimale Transformation, d. h. jede infinitesimale jnfln.

Schraubung längs der z-Axe:
schraubg.

cf cf . cf
^ ex cy ' cz

gestattet. Die oo^ Integralflächen der vollständigen Lösung sind, ge-

deutet im ursprünglichen Raum (x,y,z), Schraubenflächen. Setzt man

cp = Const., d. h. schneidet man die Flächen mit Ebenen durch die

z-k.xe, so ergeben sich die oo^ Curven

r = 0{z -{- Const., b),

die mit der Curve
r = ^(z, b)

congruent sind, sodass jede der Flächen durch Schraubung einer solchen

Curve längs der z-Axe entsteht.

Analoge Theorien lassen sich für solche partielle Differential-

gleichungen F= entwickeln , die zwei infinitesimale projective Trans- inf. proj.

formationeti von der Form

cf , 1 cf , df
ax ^ 4- by w^ 4- cz ^ex ' ^ oy ' cz

oder

8x = axdt, 8y = bydt, 8z = cz8t

gestatten. Dabei benutzt man die neuen Veränderlichen

j = loga;, ^ = log«/, 5
= log^,

vermöge deren sich diese infinitesimalen projectiven Transformationen

in der Form:

di = a8t, d\) = böt, di = c8t

darstellen. Diese Form ist ganz analog der Form

8x = adt, 8y = b8t, 8z = c8t

einer infinitesimalen Translation in den gewöhnlichen Coordinaten

X, y, z, und dies giebt einen Weg, die angedeutete Theorie zu ent-

wickeln. Hieraus kann man, wie wir ohne Beweis erwähnen, z. B.

ableiten, dass, wenn die Gleichung F= zwei der angegebenen in-

finitesimalen projectiven Transformationen gestattet, alsdann eine voll-

ständige Lösung und damit die allgemeine Lösung der partiellen

Differentialgleichung F = durch eine Quadratur gefunden werden

kann.

38*
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§ 2. Partielle Differentialgleichungen 1. O., die eine infinitesimale

Transformation gestatten.

Nachdem wir im ersten Paragraphen einige wichtige und lehr-

reiche Beispiele besprochen haben, gehen wir jetzt dazu über, ganz

allgemein die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung zu

besprechen, die eine bekannte infinitesimale Punkttransformation ge-

statten.

Zu diesem Zwecke ist es zunächst nötig, die Ausführungen in

§ 5 des vorigen Kapitels über die Erweiterung einer Punkttransfor-

mation zu vervollständigen.

Inf. Trf. Bei einer infinitesimalen PunJcUransformation im Baume (x, y, z)

gehen die Punkte .(ic, i/, ,?) in unendlich benachbarte Punkte (^xj^/i^^i)

über, x^, y^, 0^ unterscheiden sich also nur unendlich wenig von

X, y, 0, und wir können daher die infinitesimale Punkttransformation

allgemein in der Form schreiben:

(13) Xi = x-i- ^{x, y,z)dt -\ , y^^==y-^n{^,y,^)^i + -,

wobei 8 t eine unendlich kleine Grösse bedeuten soll und die rechten

Seiten als Reihen nach ganzen positiven Potenzen von dt aufzufassen

sind, oder wie wir kürzer sagen, Potenzreihen nach 8t sind. Die

Coordinaten x, y, z erfahren also, wenn man die höheren Potenzen von

8 t vernachlässigt, die Incremente:

(13') 8x^l{x,y,z)8t, 8y = ri{x,y, z) 8t, 8z = t{x,y, z) 8t.

Eine Function f von x, y, z geht bei Ausführung der infinitesimalen

Transformation in die Function f{xy, y^, z^ über oder also nach (13) in:

f{x + m, y + v^t, ^ + m'
Hierfür können wir aber schreiben:

wobei die Glieder höherer Ordnung in 8 t nur angedeutet sind. Wenn
wir die höheren Potenzen von 8 t vernachlässigen, so ergiebt sich also

für den Zuwachs Sf, den f(x, y, z) bei Ausführung der infinitesimalen

Transformation (13) erfährt, der Ausdruck:

Wie früher (vgl. § 2 des 10, Kap., S. 442) bezeichnen wir daher den

Ausdruck
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Vf^ll + n'lj^-ei

als das Sijmhol der infinitesimalen Punkttransformation (13). Ist essymboie p/.

gegeben, so sind |, ri, t, und also auch die Formeln (13') bekannt.

Liegen mehrere infinitesimale Transformationen

vor, so sagen wir wie früher (§ 5 des 4. Kap., S. 122, 123), dass sie

von einander unabhängig sind, sobald Iteine lineare Relation mit con- inf°Trfn.

stauten Coefficienten c^, c^ . . . Cr'.

zwischen ihnen besteht. Andernfalls heissen sie von einander abhängig.

Ist insbesondere Urf von der Form:

Urf= C^UJ-] h Cr-, Ur-xf,

in der c^ . . . Cr—i Constanten bedeuten, so sagen wir, dass die infini-

tesimale Transformation Urf aus U^f... Ur~if linear ableitbar ist. inf.*Trfn**'

Den an der ebengenannten Stelle eingeführten Klammerausdruck Kiammer-
D o ausdrnck.

U,{U,f)-U,{UJ)

zweier infinitesimaler Transformationen werden wir auch in diesem

Kapitel benutzen. Er ist, wie früher auseinandergesetzt wurde, wiederum

linear und homogen in -^-, ^—, ^ und stellt daher ebenfalls eine in-° dx' dy' dz

finitesimale Punkttransformation dar.

Wie wir in § 5 des vorigen Kapitels eine beliebige Punkttrans-

formation durch Hinzunahme der Transformation, die p und q dabei

erfahren, erweitert haben, so lässt sich auch insbesondere die infini-

tesimale Punkttransformation TJf oder (13) oder (13') erweitern. Dabei ^[^"xTr^

wenden wir das damals auf S. 578 angegebene Verfahren an. Wir

fordern also:

(14)|'^^^"^^^^ + ""^~"^*'^^'''^^^^ + '"'^~^^'^*^^ + ''^^ + '*'^^

[
= Q{dz — pdx — qdy).

Die Grösse q bedeutet eine noch unbekannte Function von x, y, s.

Bei einer infinitesimalen Punkttransformation Uf werden die

Flächenelemente (x,y,2,p,q) in unendlich benachbarte (pc.^^,yi,z^,p^,q^

übergeführt. Daher werden sich p^, q^ unendlich wenig von p, q unter-

scheiden und also als Potenzreihen nach dt die Form haben:

(15) Pi=^p^n{x,y,z,r>,q)dt-\--', q,=g.-{- >i{x,y,z,p,q)Öt-\-'-,
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sodass, bei Vernachlässigung der höheren Potenzen von dt, die Coordi-

naten p, q die Incremente erfahren:

(15') dp = 7tdt, dq = x8t

Unsere Aufgabe ist es, die Functionen n und x von x, y, z, p, q aus

der Forderung (14) zu ermitteln.

Setzen wir die Werte (15) in (14) ein, so steht links eine Reihe

nach ganzen positiven Potenzen von 8 t. Dies muss also auch rechts

der Fall sein. Daraus folgt, dass q eine Potenzreihe nach 8t ist. Da
links das von 8 t freie Glied den Wert dz — pdx — qdy hat, so folgt

femer, dass diese Reihe für q mit dem Gliede Eins beginnen muss:

9 = 1 + ^(^', y,^,v,Q)^i-\— •

Setzen wir diesen Wert, in dem 6 noch unbekannt ist, ebenfalls in

(14) ein, und vergleichen wir darauf die mit der ersten Potenz von

8t behafteten Glieder auf beiden Seiten der Gleichung, so kommt (vgl.

§ 2 des 4. Kap., S. 93):

(16) dt, — pd^ — qd-q — ndx — xdy = 6 {dz — pdx — qdy).

Hierfür können wir nach (13') und (15') auch schreiben:

(16') d8z—pd8x— qdSy— 8p dx— 8q-dy = ö{dz— pdx — qdy).

Beiläufig sei angemerkt, dass sich diese Gleichung kürzer so schreiben

lässt

:

(16") 8(dz — pdx — qdy) == 6(dz — pdx — qdy).

Benutzen wir die Form (16) dieser Gleichung und vergleichen

wir darin die Coefficienten von dx, dy, dz auf beiden Seiten, so er-

halten wir, da x, y, z von einander unabhängige Veränderliche sind,

die Gleichungen:

tx — P^x — qVx 7t = — 6p,

^z — Plz — qri, = <3.

Setzen wir den Wert von tf aus der letzten Gleichung in die beiden

ersten ein, so können wir aus diesen n und x berechnen. Es kommt:

'^ = tx-\-pt — P{lx + plz) — q(Vx + PVz),
(17)

\x = ty + qtz —p{^v + qlz) — qiVv + ÜVz)-

Hiermit sind die ersten Glieder in den Entwickelungen:

p^=p-\-jt8t-\ , q^=q^x8t-\

berechnet. Um die Formeln kürzer zu schreiben, wollen wir, wenn
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du
U eine beliebige Function von x, y, z ist, zur Abkürzung unter ^
und -T- die Ausdrücke verstehen:

dy

du du j^ du du du ^^ du
dx dx~^^ds' dy dy ' ^ dz

Dann lauten die Formeln (17) so:

(17')
dx ^ dx ^ dx^

d^ d^ dr]^

dy ^ dy dy'

(18)

sodass sich als Incremente von p und q diese ergeben:

In dieser Art lassen sich die Formeln wohl am besten dem Gedächtnis

einprägen. Dabei hat man dann immer zu beachten, dass 2 bei der

Differentiation nach x bez. y als Function von x und y mit den par-

tiellen Differentialquotienten p und q betrachtet wird.

Die Gleichungen (13') und (18) stellen zusammen die Erweiterung

der infinitesimalen Punlcttransfortnation Uf dar. Bei ihr erfährt eine

Function f{x, y, z,p, q) den Zuwachs, der, abgesehen vom Factor dt,

den Wert hat:

' ^ dx ^ ' cy ^ dz ^ cp ' dq

U'f ist also das Symbol der Erweiterung der infinitesimalen Punkt-
^E^writg^

transformation Uf.

Liegt eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung

F(x, y, z, p,q) =
im Räume (x, y, z) vor, ist also, geometrisch ausgesprochen, eine

Schar von oo* Flächenelementen (x, y, z,p, q) gegeben, so sagen wir,

dass sie die infinitesimale PunJcttransformation Uf gestatte oder dass sie *die uf
'

bei ihr invariant bleibe, wenn das Flächenelement ^** *"**

{x-^ öx, y-\- dy, z + dz, p -{- dp, q -\- dq),

das vermöge der Erweiterung (13'), (18) der infinitesimalen Punkt-

transformation aus einem beliebigen Element (x, y, z, p, q) der Schar

jP= hervorgeht, stets auch zur Schar der oo* Elemente gehört und

also die Gleichung F= erfüllt. In diesem FaUe muss die Gleichung:
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F{x -\- 8x, y -\- öy, z + 8z, p -[- 8p, ^ -|- d^) =
oder also die Gleichung:

F:c8x + Fy8y -\- F,8z -\- Fpdp + F^8q =
infolge von F=0 und infolge der fünf Gleichungen (13'), (18) be-

stehen. Es muss also die Gleichung:

(19) ^'^^5|f + .|f+e|f + .|f + «|f
= o

infolge von F=0 bestehen, wenn n, x die oben berechneten Func-

tionen (17) von X, y, z, p, q bedeuten.

Die lineare homogene partielle Differentialgleichung (19) ist dem

System von vier gewöhnlichen DiflFerentialgleichungen

/i)r^\ dx dy dz dp dq

äquivalent. Dieses ist integriert, sobald man vier von einander unab-

hängige Integrale u^, u^, Mg, u^ des Systems kennt. Da |, ri, t, frei

von p, q sind, so bilden die beiden Gleichungen

dx dy dz

für sich ein System. Sind u(x, y, z) und v(x, y, z) zwei von einander

unabhängige Integrale dieses letzteren Systems, so sind sie zugleich

Lösungen der linearen homogenen partiellen Differentialgleichung

' ^ ex ' ' cy ' ^ oz

sowie der Differentialgleichung (19). Sobald man also noch zwei von

u, V sowie von einander unabhängige Integrale w^^, w^ des Systems

(20) kennt, so hat man in einer beliebigen Function Sl(u, v, w^, w^)

die allgemeinste Lösung der linearen homogenen partiellen Differential-

gleichung (19) vor sich.

Wenn nun die Differentialgleichung erster Ordnung

F(x, y, 0, p,q) =
die infinitesimale Transformation üf gestattet, d. h, wenn U't infolge

Augnahme von F=0 verschwindct, so geht dies auf zwei Arten an: Zunächst

ist es denkbar, dass jedes Element {x, y, z, p, q) der Schar F == von

oo* Elementen einzeln bei der Erweiterung U'f invariant bleibt. Dies

tritt ein, wenn dx, 8y, 8z, 8p, 8q sämtlich für jedes Element der

Schar F == verschwinden. Alle derartigen Elemente (x, y, z,p, q)

müssen also den fünf Gleichungen
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^(x,y,2) = 0, rj(x,y,z) = 0, t{a),ij,z) = 0,

n{x,y,z,p,q) = 0, ic(x,y, z, p,q) =

genügen. Es ist nun aber unmöglich, dass es wirklich oo* Elemente

(x, y, z, p, q) giebt, die diese Gleichungen befriedigen, wie man aus

der Form (17) von jt und x erkennt.

Mithin wird die Differentialgleichung F= die infinitesimale ^^f
f"'

Transformation Uf nur dann gestatten, wenn ü'f ein allgemeines

Element {x, y, z, p, q) der Schar F = in ein unendlich benach-

bartes Element der Schar F = verwandelt. Dann ist F =
eine Integralgleichung des Systems (20) und wird somit durch eine

Relation

zwischen den vier Integralen m, v, w^, w^ dargestellt (vgl. § 1 des

11. Kap., S. 490). Umgekehrt: Jede derartige Gleichung ß = ist

eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung, die Uf gestattet.

Liegt z. B. die infinitesimale Rotation um die ^-Axe vor, deren Beigpiei.

Symbol ist (vgl. § 1, S. 593):

so sind u, v Integrale des Systems

dx dy dz
— y X

Daher kann hier

u ^ x^ -^ y^, V ^ z

gesetzt werden. Ferner ist hier, da |^ — y, r} ^ x, ^^0 ist,

nach (17)

TT'r — cf , df df . cfUf^E — y^-\-x~— q^ -\- p^,' '^ ex ^ cy ^ dp ' ^ cq'

also das System (20):

dx dy dz dp dq
— y X — q p

Zwei Integrale dieses Systems sind u ^x^ -\- y^, v ^ z. Offenbar sind

zwei von einander und von u und v unabhängige Integrale. Femer

giebt es nur oo^ Elemente, die bei U'f einzeln invariant bleiben,

nämlich die Elemente, für die x = y=p = q = ist. Also

folgt:
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Die pariiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, die hei der

infinitesimalen Rotation um die s-Axe inva/riant bleiben, haben die all-

gemeine Form:

Sl(x^ -\-7f, S, p^ -\-q\ px-{-qy) = 0.

Liegt eine continuierliche Schar von cx)' Punkttransformationen im Räume
(x, y, z) vor:

(21) Xy=^ X{x,ij,s,a), y^ = Y{x,y, z,a), z^ = Z{x, y, z, a),

deren Parameter a ist, so sei mit T^ die zum Parameterwerte a gehörige Trans-

^firrfn"" formation der Schar bezeichnet. Alsdann bilden diese oo^ Transformationen T^

eine Gruppe, wenn die Aufeinanderfolge zweier beliebiger Transformationen

T , Tj der Schar stets wieder einer Transformation T^ der Schar äquivalent ist

(vgl. § 1 des 4. Kap., S. 90). Erweitert man die oo* Transformationen T^ der

Gruppe, so ist es klar, dass auch die Erweiterungen eine Gruppe bilden. Ent-

d^Griume ^^^^ ^^^ Gruppe der T^ die infinitesimale Punkttransformation:

(22) Sx = ^{x, y, z) St, dy = 7j(aj, y, z) St, Sz = tix, y, z) St,

so enthält die Erweiterung der Gruppe auch die infinitesimale Transformation in

X, y, z, p; q, die durch Erweiterung dieser infinitesimalen Punkttransformation

hervorgeht. Durch wiederholte Ausführung dieser Erweiterung der infinitesimalen

Transformation kann man dann auch die Erweiterungen der endlichen Transfor-

mationen wieder erzeugen und damit die Erweiterung der vorgelegten Gruppe
herstellen. Man vergleiche hierzu die Ausführungen auf S. 91. Die Gruppe (21)

Groppe."^ heisst eine eingliedrige Gruppe.

Es seien

(21') lh= P{x,y,z, p.,(i,a), Qi
= Q{x,y,z, p,q,a)

die beiden Gleichungen, die durch die Erweiterung der allgemeinen Transfor-

mation T^ hinzutreten. Ferner sei die infinitesimale Transformation (22) in der

im Text angegebenen Art erweitert, sodass zu (22) noch hinzutritt:

(22') dp = Tt{x,y, Z, p, q) St, Sq = %{x,y,Z, p,q) St.

Alsdann giebt, wie gesagt, die unendlich oftmalige Wiederholung der infini-

tesimalen Transformation in x, y, z, p, q, die durch (22) und (22') dargestellt

wird, die endliche Transformation (21), (21'). Den ausführlichen Nachweis hierfür

übergehen wir. Die Sache ist jedenfalls begrifflich naheliegend,

invar. Gig. Eine Gleichung
F{x, y, z, p, q) =

oder, geometrisch ausgesprochen, eine Schar von oo^ Flächenelementen gestattet

dann und nur dann alle endlichen Transformationen der eingliedrigen Gruppe

(21), (21'), wenn sie die infinitesimale Transformation (22), (22') dieser Gruppe
gestattet. Dies beruht eben darauf, dass jede endliche Transformation der Gruppe
durch unendlich oftmalige Wiederholung der infinitesimalen Transformation (22),

(22') entsteht.

Giei'dign.- Entsprechend gestattet ein System von r Gleichungen (r <[ 5):

Fi{x,y,z, p,q) = 0, F^(x,y,z, p,q) =
oder also eine Schar von oo Elementen sämtliche Transformationen der ein-

gliedrigen Gruppe (21), (21') dann und nur dann, wenn sie die infinitesimale

Transformation (22), (22') zulässt, d. h. wenn das Gleichungensystem

System.
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dF. oF. cF. cF. dF.

cx cy cz dp oq_

(i = 1 . . . r)

vermöge F^ = 0, • • • F^ = besteht.

Hieraus folgt weiter, wenn nicht jedes einzelne Element der Schar

1*^ = 0, • • 7*'^ = für sich bei U'f in Ruhe bleibt, dass diese invarianten

Scharen analytisch durch eine oder mehrere Relationen zwischen den vier von
einander unabhängigen Lösungen it, v, w^, iv^ der linearen partiellen Differential-

gleichung

dx ' ' dy C2 ' dp cq

dargestellt wird. (Vgl. hierzu § 5 des 11. Kap., S. 516.)

Man kann beweisen, dass, sobald die beiden von jj, q freien Lösungen «, v

von U'f = bekannt sind, die beiden anderen Lösungen tCj , tüj durch Quadratur
gefunden werden können. Dies wird nachher, S. 607, bewiesen werden.

Wenn wir in die infinitesimale Punkttransformation

' ^ dx ' ' dy ' ^ dz
oder

(23) dx = l(x,y,2)dt, dy = r](x,y, s) dt, 8s = ^{x,y, z) dt

neue Veränderliche £, ^, g einführen, die mit den ursprünglichen ^, 2/? -^^ ve^nd* in

durch die auch nach x, y, 3 auflösbaren Gleichungen: mf. Trf.

(24) i = ^{x, y, s), t) = ^ (x, y, 0), g = 3(^; y, ^)

verknüpft sind, so können wir dies so auffassen, als ob wir die Punkte

(x, y, z) des Raumes auf ein neues Coordinatensystem (j, ^, j) beziehen

wollen. (Vgl. § 3 des 4. Kap., S. 114, sowie § 4 des 8. Kap., S. 335.)

Nun erfahren J, 9, 5 bei der infinitesimalen Transformation Uf oder

(28) die Incremente:

öi = {liA + ^jri^-^.t)8t,

8\)={%l^%ri-{-%l)8t,

die wir mit Hülfe des Symbols Uf wegen (24) auch so schreiben

können:

<jj=;7j.tf#, 8);)=U)i)8t, öi=Ui-8t
In den neuen Veränderlichen £, 9, 5 hat also die infinitesimale Punkt-

transformation das Symbol:

(25) U/-=C^E.|^+^9.|^+Cr5.|^. ,5—

Sind nun j und t) insbesondere die beiden oben (S. 600) erwähnten

Lösungen von Uf=0, d. h. zwei von einander unabhängige Functionen

l(x,y,2), \)(x,y,i), für die
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ist, und ist 5 eine Function von x, y, z, die der Gleichung

° ^ dx ^ ' dy ^ ^ 8z

genügt, so sind J, t), j von einander unabhängig, da die Determinante

der letzten drei Gleichungen von Null verschieden ist, weil in der

letzten Gleichung rechts Eins steht. Wir können daher diese Functionen

j, t), § als die neuen Veränderlichen anstelle von x, y, z benutzen.

Die wirkliche Bestimmung der Functionen j, t) erfordert die Inte-

gration der Gleichung Uf = oder des äquivalenten Systems von

zwei simultanen gewöhnlichen Differentialgleichungen:

dx dy dz

Hat man aber 5, \) bestimmt, so erfordert die Bestimmung von 5 nur

eine Quadratur. In der That, da U^^^l sein soll, so muss 5 so als

Function von x, y, z bestimmt werden, dass

/nn\ dx dy dz 7

(26) -^ = -^ = „ = rfj

wird. Nun sind

l(:-^,yy^) = a, \)(x,y,z) = b

nach Voraussetzung bekannte Integrale dieses Systems. Vermöge der-

selben können wir etwa x, y als Functionen von z und den beiden

Constanten a, b in das System (26) einführen. Insbesondere reduciert

sich dann die letzte Gleichung

dz j

Y = <«ä,

da ^ von 5 frei ist, auf eine Gleichung von der Form:

(p(z, a, b)dz = dl
und hieraus folgt:

1 = J(p{z,a,b)dz.

Führt man die Quadratur aus und setzt alsdann für a, b wieder ihre

Werte ^(x, y, z), ^(ic, y, z) ein, so hat man die gesuchte Function

l(x, y, z) gefunden. Dies Ergebnis entspricht einem analogen Satz in

§ 2 des 4. Kap., S. 105.

Wir wollen nun j, \), §, für die
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ist, als neue Veränderliche in die infinitesimale Transformation Uf ein-

führen. Nach (25) lautet das Symbol U/" der hervorgehenden infini-

tesimalen Transformation einfach so:

"/ - dl
Es ist also

öi = 0, d\) = 0, 8i=8t
die gesuchte infinitesimale Transformation. Sind j, ^, g Cartesische

Punktcoordinaten, so ist dies eine infinitesimale Translation. Hiermit

ist der einfache, aber wichtige Satz bewiesen:

Satz 2: Jede infinitesimale Punkttransformation in x, y, z:
inf TTansut

lässt sich durch Einführung passender neuer Veränderlicher J, t), 5 auf

die Form einer infinitesimalen Translation

K
bringen.

Dieser Satz ist analog dem Satz 11, § 4 des 4. Kap., S. 120, über

die Reduction einer infinitesimalen Berührangstransformation der Ebene

auf eine infinitesimale Translation durch Einführung neuer Veränder-

licher vermöge einer Berührungstransformation.

Liegt nun eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung Part.Diffgi,

F(x,y,,,p,q) = «'-'^*-

vor, die eine infinitesimale Punkttransformation

^' —^dx^^ dy^ ^ dz

gestattet, so können wir uns vorstellen, dass wir in Uf und in jP=0 Neue° '
.

'

. Veränderl.

anstelle von x, y, z die soeben besprochenen neuen Veränderlichen

J, t), J einführen, wodurch TJf in

U/ = ^
übergeht. Die Einführung der neuen Veränderlichen kann, wie gesagt,

so aufgefasst werden, als ob wir die Punkte {x, y, z) des Raumes auf

ein neues Coordinatensystem (j, ^, §) beziehen, wobei also die Punkte

selbst und damit auch die Flächenelemente nicht geändert werden.

Wie sich die Coordinaten j, ^,§,p,q des Flächenelementes {x,yyZ,p,q)

im neuen System durch die ursprünglichen Coordinaten x, y, z, p, q

ausdrücken, lehren die Gleichungen (24), die j, t), 5 als Functionen
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von X, y, z geben, sowie die beiden Gleichungen, die durch Er-

weiterung der Transformation (24) in der in § 5 des 12. Kap., S. 577,

Formeln (80), gelehrten Weise zu ihnen hinzutreten. Wenn wir nun

die alten Coordinaten x,y,z,p,ci umgekehrt durch die neuen 5,t),5,)3,q

ausdrücken, so können wir durch Substitution dieser Werte in F=0
sofort auch die alte partielle Differentialgleichung jP = im neuen

Coordinatensystem darstellen. Wir gelangen dadurch zu einer par-

tiellen Differentialgleichung:

^(i-,t),ä,p,q) = 0.

Bei unserer Auffassung der Einführung der neuen Coordinaten ist es

klar, dass ^ = genau dieselben oo* Elemente definiert wie F= 0,

nur eben ausgedrückt in einem anderen Coordinatensystem. Da nun

F= die infinitesimale Punkttransformation Uf gestattet, so folgt,

dass ^ == die infinitesimale Punkttransformation

gestattet.

In § 1, S. 588, fanden wir nun, dass eine partielle Differential-

gleichung

nur dann die infinitesimale Transformation -J- gestattet, wenn ^ =
frei von 5 ist. Dies können wir auch direct analytisch bestätigen, da

die Erweiterung von Vif nach den Formeln (17) auf S. 598 ebenfalls

die Form

hat und also ^ = eine Integralgleichung des Systems

dj d^ d^ dp dq
~Ö' ^' IT 'V

~Ö"

sein muss, von dem j, ^, p, q vier Integrale sind.

Die Bestimmung von j und t) erforderte, wie hervorgehoben

wurde, die Integration der Gleichung Uf= oder des äquivalenten

Systems:
/(^„x dx dy dz

Die infinitesimale Transformation Uf erteilt jedem Punkt (x, y, z) des
j

Raumes eine Fortschreitungsrichtung (ßxidy.dz), nämlich die Richtung

{^ : rj : ^). Die Curven nun, die in jedem ihrer Punkte diese zugeordnete _

.

Richtung zur Tangente haben, sind also die, längs deren sich die ^|
Punkte bei der infinitesimalen Transformation Uf bewegen. Wir nennen
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sie die Bahncurven der infinitesimalen Transformation Uf Anderer-

seits sind sie nach § 1 des 11. Kap., S. 486, gerade die Integralcurven

des Systems (27). Da aber j, t) die Integrale von (27) sind, so stellen

j = Const., t) = Const.

die Bahncurven dar. Mithin folgt: Sobald die oo^ Bahncurven der

infinitesimalen Punkttransformation Uf bekannt sind, kennt man auch

die beiden Functionen j, t). Dann bestimmt sich 3 nach dem Obigen

(S. 004) durch eine Quadratur,

Das Ergebnis unserer Betrachtungen wird daher durch den folgenden

Satz ausgedrückt:

Satz 3: Liegt eine infinitesimale Punkttransformation Uf im Räume Ergebnis.

(x, y, z) vor, deren 00^ Bahncurven bekannt sind, so ist es immer möglich,

durch Quadratur und aiisführhare Operationen solche neue Veränderliche

5, ^, § einzuführen, dass Uf die Form

df

annimmt. Gleichzeitig nimmt jede partielle Differentialgleichung erster

Ordnung
F(x, y, z, p, q) == 0,

die Uf gestattet, die von 5 freie Form

an.

Mit dem Vorhergehenden ist auch gezeigt, dass man die homogene lineare

partielle Differentialgleiclmng U'f = oder das äquivalente System ü'/=o.'

dx dy dz dp dq

^ ri t n ~
Ti

durch eine Quadratur vollständig integrieren kann, sobald man die von p, q freie

Gleichung Uf = oder das zugehörige System

dx dy dz

integriert hat.. Denn wenn wir wieder unter j, t) unabhängige Integrale dieses

letzteren Systems verstehen und dann 5 wie oben durch eine Quadratur so be-

stimmen, dass ZJj ZI 1 wird, so nimmt Uf die Form

an, und Uyhat, wie gesagt, genau dieselbe Form. Hier ist also das der Gleichung

Vi'f= äquivalente System das folgende:

di^d^^d^^dp^dq
U 1 '
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Seine Integrale sind g, t), p, q. Dabei ist ^ = -y^, q =~ . Da aber J, t), j als

Functionen von x, y, z bekannt sind, so sind hiernach auch die beiden Integrale

p, q bekannte Functionen von x,y ,z,p,q. Es ist selbstverständlich, dass j, ^, p, q

auch Lösungen von U'f= sind, denn U'f geht ja durch Einführung von (j, tf, j)

als neues Coordinatensystem gerade in Vi'f über.

Blfduc"^d
Nehmen wir wiederum an, die vorgelegte partielle Differential-

integration. gigjcijujjg erster Ordnung

gestatte die bekannte infinitesimale Punkttransfoi*mation

und es seien ferner die oo^ Bahncurven

l(x, y, z) = Const., t^ix, y, z) = Const.

von JT/" bekannt. Wir baben gesehen, dass es dann durch eine Quadratur

gelingt, i{x,y,z) so zu bestimmen, dass die vorgelegte partielle Diffe-

rentialgleichung 5, ^; 5 die von i freie Form:

annimmt. Hiermit ist das Integrationspröblem der Gleichung F= er-

heblich erleichtert. Denn das System von vier simultanen gewöhnlichen

Differentialgleichungen, das die charakteristischen Streifen bestimmt

(vgl. § 2 des 12. Kap., Formel (42), S. 553), nimmt hier die Form an:

d^c d^ d§ dp d(\

%~d^~ PSp+ qgq
~ =^j " =^/

Zunächst lässt sich hieraus etwa q und d(\ dadurch fortschaffen, dass

man q aus g = als Function von l,t),p berechnet und einsetzt. In

dem dann verbleibenden System, das wir so schreiben:

d^ d^ ^^ ^p ^^ di

in dem also immer q als Function von IC, t),p aufzufassen ist, tritt J

in den ersten drei Gliedern gar nicht auf. Demnach kann man sich

zunächst auf das System von zwei gewöhnlichen Differentialgleichungen

die dt) dp

^V ^q "~
^E

in J, ^, p allein beschränken. Sind A(j, t;, p) und /i(j, l), p) zwei von

einander unabhängige Integrale des letzteren Systems, so eliminiert

man etwa t) und p aus dem vorhergehenden System vermöge A == a,

fi == h und bestimmt 3 als Function von j und von den beiden Con-

I
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stallten a, b durch eine Quadratur. Setzt man alsdann für a und h

wieder X und u ein, so ist das System in j, Ij, p, 3 vollständig integriert.

Damit sind also auch die charakteristischen Streifen bestimmt.

Da die neue Differentialgleichung

die infinitesimale Transfoi-mation J^ gestattet, so liegt hier dasselbe

analytische Problem vor, das wir in § 1, S. 588, in geometrischer Ein-

kleidung erwähnten. Die damaligen analytischen Ergebnisse können

wir daher auf den jetzigen Fall übertragen. Unsere Differentialgleichung

5 = hat hiemach 00^ solche Integralflächen, die durch Gleichungen

zwischen j und t) allein dargestellt werden und von denen jede ver-

möge Uf in sich übergeht, indem jede von 00^ Bahncurven der infini-

tesimalen Transformation \Xf erzeugt wird. Kehren wir zu den ur-

sprünglichen Coordinaten x, y, 2 zurück, so sehen wir, dass die partielle

Differentialgleichung

F(x,y,2,p,q) =
unter anderen oo^ solche Integralflächen besitzt, die durch eine Glei-

chung zwischen i(x,y,z) und t){x,y,z) dargestellt werden, wobei j

und t) die Integrale des Systems

dx dy dz

sind. Diese 00^ Flächen sind daher von Bahncurven j= Const., \) = Const.

der infinitesimalen Transformation Uf erzeugt und gehören zu den

Integralfläche'n der linearen homogenen partiellen Differentialgleichung

' ^ ex ^ ' dy ' cz

Schreiben wir eine Integralfläche dieser Gleichung in der Form z==(p{x, y)

so genügt sie der äquivalenten linearen partiellen Differentialgleichung

(vgl. § 1 des 11. Kap.):

Also folgt, dass die vorgelegte partielle Differentialgleichung F=
mit dieser linearen partiellen Differentialgleichung oo^ Integralflächen

gemein hat und somit nach Satz 16, § 4 des 12. Kap., S. 568, mit ihr

in Involution liegt. in^oi. mit

Wir können dies Ergebnis auch direct ableiten:

Die partielle Differentialgleichung erster Ordnung zweiter

F{x,y,2,p,q) = ^«^'"-»i-

gestattet die infinitesimale Punkttransformation

L i e , Geometrie der BerUhrungstransformationen I. 39 [7. ni. 1896.]
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^' —^ cx^^ dy ^ ^ dz

dann und nur dann, wenn
U'F=0

ist vermöge F= (vgl. S. 600).

Es ist andererseits nach Formel (Gl), § 4 des 12. Kap., S. 566, da

I, ri, i, frei von p, q sind:

\F, lpJ^nq-t-\ = Fp {^,p + Tj^q — t. + p{Lp + V^q — t.)\ +
+ F^lljP + VyQ — ty-\- q(^zP + V^q — tx)} —
- (F, + pF.)i - (Fy + qF,)r].

Nach den Formeln (17) auf S. 598 sind die in den beiden geschweiften

Klammem stehenden Ausdrücke gleich — ä und — x, sodass kommt:

[F, ^p^r}q-t] = - iF, - nFy - {Ip + ri(l)F. - %F, - ycF,

^-{ip + m- OF. -{^F. + vFy +m + ^F, + xF,}.

Der in der geschweiften Klammer stehende Ausdruck ist nichts anderes

als U'F. Also hat sich ergeben:

(28) [F, ^p-j-m- 1] - - i^p + vq - OF. - U'F

Der erste Ausdruck rechts verschwindet infolge von ^p -{- rjq — ^ = 0.

Sobald i^'=0 die infinitesimale Transformation [//"gestattet, also U'F=0
infolge von F=0 ist, zeigt diese Formel (28), dass die Gleichungen

F^O, |^ + ^g_e =
in Involution liegen, also auch nach Satz 16, § 4 des 12. Kap., S. 568,

mit einander oo^ Integralgebilde gemein haben.

Der folgende Satz ist hiermit auf zwei Wegen bewiesen:

Satz 4: Gestattet die partielle Differentialgleichung erster Ordnung

F{x,y,z,p,q) =
die infinitesimale Punkttransformation

^ dx'^'^ dy '^ ^ dg'

so liegt sie mit der linearen partiellen Differentialgleichung

^P + Vq — t =
in Involution nnd hat also mit ihr oo^ Integralgebilde gemsin.

Einige Beispiele hierzu haben wir schon im ersten Paragraphen

besprochen. Hier wollen wir ein anderes interessantes Beispiel be-

trachten.

Beispiel. Beispiel: Wir wollen uns vorerst die Aufgabe stellen, alle Linien-

complexe zu bestimmen, die eine infinitesimale Rotation um die z-Axe
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gestatten, die also so beschaffen sind, dass jede Complexgerade vermöge
d^°^^*i^i

der infinitesimalen Rotation, die ja überhaupt jede Gerade in eine
f^l^l^^

Gerade verwandelt, wieder in eine Complexgerade übergeht. Das

Symbol der infinitesimalen Rotation ist:

^ dx~^ dy

Die Gerade mit den Liniencoordinaten r, s, q, 6:

(29) X = rz -{- Q, y = sz -\- 6

wird durch die Rotation in eine unendlich benachbarte Gerade ver-

wandelt, deren Liniencoordinaten r -\- dr, s -\- ds, q -f- öq, 6 -\- Ö6

seien. Dann muss:

dx = rdz -\- sdr -f- 8q, dy = sdz -\- zös -f- öö

oder also, da hier dx = — ydt, dy = xdt, 02 = ist:

— ydt = z8r -f- dQj xöt = zds -\- 86

sein. Setzen wir hierin wieder x = rz -\- q, y = sz -\- 6 ein, so lauten

die Gleichungen:

— (sz -\-0)St = z8r + dQ, (rz -\-Q)8t = z8s + de.

Da z längs der Geraden (29) willkürlich ist, so folgt hieraus einzeln:

8r = — s8t, 8s == rdt,

8q = — 6dt, 86 = Q8t.

Ein Liniencomplex, also eine Schar von oo^ Geraden (r, s, p, ö), die

etwa durch

t(r,s,Q,6) =
dargestellt wird, gestattet die infinitesimale Rotation um die ^-Axe, wenn

i>r8r -f- '4's8s -\- if(,8Q -f- il^a86 =
oder also

infolge von ^ == ist. Dies kann offenbar nicht so eintreten, dass *

jede einzelne Gerade (r, s, q, 6) des Complexes für sich bei der Rota-

tion fest bleibt, weil keine oo^ derartige Geraden vorhanden sind, son-

dern nur so, dass jede Gerade des Complexes in eine andere Gerade

des Complexes übergeht. Demnach ergiebt sich der allgemeinste Linien-

complex von der gesuchten Art durch Nullsetzen einer Lösung der

homogenen linearen partiellen Differentialgleichung:

-s^ + r'-;l^-6^J^-{-Q^ = 0.
er ' CS CQ ' ^ CG

Integration giebt sofort als den gesuchten allgemeinsten Liniencomplex, Aiig.

der eine infinitesimale Rotation um die 5-Axe gestattet, diesen: Compiexea.

W{r''+s\ (,^'-^ö%SQ-r6) = 0.

39*
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Dieser Complex ordnet jedem Punkt einen Complexkegel zu. Fassen

wir diesen Kegel als Elementarkegel auf, so bestimmt der Complex

eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung (nach Satz 3, § 1

des 7. Kap., S. 260), und zwar sind die Charakteristiken der Differential-

gleichung Haupttangentencurven auf den Integralflächen (nach Satz 26,

§ 5 des 7. Kap., S. 308). Es ist klar, dass die infinitesimale Rotation

um die ^-Axe jeden Elementarkegel in einen Elementarkegel überführt,

Diff'to'
^- ^- ^^^ ^''^ fragliche partielle Bifferentialgleicitung erster Ordnung die

infinitesimale Botation um die z-Axe gestattet Sie ordnet sich daher

der auf S. 602 bestimmten allgemeinen Form unter. Dies lässt sich

auch analytisch verificieren.

Unter den Liniencomplexen, die eine infinitesimale Rotation um
die ;^-Axe gestatten und die sich nach den Formeln (38) und (40) des

§ 3, 7. Kap., S. 283, 284, auch so schreiben lassen:

rSO) ?jf/
^^^+ ^y^ ^^^^ -~ ^dxy-\- {ydz — zdyY xdy— ydx\ ^^ ^

^ ^ \ dz^ ' dz'^ ' dz ) ^

giebt es oo*, die vom zweiten Grade sind, nämlich die folgenden:

Ä(dx'--j-dy^)-j-B{(xdz— 2dxy-i-{yd0— 0dyf}-\-C(xdy— ydocy-{-

-j- D{xdy — ydx)ds -f Edz^= 0.

Unter diesen oo* Complexen giebt es wieder oo^ tetraedrale Complexe.

Dies kann man von vornherein daraus schliessen, dass es oo'^ Tetraeder

giebt, deren Ecken bei der infinitesimalen Rotation um die ^-Axe in-

variant bleiben, sowie daraus, dass eine Gerade vermöge der projectiven

Transformationen, die ein solches Tetraeder fest lassen und zu denen

jene Rotation gehört, in die Geraden eines tetraedralen Complexes über-

geführt wird, nach Satz 1, § 1 des 8. Kap., S. 317. Dass in der That

oo^ invariante Tetraeder vorhanden sind, folgt daraus, dass die Rota-

tionen um die ^-Axe die imaginären Kreispunkte in der (xy)-^hene

sowie alle Punkte der .0-Axe invariant lassen. Als die Ecken eines

derartigen Tetraeders kann man daher die beiden Kreispunkte und zwei

beliebige Punkte der ^-Axe wählen. Zu diesem Tetraeder gehören oo^

tetraedrale Complexe (S. 311, § 1 des 8. Kap.). Unter den oo^ Com-

plexen zweiten Grades (80) sind also in der That gerade oo'^ tetraedrale

Complexe vorhanden. Die zu diesen oo^ tetraedalen Complexen ge-

hörigen oo^ partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung gestatten

sämtlich die infinitesimale Rotation um die ^-Axe.
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§ 3. Partielle Differentialgleichungen 1. O., die zwei vertauschbare

infinitesimale Transformationen gestatten.

Nunmehr wenden wir uns zu den Integrationsvereinfachungen, die

sich ermöglichen lassen, sobald die vorgelegte partielle Differential-

gleichung erster Ordnung

ztcei bekannte und von einander unabhängige infinitesimale Punkttrans-

formationen gestattet. Es seien

die Symbole dieser beiden infinitesimalen Transformationen. Dass wir

voraussetzen, dass C^/" von U^f unabhängig sei, hat darin seinen Grund,

dass mit Ü^f an sich auch jede infinitesimale Transformation Const. t/^/'

die Gleichung F= invariant lässt.

Es sind zwei verschiedene Fälle denkbar, die getrennt behandelt ^^j?^

werden sollen: Wie wir wissen, sind die Bahncurven von U^f hez. U^^f

die Integralcurven des Systems (vgl. § 2, S. 607):

dx dy dz

bez. des Systems:
dx dy dz

h Vi ts

Entweder fallen die oo^ Bahncurven von Uif mit den oo^ Bahncurven cfe™ein
'' game

von CL/' zusammen oder nicht. Der erstere Fall tritt dann und nur ^*'^-
^

'

curven.

dann ein, wenn die beiden soeben angegebenen Systeme sich nicht

wesentlich von einander unterscheiden, d. h. wenn die Verhältnisse von

^i> '*?!? ^1 dieselben wie die von ^2?%? ^2 ^^^- ^^ diesem Falle unter-

scheiden sich ig? %? ^ ^^^ ^^ einen gemeinsamen Factor q von ^1,1^1, ^i,

d. h. in diesem Falle hat U^f die Form:

UJ=qUJ.
Die Grösse q ist dabei eine Function von x, y, z und nicht bloss eine

Constante, da sonst JJ^f von JJ-J abhängig wäre.

Fassen wir zunächst den Fall gleicher Bahncurven ins Auge. Es

mögen dabei J, Q, § drei solche neue Veränderliche, also von einander

unabhängige Functionen von x, y, z sein, in denen U^f nach Satz 2

des § 2, S. 605, die Form

^1/ — a j
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annimmt. Es ist klar, dass U^f in den neuen Veränderlichen dann

und nur dann, wenn U^f und U^f die Bahncurven mit einander gemein

haben, die Form

erhält, in der q die Function von g, ^, i bedeutet, die aus der obigen

Function q von x, y, z durch Einführung der neuen Veränderlichen

j, ^, 5 hervorgeht.

Zwei von einander unabhängige infinitesimale Punkttransformationen

JJ-J' und C/g/ i^ Räume (ic, </, z) lassen sich mithin dann und nur dann

durch Einführung passender neuer Veränderlicher J, t), § gleichzeitig auf

die Form

C/,/-=|, U,f=Q^^ .((»HEConst.)

bringen, wenn U^f und U^f dieselben Bahncurven haben.

VMänderi
Dicsc Veränderlichen J, ^, § nennen wir hier kanonische Veränder-

liche. Die partielle Differentialgleichung erster Ordnung F=0, die

Ulf und Z/g/" gestattet, möge in den neuen Veränderlichen j, t), § die Form

haben. Alsdann muss ^ = nach Voraussetzung die beiden infini-

tesimalen Punkttransformationen

gestatten. Wie in Satz 3, § 2, S. 607, erkennen wir aus der Form von

Uj/", dass ^ = frei von 5 ist, d. h. die Form hat:

Da ferner die Erweiterung von Ug/" nach (17), § 2, S. 598, ergiebt:

U.7= Qri + (q, + pQd Tp + (Qr^ + q?») 1^,

so muss, weil ^ = auch U^f gestatten soll, nach (19), § 2, S. 600,

auch

sein infolge von ^ = 0. Ist q nicht frei von 5, so hat also ^ =
die Form:

^4^'^-«(j,^,j)=o

und j tritt hierin nur scheinbar auf. Wenn q^e^ ist, so hat ^^ =
die Form
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g == ist also jedenfalls linear in p,(\. Daraus folgt, dass auch die

ursprüngliche partielle Differentialgleichung F = 0, die ja rückwärts

durch Einführung von x, y, z, also vermöge einer Punkttransformation,

hervorgeht, linear in p, q sein muss, nach Satz 21 , § 5 des 12. Kap., S. 580.

Hiermit hat sich ergeben:

Satz 5: Wenn aine partielle Differentialgleichung erster Ordnung p^Diffgl

F{x,y,z,p,q) =
im Baume (x, y, z) zwei von einander unabhängige infinitesimale Punkt-

transformationen mit denselben Bahncurven gestattet, so ist sie in p, q linear.

Wir wollen von jetzt ab von den linearen partiellen Differential-

gleichungen völlig absehen. Für diese lassen sich zwar analoge In-

tegrationstheorien ableiten, wie wir sie in der Folge für die nicht

linearen entwickeln. Da wir aber in diesem Kapitel doch nur Bei-

spiele und keine erschöpfende Theorie vortragen wollen, so erscheint

es uns angebracht, uns hier auf die nicht linearen partiellen Diffe

rentialgleichungen erster Ordnung zu beschränJcen.

Aus dem Satze 5 folgt dann, dass wir immer vorauszusetzen haben,

dass Ulf und U^f verschiedene Bahncurven haben.

Aber es sind auch jetzt noch zwei Fälle von einander zu trennen.

Im gegenwärtigen Paragraphen behandeln wir den einen, im nächsten

Paragraphen den anderen Fall.

Der Fall, den wir hier in diesem Paragraphen erledigen wollen,

ist der, dass die nicht lineare partielle Differentialgleichung

F(x, y, z,p,q) =
zwei vertauschbare und von einander unabhängige infinitesimale PmwÄ"^ vertauschb.

transformationen UJ und U^f gestatte. In Analogie mit § 5 des 4. Kap.,

S. 125, möge nämlich die Redeweise eingeführt werden, dass zwei

infinitesimale Transformationen Uif und U^f in x, y, z vertauschbar

seien, wenn der Klammerausdruck (siehe § 2, S. 597), also der Ausdruck

(31). U,{U,f)~ U,(UJ) =
ist für alle Werte der Veränderlichen x, y, z und für alle Functionen f

von X, y, z. Der begriffliche Grund für diese Bezeichnung spielt hier

nicht weiter ein, und wir unterlassen es daher, hierauf weiter einzugehen.

Nach Satz 2 des 8 2, S. 605, giebt es nun solche drei von ein- Neue
^^ ' ' °

.
Verändert.

ander unabhängige Functionen 5, 9, § von x,y,z, bei deren Verwertung

als neuer Veränderlicher U^f die Form

(32) UJ^^^
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erhält. In jenem Satz hatten wir zwar die Form -J- hergestellt, aber

es ist klar, dass die Vertauschung von % mit 5 die vorliegende Form

ergiebt. In den neuen Veränderlichen J, ^, J
wird TJ^j eine neue Form

(33) U,/-EE |(j, ^, 5) |{+ ^(?, 9, ä) |{ + %{h t), S) %
annehmen. Wie in § 5 des 4. Kap., S. 124, bei Gelegenheit des Klammer-

ausdruckes infinitesimaler Berührungstransformationen (vgl. daselbst

Formel (59')) erhellt auch hier, dass der Klammerausdriick von TJ^f

und IJ^fh^x Einführung der neuen Veränderlichen j, t),^ in den Klammer-

ausdruck von Uj/ und Ug/" übergeht, also nach (31) auch

U,(U,/')-U,(U/)eeeO

ist. Nach (32) und (33) kommt somit:

d. h. die Coeffcienten I, t;, g inVi^f sind frei von j. Weil U^f und TJ^f

verschiedene Bahncurven haben, darf Ug/" nach S. 613 nicht die Form

I J~ haben. Daher sind ij und ^ nicht beide identisch gleich Null. Es

giebt nun zwei von einander unabhängige Functionen \) und 5 von

\) und 5, für die

(34)

ist. In den Grössen J, ^, §, die ja von einander unabhängig sind und

deshalb als neue Veränderliche nunmehr benutzt werden dürfen, hat

Uj/" nach wie vor die Form |^', während Hg/' nach der Formel (25)

des § 2, S. 603, übergeht in:

Es sind aber Ug^ und Ug^, da ^ und § frei von j sind, gerade die

linken Seiten von (34), sodass also Vi^f in

übergeht. Es ist UgjE^Kl), j), und hierin sind t|, ^ durch 9, j aus-

zudrücken. In den Veränderlichen J,^, J
haben UJ' und U^f somit

die Form:
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Nunmehr setzen wir

wobei wir uns die Wahl der Function es vorbehalten. Da l,i), ^ von

einander unabhängig sind, können wir sie weiterhin als neue Ver-

änderliche benutzen. Es ist aber ZJ^j = 1, t/i^==0, 11^^ = 0, sodass

Ulf in den Veränderlichen J, ^, J
die Form

erhält. Ferner ist

et)

Wenn wir daher co so als Function von ^, 5 wählen, dass

«(9,ä) + ^- =
dt)

wird, so nimmt U^f in den Veränderlichen
i", ^, 5 die Form an:

^''
dt)

Bezeichnen wir die zuletzt eingeführten Veränderlichen J, t), g der

Bequemlichkeit halber wieder mit J, \), §, so können wir hiernach den

Satz aufstellen:

Satz 6: Wenn die beiden infinitesimalen PimkUransformationen UJ' Kanon.

und U^f im Baume (x, y, z) von einander unabhängig sind, ferner i;ey- vertauschb.

schiedene Bahnairven hohen und drittens mit einander vertauschhar sind, mi* versoh.

Balinc.

d. h. wenn drittens auch

MU,f)-ü,iuj) = o

ist, so giebt es drei von einander unabhängige Functionen l, t), ^ von

x,y, 0, die als solche neue Veränderliche benutzt werden können, in denen

Ulf und C^a/" die Form:

annehmen.

^xT gj, fj^r —
^^

In diesen neuen Veränderlichen j, 5, j, in denen UJ' und ^Jg/' Pan.

j . „ Diffgl. i. d.

die JbOrm neuen
3 /• ^f Veränderl.

haben, möge die partielle Differentialgleichung erster Ordnung F=0,
die Ulf und U^f gestattet, die Form
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haben. Da ^ = jetzt U^f und U^f gestattet, so ist ^ == frei von

j und t), also von der Form

Solche Grleichungen haben wir schon in § 1, S. 588, betrachtet,

wobei wir allerdings die Veränderlichen statt mit j, l), ^ mit x, y, z

bezeichneten und als Cartesische Punktcoordinaten deuteten. Wir fanden,

dass diese Gleichungen durch eine Quadratur integrierbar sind (vgl.

Satz 1, S. 590). Wir erinnern an die damaligen Ergebnisse, indem

wir für den Augenblick, um das Gefundene anschaulich aussprechen

zu können, J, ^, § als rechtwinklige Punktcoordinaten in einem neuen

Räume deuten wollen, was offenbar gestattet ist. (Vgl. hiermit die

Auseinandersetzungen in § 4 des 8. Kap., S. 336.)

Wir haben gesehen, dass ^ = mit jeder Gleichung

- = a (a = Const.)

in Involution liegt oder, was dasselbe sagt, mit ihr oo^ Integralflächen

gemein hat. Es sind dies solche Cylinder, deren Erzeugende der Geraden

9 + ttj =
in der (5^) -Ebene parallel laufen. Ist

^=.0{\)-\-ai)

die Gleichung eines dieser Cylinder, so muss, wie wir ebenfalls sahen,

die Function ^ von Q -f- aj der gewöhnlichen Differentialgleichung

(35) %{O,a^',O') =
genügen, die eben durch eine Quadratur integriert werden kann, wo-

durch sich 00^ Integralflächen ergeben mit der Gleichung:

(36) 5 = ^(9 + «?,&).

Wenn man auch die Constante a willkürlich lässt, so stellt diese Glei-

chung eine vollständige Lösung von ^ = dar.

Da die Differentialgleichung ^ == die infinitesimale Translation

\X^f^~ gestattet, so führt diese jede Integralfläche in eine Integral-

fläche über. Es ist klar, dass sie eine Cylinderfläche in eine Cylinder-

fläche von derselben Richtung verwandelt. Da nun die 00^ Integral-

flächen, die zugleich der Gleichung

(37) \==a

genügen, die einzigen Integralflächen sind, die Cylinder von der durch

t) + a5 =
bestimmten Richtung sind, so folgt, dass \X^f jeden dieser Cylinder
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wieder in einen solchen verwandelt. Die Schar der oo^ Cvlinder also,

die durch (36) bei festem a dargestellt werde, gestattet U^f. Wenn
man also (36) nach h auflöst, sodass die in Rede stehenden oo^ Cylinder

durch eine Gleichung

(38) Gj(5, t) + aj) == Const.

dargestellt werden, so muss auch

GJ -j- H^G) dt = Const.

diese oo^ Cylinder darstellen, mit anderen Worten: Uico muss eine

Function von ra allein sein:

(39) Vi,a = <p(G}).

Hierbei ist q) nicht identisch gleich Null, da sonst Ui/* jeden einzelnen

der oo^ Cylinder für sich invariant liesse, was offenbar nur dann der

Fall wäre, wenn die Richtung der Cylinder mit der Richtung der

Translation U^f übereinstimmte. Letzteres tritt liber bei beliebiger Wahl
der Constanten a nicht ein. Dass wir hierbei den Fall, in dem die

Cylinder Ebenen parallel der (j^)-Ebene vorstellen, ausser Acht lassen

dürfen, erhellt sofort. Die oo^ Flächen (38) lassen sich mit Hülfe

einer beliebigen Function W von ra auch so schreiben:

W((o) = Const.,

da hieraus wieder a = Const. folgt. Aber jetzt ist nach (39):

\X,W= W\(o)U,(o = W'(a)) . q)((o).

Da 9?(gj)~=0 ist, so kann W(g)) so gewählt werden, dass

W'((o)-<p(g))=1

wird. Also hat sich ergeben: Die partiellen Differentialgleichungen

lidben für einen beliebigen Wert der Constanten a stets mit einander

solche oo^ Integralflächen

W(TC,t),i,a) = Const.

gemein, dass

ist.

Von diesem analytisch ausgesprochenen Ergebnis können wir nun

auch dann Gebrauch machen, wenn wir J, ^, J
nicht mehr, wie es so-

eben vorübergehend geschah, als rechtwinklige Punktcoordinaten in

einem neuen Räume deuten, sondern die andere bisher immer gebrauchte

Auffassung wiederum einführen, nach der die Grössen J, ^, 5 nur ein

neues und eventuell krummliniges Coordinatensystem im ursprünglichen

Räume (x, y, z) definieren.
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Aus unseren Ergebnissen können wir schliessen, dass die vor-

gelegte partielle Differentialgleichung F= 0, die Uif und U^f gestattet,

d^R^d^c^t
^^^ci^ ^^'^^ ^*^ Bedudion auf kanonische Veränderliche, also direct ver-

kan n
™^öge einer Quadratur integriert werden kann. Dies liegt darin, dass

Form, gjßjj jjjg Gleichung

q

in den ursprünglichen Coordinaten x,y, z direct aufstellen lässt. Um
zunächst dies zu zeigen, bemerken wir, dass f^

= 0, da diese Gleichung

frei von j und t) ist, jede infinitesimale Transformation von der Form

J~ — a J- (a = Const.)

gestattet, wie aus § 2, S. 600, sofort hervorgeht. Hieraus könnten

wir ja auch rückwärts nach Satz 4 des § 2, S. 610, wieder schliessen,

dass ^ == mit

p — aq ==

oder

q

in Involution liegt und also mit dieser Gleichung oo^ Integralflächen

gemein hat. Nun aber kann die infinitesimale Transformation

df df

auch so geschrieben werden:

Uj/" — aVi^f.

Sie hat also in den ursprünglichen Veränderlichien x, y, z das Symbol

U^^f — aU,^f (a = Const.).

Die vorgelegte partielle Differentialgleichung F= gestattet datier

Ulf— öfC^g/" für jeden Wert der Constanten a. Dies kann auch direct

erkannt werden. Denn nach (19) in § 2, S. 600, ist:

U,'F=0, ü,'F=0
infolge von F= 0. Nach Formel (28) des § 2, S. 610, ist deshalb

auch wegen der auf S. 613 angegebenen Form von UJ' und CTg/' in-

folge von jP= :

[F, ^,p + r},q - y = - i^iP + V^q - ix)F.

{F, I2P + ri^q — y = — (I2P + ^2^ — QF„
d. h. auch:

(40) \F, {l,p -f ri,q - Q - a{l,p + %g - g^)]
=

= — {{IxP + %i — li) — a(i2i> + ^S' — ti)]F,.

I
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Nun ist aber U^f— CiU^f die Erweiterung von:

Der Vergleich von (40) mit der Formel (28) des § 2, S. 610, lehii

also, dass

infolge von F= ist, d. h. F= gestattet

Ulf— ciU^f {a == Const.).

Aus Satz 4, § 2, S. 600, folgt nun, wie auch aus (40) erkannt

werden kann, dassF= in Involution liegt mit jeder der oo^ Gleichungen

iiiP + ViQ — ti) — a {t,p + %^ — ^) =
oder:

(41)
liJ^ + ^ig-^i _ ^ /^ _ Const.).

Dies folgt also daraus, dass F=0 die infinitesimale Transformation

ü^f— ttU^^f gestattet, genau ebenso wie die Involution von ^= mit

q

daraus, dass ^ = die infinitesimale Transformation W^f— aUa/" ge-

stattet. Man übersieht, dass die Gleichung (41) gerade diejenige ist,

aus der (37) bei Einfühi-ung der neuen Veränderlichen i',t),5 hervorgeht.

Aus unserem auf S. 619 formulierten Ergebnis folgt nunmehr,

dass die Gleichung F=0 mit der Gleichung (41) für jeden Wert der

Constanten « solche oo^ Integralflächen

(42) ß(a;, «/, ^, a) = Const.

gemein hat, für die

c/^i^= l

ist. Hiernach lässt sich il direct durch Quadratur berechnen, denn

die Flächen (42) müssen als Integralflächen von F=0 der Gleichung

\ z z/

als Integralflächen von (41) der Gleichung

und wegen C/jÜE^l der Gleichung:

genügen. Slx, ^y, ^z berechnen sich somit aus den drei Gleichungen:
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ß^ ß.

(43)

F[x, y, ^. - ß;^
-

fljj
== ö^

Da die partielle Differentialgleichung F=0 nacli Voraussetzung nicht

linear ist, so lassen sich ß^., ßy, ß^ aus den drei Gleichungen (43)

stets bestimmen, denn nur die beiden letzten Gleichungen (43) sind

linear und sind von einander unabhängig, da U^f und U^f verschiedene

Bestimmungßahncurven haben, ü bestimmt sich hiernach durch eine Quadratur
einor vollst. ^

^Ou^adr^r'*
^^^ Function von x, y, z und einer Constanten a. Nun stellt (42) eine

vollständige Lösung von i^ == vor, und damit ist die Integration von

F=0 erledigt.

Unser Ergebnis ist hiernach dieses:

Satz 7 : Gestattet die nicht lineare partielle Differentialgleichung erster

Ordnung im Baume {x,y,z):

F{x, y, z, p,q) =
zwei bekannte und von einander unabhängige infinitesimale Punkttrans-

formationen, die vertauschbar sind, so lässt sie sich durch eine Quadratur

integrieren.

Wir geben ein Beispiel zu diesen Theorien:

Beispiel. Beispiel: Ein Liniencomplex, dem diejenigen oo^ Geraden

(44) X = rz -\- Q, y = sz -\- 6

angehören, deren Liniencoordinaten r, s, q, 6 der Bedingung

(45) ^(r,s,Q,6) =
genügen, gestattet, wie wir in § 2, S. 611, sahen, die infinitesimale

Rotation um die z-Kne'.

" dx '~ dy '

wenn seine Gleichung die Form hat:

(46) W{r^ + s^, Q^+ 6^, SQ — rö) = 0.

Er gestattet auch die infinitesimale Translation

cf
dz

längs der ^-Axe, wenn infolge seiner Gleichung (45) auch die Gleichungen

= rdt -i- dr - z -\- öq,

0=-sd^ + ds 'Z -^dö,



§ 3. Part. Differentialgin. 1.0., d. zwei vertauschb. infinites. Transform, gestatten. 623

die aus (44) durch Variation von r, s, q, g und z hervorgehen, oder

also die Gleichungen

dr^O, 8Q = — rdt, 8s = 0, 86 = -s8t

richtig sind. Es muss also dann

etil cip ^
C Q C 6

sein infolge von tj; = 0. Da die Gleichung ^ = unmöglich die

beiden Gleichungen r = 0, s = nach sich ziehen kann, so muss

f = daher die Form

W(r, s, SQ — rö) =
haben. Vergleich mit (46) lehrt, dass ein Liniencomplex dann und

nur dann die beiden vertauschbaren infinitesimalen Transformationen

gestattet, wenn seine Gleichung die Form hat:

(47) W{r^ + s\ SQ — r6) = Q.

Mit Hülfe von (44) und der aus (44) folgenden Gleichungen

dx = rdz, dy = sdz

finden wir die Monge'sche Gleichung eines solchen Complexes:

(48) Tr(
^^'+/^'

>

^dy-ydx)^_^

Die zugehörige partielle Differentialgleichung erster Ordnung, die sich

nach Satz 3 des § 1, 7. Kap., S. 260, berechnen lässt und nicht linear

ist, gestattet die beiden obigen infinitesimalen Transformationen U^f,

U^f, die vertauschbar sind. Insbesondere ist der Complex (47) qua-

dratisch, wenn seine Monge'sche Gleichung (48) die Form hat:

(49) Ä{dx^-\-dy^)-i-B(xdy— ydxy-\-C(xdy— ydx)d0-{-JDdz^==O.

Die zugehörige partielle Differentialgleichung erster Ordnung hat nach

dem angegebenen Satze die Form:

F={4BD—C'')(xp-\-yqy-{-4ÄD(j>^-\-q'')-{-4ÄC(xq—yp)-{-
^^^^

[ H- 4ÄB{x' -\- 1/) -\-4A^ = 0.

Sie lässt sich nach der oben angegebenen Methode durch eine

Quadratur integrieren, indem sich Slx, ^y, ^z nach (43) berechnen

lassen, sodassü= Const. durch eine Quadratur gefunden werden kann.
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Andeutung Ein zweites Beispiel sei hier kurz angedeutet:

ifelspieie. ^^^ betrachten ein räumliches Viereck, z. B. das aus der a;-Axe, y-Axe
und den unendlich fernen Geraden der (xzj-Woene und der (t/«;)- Ebene gebildete.

Es giebt oo^ Flächen zweiten Grades:

xy -\- Const. z = 0,

die dieses Viereck enthalten. Wir wählen zwei von diesen Flächen aus, etwa:

(51) xy -\- az ^ 0, xy -j- bz = 0,

und construieren alle oo^ Geraden, deren vier Schnittpunkte mit den beiden

Flächen ein constantes Doppelverhältnis bilden. Diese Geraden bilden einen

Complex, zu dessen Monge'scher Gleichung eine gewisse partielle Differential-

gleichung erster Ordnung zugeordnet ist. Diese partielle Differentialgleichung,

die nicht linear ist, gestattet nun zwei bekannte vertauschbare infinitesimale

Transformationen. Dies sieht man so ein: Alle infinitesimalen projectiven Trans-

formationen von der Form

' ex ^ ^^ dy oz

denen wir schon in § 3 des 8. Kap., S. 334, begegneten, lassen die Coordinaten-

axen und die unendlich fernen Geraden der Coordinatenebenen in Ruhe und also

auch das ausgewählte räumliche Viereck. Sie führen deshalb jede Fläche zweiten

Grades, die dieses Viereck enthält, in eine ebensolche über. Insbesondere aber

bleiben die beiden Flächen (51) bei Uf invariant, wenn die Gleichungen

y8x-\-x8y-\-a8z = 0, y8x-\-x8y-\-h8z=-0

infolge von (51) bestehen. Dabei ist 8x = ax8t, 8y = ßy8t, 8z = yzSt,
sodass zu fordern ist, dass die Gleichungen:

(a + ß)^vy + ayz = 0, (a -f ß}xy -j-byz =
infolge der entsprechenden Gleichungen (51) bestehen, d. h. dass

« + ^ = y

ist. Also lässt die infinitesimale Transformation:

Uf= ax ^ + By^ -\- {a + ß)z tf' ex ^ cy ^ cz

beide Flächen (51) in Ruhe, wie auch die Constanten a, ß gewählt sein mögen.

Uf ist linear ableitbar aus den beiden infinitesimalen Transformationen

:

(52) UJ^xU-Vzi^. U.f=ylf- + z^J-,' ^ ex ^ dz - " cy cz

die mit einander vertauschbar sind. Da sie überdies projectiv sind, so führen

sie jede Gerade, die mit den beiden Flächen (51) ein constantes Doppelverhältnis

bildet, in Geraden über, die mit diesen beiden Flächen dasselbe constante Doppel

-

Verhältnis bilden. Der oben construierte Liniencomplex bleibt also bei f/j /' und

U^f invariant, mithin auch die zugehörige partielle Differentialgleichung erster

Ordnung. Diese lässt sich also nach Satz 7 durch eine Quadratur integrieren.

Stellt man die Form dieser partiellen Differentialgleichung auf, so findet man,
dass sie ziemlich compliciert ist. Um so erheblichere Bedeutung hat daher unser

Ergebnis, dass sich ihre Integrierbarkeit durch eine Quadratur von vornherein

feststellen lässt.

Dies Beispiel giebt zugleich einen Hinweis, wie man viele andere hierher-

gehörige Beispiele construieren kann. Man wählt zwei vertauschbare infinitesi-

male projective Transformationen U^ f und U^ f aus und führt sie und die von
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ihnen erzeugten endlichen Transformationen auf eine beliebig gewählte Schar
von oo^ Geraden aus. Dadurch erhält man eine Schar von oo'' Geraden, d. h.

einen Liniencomplex, der U^ f und U^ f gestattet. Auch die zugehörige partielle

Differentialgleichung erster Ordnung gestattet alsdann U^f und U^f und ist folg-

lich nach Satz 7 durch eine Quadratur integrierbar.

§ 4. Partielle Differentialgleichungen 1. O. mit zwei nicht vertausch-

baren infinitesimalen Transformationen.

Das Problem^ eine vorgelegte partielle Differentialgleichung erster

Ordnung

zu integrieren, deckt sich nach Lagrange und Monge mit dem
Problem, das System von gewöhnlichen DiiFerentialgleichungen zu in-

tegrieren, das die charakteristischen Streifen liefert, denn sobald diese

Streifen bekannt sind, liefert das Theorem 23, § 2 des 12. Kap., S. 552,

die allgemeinen Integralgebilde ohne weiteres. Das in Rede stehende

System geht aus den vier Gleichungen

dx dy dz dp dq

^ "" ^ ~V+^ "~ -^r-F,P - -F^-F^q

dadurch hervor, dass man vermöge F= eine der fünf Veränderlichen

X, y, z, p, q, etwa q, als Function der übrigen ausdrückt und

hierin einführt. Dadurch ergiebt sich ein System von drei simultanen

gewöhnlichen Differentialgleichungen in vier Veränderlichen x, y, z, p:

dx dy dz dp
(53) X{x,y,z,p) Yix,y,z,p) Z{x,y,z,p) P{x,y,z,p)

Kennt man nun ein Integral dieses Systems, so ist das Integrations-

problem der Gleichung F=0 dadurch gefördert (vgl. § 4 des 12. Kap.),

Wenn auf der anderen Seite eine oder mehrere infinitesimale Trans-

formationen bekannt sind, die F= gestattet, so ist das Integrations-

problem dadurch ebenfalls gefördert, was jedenfalls in einigen Bei-

spielen aus den Ergebnissen des vorigen Paragraphen einleuchtet.

Man kann sich endlich denken, dass gleichzeitig ein Integral des integr.-

Systems (53), sowie gewisse infinitesimale Transformationen, die F ==

gestattet, von vornherein bekannt seien. Die Frage ist dann die, welche

Vorteile man in einem vorgelegten Falle aus diesen bekannten Um-
ständen zu ziehen vermag.

Es stellt sich somit eine grosse Anzahl interessanter Probleme,

die sämtlich rationell behandelt und endgültig erledigt werden können.

Ausserliche Rücksichten nötigen uns jedoch, hier nur eine geringere

Anzahl solcher Probleme ins Auge zu fassen. Die im vorigen Para-

liie, Geometrie der Berilhrungstransformationen I. 40 [8.111. 1896.]
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graphen behandelten Integrationsprobleme sind natürlich ebenfalls hier-

her gehörige Beispiele.

Ehe wir an die Vorführung weiterer Beispiele gehen, schicken wir

den Beweis eines wichtigen Satzes voraus.

Zu diesem Zwecke sei

eine vorgelegte partielle Differentialgleichung erster Ordnung. Ferner

gestatte sie die infinitesimale Punkttransformation

Eine bek. \Cf , , \ ^ f \ f.
/ \'cf

Integral /.

und überdies sei J(x,y, z,p,q) ein von F unabhängiges Integral des

Systems von simultanen Differentialgleichungen (53), dass die oo^

charakteristischen Streifen von F=0 definiert.

Es giebt nach Satz 2, § 2, S. 605, solche drei von einander un-

abhängige Functionen J, t), § von x, y, z, die als neue Coordinaten

benutzt werden können, in denen Uf die Form

^' — H
annimmt. In den neuen Coordinaten wird die Differentialgleichung

F= eine von 5 freie Form haben, da sie Uf gestattet (vgl. S. 607):

S(?;t),p,q) = 0.

In den neuen Coordinaten j, t), 5, p, q der Flächenelemente nehme das

Integral J die Form

^{h 9, h, p, q)

an. Nun ist S ein Integral des Systems, das die charakteristischen

Streifen von ^^ = definiert. Die beiden Gleichungen

(54) g = 0, 3 = a

bestimmen also für jeden Wert der Constanten a solche 00^ Elemente

(?> ^)7 ij P> q) der Gleichung ^ == 0, die 00^ charakteristische Streifen

der Gleichung 3^= bilden. Ferner führt die infinitesimale Punkttrans-

formation Vif jedes Integralgebilde in ein Integralgebilde, also auch

jeden charakteristischen Streifen in einen charakteristischen Streifen über.

Wenn wir wollen, können wir j, t), 5 auch als Cartesische Punkt-

coordinaten in einem neuen Räume (j, t), j) deuten. Alsdann hat die

partielle Differentialgleichung ^^ = im Räume (j, t), §) die Eigen-

schaft, dass jeder ihrer 00'' charakteristischen Streifen durch die in-

finitesimale Translation U/" längs der 5-Axe wieder in einen solchen

Streifen übergeht.
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Da die beiden Gleichungen (54), wie gesagt, oo^ charakteristische

Streifen von f^
=" ^ definieren, so folgt mithin, dass auch die beiden

Gleichungen:

%(h ^, P, q) = 0, sa-; t), ä + dt, p, q) = «. + ^st

für jedes Wertsystem der Constanten a und h gerade cx)^ charakte-

ristische Streifen von {^ = definieren. Sie lassen sich auch so

schreiben

:

(55) %{h^,p,q) = 0, ^{l,t),i,p,q)-\-^^^lf^-'^^dt = a + hdt.

Mithin folgt, da auch (54) für jeden Wert von a insgesamt oo^ charak-

teristische Streifen darstellt, dass die drei Gleichungen, die durch Zu-

sammenfassung von (54) und (55) hervorgehen, nämlich diese:

im allgemeinen für jedes Wertsystem der Constanten a und h solche

oü^ Elemente von f^
= darstellen, die oo^ charakteristische Streifen

der Gleichung ^ = bilden. Jedenfalls ist

ein Integral des Systems (53). Dies Integral lässt sich anders schreiben.

Bei der infinitesimalen Translation U/' werden p und q gar nicht ge-

ändert. Es ist also auch die Erweiterung

(Vgl. § 2, Formeln (17), S. 598.) Daher ist |^ nichts anderes als

Deuten wir nun j, t), § wieder wie gewöhnlich als neue Punkt-

coordinaten der Punkte (x, y, 0) des ursprünglichen Raumes, so sind

i, t), 3, p, q die Coordinaten der Flächenelemente (x, y, z,p, q) im

neuen Coordinatensystem. Die Flächenelemente werden dann vermöge

der Erweiterung U'f von Uf unter einander transformiert. In den

neuen Veränderlichen nimmt Uf die Form U/' und demgemäss die

Erweiterung U'f die Form U'/ an. In den ursprünglichen Coordinaten

X, y, z, p, q der Flächenelemente hat ferner das Integral 3 die Form

J(x, y, z, p, q). Also hat U' 3 in den ursprünglichen Coordinaten die

Form U'J.

Wir haben daher gefunden:

Satz 8'. Ist Z7'/ ist ein

df cf C'f
Integral.

Uf= lix, y, z) j^ + nipc, y, ^) ^ + ^(^^ y^ ^) Tz
40*
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eine infinitesimale Punkttransformation des Baumes {x, y, z), hei der die

partielle Differentialgleichung erster Ordnung

F(x, y, 2, p,q) =
invariant hleiht, und ist ferner J{x,y,z,p,q) ein Integral des Systems

von drei gewohnlichen Differentialgleichungen, das die charakteristischen

Streifen der Gleichung F= definiert, so ist auch

U'J

ein Integral dieses Systems. U'f bedeutet dabei die Erweiterung von Uf,

die durch Mitberücksichtigung der Incremente, die p und q erfahren,

hervorgeht.

Durch nochmalige Anwendung dieses Satzes auf U'J statt J er-

giebt sich, dass auch U'{U'J) ein Integral des Systems ist, u. s. w.

Wohlbemerkt aber kann es vorkommen, dass U'J, auch wenn J von

F unabhängig ist, kein von F und J unabhängiges neues Integral

vorstellt. Es ist überdies dabei zu beachten, dass zwischen x, y, z, p, q

immer die Relation F= besteht. Es kann z. B. U'J eine Constante

werden, oder auch, es kann U'J = Const. dieselben oo^ charakte-

ristischen Streifen wie J= Const. darstellen, u. s. w.

Wir gehen nunmehr dazu über, einige der oben allgemein ge-

kennzeichneten Integrationsprobleme zu behandeln und in der Haupt-

sache zu erledigen.

Zwei bek. Nehmen wir an, die vorgelegte partielle Differentialgleichung erster
Inf. Trfn.
u,/ u. K,/. Ordnung

Fix, y, z, p,q) =
gestatte die beiden bekannten und von einander unabhängigen infinitesi-

malen Punkttransformationen:

TT f= ^ lfj_-v, ^-L _\ f- ^
«^2/ — 52 g ^

-^ % ä y -t- 62 02

'

Ebenso, wie wir es in § 3, S. 602, erkannten, können wir auch hier

einsehen, dass F == alsdann auch jede infinitesimale Punkttrans-

formation von der Form gestattet:

aUJ-UJ,
in der a eine beliebige Constante bedeutet. Wir ziehen diese Form

hier aus äusseren Gründen der früheren Form U^f— aU^f vor. Nach

Formel (41), S. 621, oder auch nach Satz 4, § 2, S. 610, liegt also

F= mit jeder Gleichung von der Form
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(56) J= p +
^»g-f^ ^a (a = Const.)

in Involution. Es ist folglich \FJ^ = infolge von F= 0, d. h. es

ist J ein Integral des Systems (53). Dieses Integral J ist nicht bloss integral j.

eine Constante, denn sonst würde aus der Form (56) von J folgen,

dass Ulf und t^g/^ entgegen der Voraussetzung von einander abhängig

wären. Es ist femer J nicht von F abhängig, sobald die Grleichung

F= selbst nicht linear ist. Wir wollen in der Folge wie im vorigen

Paragraphen immer voraussetzen, dass die vorgelegte Gleichung F=
nicht linear sei.

Nach Satz 8 sind nun auch

Integrale des Systems (53). Hierbei sind verschiedene Fälle denkbar,

je nachdem sich hierdurch neue Integrale des Systems (53) ergeben

oder nicht.

Um die Discussion zu erleichtem, führen wir solche neue Ver-

änderliche j, ^, 3 ein, in denen U^f nach Satz 2, § 2, S. 605, die

Form:

annimmt, während F= dabei eine von 5 freie und nach Voraus-

setzung nicht lineare Form

g(E,9,p,q) =
erhält und ^2/^ etwa in:

übergeht, a und ß sind nicht beide identisch gleich Null, da U^f
und Hg/' und folglich auch Uif und t^/" son.st dieselben Bahncurven

hätten, d. h, die partielle Differentialgleichung nach Satz 5 des § 3,

S. 615, linear wäre, was wir ausdrücklich ausgeschlossen haben. In

j, Q, j hat das Integral S die Form:

(57) S = «p + /3q-y.

Die Erweiterung von Vi^f giebt wieder:

11 Y= -^

sodass

(58) U-S.=_|fp + |fq-|l

wird. Wir gehen nun über zur Betrachtung der einzelnen Fälle.
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^"iTj^'o^'
Erstens wollen wir annehmen, dass Ui J entweder identisch oder

infolge von F= verschwinde. Da U/ S linear in p, q ist, während

^ = nach Voraussetzung nicht linear ist, so muss hier

sein. Es ist also nach (58), da a, ß, y frei von p und q sind:

sodass a, ß, y nur j und t) enthalten und Vi^f die Form hat:

n,f= a(j, 9) 1^ + ßih ^) 1^ + rih t)) If
Hier ist nun augenscheinlich:

d. h. auch C/j f und ZJg f sind mit einander vertauschhar. Diesen Fall

haben wir im vorigen Paragraphen schon vollständig erledigt. Wir

fanden im Satze 7 (S. 622), dass das Integrationsproblem der partiellen

Differentialgleichung auf eine einzige Quadratur hinauskommt.

• Zweiter ZweitoüS sci vorausgcsctzt , dass U/ J an sich oder infolge von
Fall:

. . .

£7i'/=con8t.jp^=z= gleich einer von Null verschiedenen Constanten sei. Da mit

Ulf auch Const. Uif die Grleichung F=0 invariant lässt, so können

wir hier voraussetzen, dass insbesondere

C/iVee— 1

oder also U/S ^^— 1 sei. Da ^5 == nach Voraussetzung nicht linear

in p, q ist, so folgt hier aus (58):

a, ß sind also frei von ^, während y die Form:

y = i-\-X(jc,t))

hat. Nun ist:

U, /-
1^

, U, /•- « (j, ^) 1^ + ^ (E, ^) 1^ + (5 + A (j , 9)) I .

Hier giebt der Klammerausdruck:

(59) U,{nj)-U,(Uj)^^= \Xj.

Daher ist auch in den ursprünglichen Veränderlichen:

(59') Ü^{UJ)-U,{UJ)-^UJ.

Wenn umgekehrt F=0 zwei infinitesimale Punkttransformationen

U^f und U^f gestattet, die in dieser Beziehung zu einander stehen,
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so lässt sich U^f durch Einführung passender neuer Veränderlicher

j, t), J
auf die Form

bringen. Erhält U^f dabei die Form:

so ist

da dies nach (59') oder also nach (59) die Form ^ haben soll, so

folgt rückwärts, dass a und /3 frei von j sind, während y die Form

y = S+^(E, ^)

hat. Es wird demnach auch

U/Seeee-I.

Wir kommen also von der Annahme (59') wieder rückwärts zu der

ursprünglichen Annahme, dass U{ J an sich oder infolge von F=0
eine nicht verschwindende Constante sei.

Um nun im vorliegenden Fall das Integrationsproblem zu be- y^^^^*,

handeln, führen wir abermals neue Veränderliche ein. Dabei ist zu

beachten, dass a und ß, wie gesagt (S. 629), nicht beide identisch

gleich Null sind. Deshalb giebt es stets zwei von einander unab-

hängige Functionen J^ und ^^ von j und \) allein, die den Bedingungen

genügen. Ferner sei

gesetzt. Nun wählen wir ft(j, t)) so, dass

also:

U^ äi = « i^ + /3
II + S + ;i = Si = 5 + ft

,

wird. Eine solche Function |u giebt es stets. Also wird sich W^f in

den neuen Veränderlichen nach (25), § 2, S. 603, so darstellen:
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Ausserdem ist U^ gj eee 0, Uj t)^ = 0, U^ §i ^i 1, sodass Uif die Form

annimmt. Auch in den neuen Veränderlichen J^, t)^, g^ hat ^ =
eine von j^ freie Form:

weil die Differentialgleichung auch in den neuen Veränderlichen U^f
gestatten muss. Ferner ist hier 3 nach (56) auf die Form gebracht:

Da nun die Erweiterung giebt:

so ist:

Im vorliegenden Falle liefert also die wiederholte Anwendung des

Satzes 8 kein neues Integral. Aber ^^^ = sollte noch Vi^f gestatten.

Also muss

sein infolge von ^^ = 0. Dies giebt:

d. h. f^i
= hat die Form:

Si(|,Pi, ^h)=0.

Die Integration dieser partiellen Differentialgleichung erster Ordnung

bietet, wie wir nicht weiter ausführen wollen, genau dieselben Schwierig-

keiten wie die einer partiellen Differentialgleichung von der Form:

Wir zeigten aber, dass eine solche Grieichung, die ja auch auf eine lineare

Form gebracht werden kann, mit der gewöhnlichen Differentialgleichung

erster Ordnung zwischen J, ^:

identisch ist. (Siehe § 4 des 12. Kap., S. 576.) Umgekehrt ist klar,

dass die Integration jeder Gleichung oj (j^ , ^^ , 9/)= auf das ursprünglich

gestellte Problem zurückkommt.

Diese Reduction des Problems auf das der Integration einer ge-

wöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung kann nun auch ohne
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Einführung der neuen Veränderlichen direct geleistet werden. Zu
diesem Zwecke bestimmt man aus den beiden Grleicbungen:

'
ii i? 4- ^1 2 — ?i

die Grössen p und q als Functionen von x, y, z:

p = P{x,y,s,a), q=Q{x,y,0,a),

die ausserdem die Constante a enthalten. Für eine Integralfläche muss

dz — pdx — qdy =
sein. Man hat also die totale Differentialgleichung in x, y, z

dz — Pdx—Qdy =
zu integrieren, die sich durch Multiplication mit einem gewissen Factor

integrabel machen lassen muss. Ist dieser Factor bestimmt, so ist nur

noch eine Quadratur nötig, um aus der letzten Gleichung eine voll-

ständige Lösung
£l(x, y, z, a) ^=h

abzuleiten. Aus der Reduction auf kanonische Veränderliche, die wir

oben vornahmen, folgt, dass die Bestimmung des Integrabilitätsfactors

sich nicht weiter als auf die Integration einer gewöhnlichen Differential-

gleichung erster Ordnung zurückführen lässt.

So gelangen wir zu dem

Satz 9: Weiss man von einer nicht linearen partiellen Differential-

gleichung erster Ordnung

F{x, y, z, p,q) =
im Baume (x, y, z), dass sie zwei hehannte infinitesimale Punkttrans-

formationen Ui f und U^ f gestattet, die in der Beziehung

uMf)-u,iuj)=uj
stellen, so lässt sich ihre Integration mit Hülfe dieser Umstände auf

die Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung

zurückführen. Eine weitere Peduction ist unmöglich.

Hiermit sind die Fälle erledigt, in denen U^ J an sich oder

infolge von F = eine Constante ist. Es bleiben also die Fälle

übrig, in denen U^ J eine wirkliche Function und daher ein Integral

von (53) ist. Es kann von J abhängig sein oder nicht.

Drittens setzen wir mithin voraus, dass JJ^'J eine Function Dritter

von J allein sei und zwar entweder an sich oder infolge von F == O.Ui'jLip^j).
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Wie allgemein auf S. 629 denken wir uns auch hier l, t), ^ als neue

Veränderliche eingeführt. Nach (58) ist also jetzt anzunehmen, dass

(60) |f^ + |5,_| = ^(„p + ^<,_,)

sei, wo also g? eine Function von o;p -|- /^Q — 7 bedeutet, und zwar

soll diese Relation entweder identisch oder infolge von |5 =^ ^ Ge-

stehen. Da a und ß nicht beide Null sind (nach S. 629), so muss,

da auch ^ = nicht linear in p, q ist, die Function q) eine lineare

Function ihres Argumentes sein:

(61) <p = x{ap -\- ßq — y) -\- c.

Hierin bedeuten x und c Constanten. Der Fall x = ist schon früher

erledigt. Es ist deshalb

x^O
anzunehmen. Aus (60) und (61) folgt nun:

da dß a ^Y

und zwar müssen diese Gleichungen an sich, nicht nur infolge von

^ = 0, bestehen, weil sie frei von p und q sind. Hieraus ergiebt

sich weiter

a = A(j, \))e''-^, ß = (i(ic, ^)e''5, y = v(j, ^)e>'-' + c.

Es ist also:

Nun ist, da X, (i, v frei von 5 sind:

Vi,{\X,f) - U,(U,/-) = xM,f~- xcUJ {x + 0).

Also ist auch in den ursprünglichen Veränderlichen x, y, z:

UMf)- U,(UJ) = xUJ-xcUJ (x + 0).

Wir wissen aber, dass, wenn F == die beiden infinitesimalen

Punkttransformationen Uif und CTg/" gestattet, alsdann auch jede von

Ulf und U^f abhängige infinitesimale Punkttransformation

Const. J7i/'+Const. UJ'

die Gleichung F= invariant lässt (siehe § 3, S. 620, 621). Sie ge-

stattet daher auch

ÜJ^U,f-cUJ.
Also können wir Uif und U^f durch Uif und U^f ersetzen. Es

ist aber:

UMf) - U,(UJ) - U,{UJ) - cU,(UJ) - U.iUJ) + cU,{UJ),
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also in unserem Falle:

U,{ÜJ)-Ü,{U,f)^HU,f-HcU,f=KU,f.
Wenn wir jetzt noch

anstatt U^f benutzen, was wir thun dürfen, da n^O ist, so kommt:

Aber dieser Fall war der zweite schon erledigte Fall (siehe S. 630), ^^^^^'^^-^'j"'

der zum Satz 9 führte. Wir erkennen daher, dass sich der jetzige

Fall dadurch, dass man anstatt U^f und U^f zwei passende, von Uif
und U^f abhängige infinitesimale Punkttransformationen benutzt, auf

den vorigen zurückführen lässt.

Also gilt der

Satz 10: Weiss man von einer nicht linearen partiellen Differential- Ergebnis.

gleichung erster Ordnung
F(x,y,2,p,q) =

im Baume (x, y, d), dass sie zwei von einander unahliängige und nicht

vertauschbare bekannte infinitesimale Punkttransformationen U^f und ZJg/"

gestattet, die in eiiter Beziehung von der Form

UiiU.f) — U,(U,f) = Const. UJ-\- Const. UJ
stehen, so lässt sich ihre Integration mit Hülfe dieser Umstände auf die

Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung und

nicht weiter zurückführen.

Viertens ist ietzt der letzte Fall zu behandeln, dass U/J ein von vierter

J unabhängiges Integral des Systems (53) ist und zwar ein auch bei tr,'/unabh.

Berücksichtigung von F= unabhängiges Integral. In diesem Falle

sind zwei Integrale des Systems (53) von drei simultanen Differential-

gleichungen bekannt. Nach Jacobi's Multiplicatortheorie ergiebt sich

alsdann das noch fehlende dritte Integral des Systems (53) durch Quadratur.

Damit sind dann die charakteristischen Streifen von F= gefunden,

sodass das Integrationsproblem der Gleichung F= in diesem Falle

durch Quadratur gelöst ist.

Weiter gehen wir hier auf Integrationstheorien für die partiellen

Differentialgleichungen erster Ordnung nicht ein, da wir uns aus

verschiedenen Gründen auf die Vorführung von Beispielen beschränken

müssen.
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Kapitel 14.

Über einige in der Geometrie auftretende partielle

Differentialgleichungen 1. 0.

Wiederholt wiesen wir auf das Verdienst hin, das sich Monge
dadurch erworben hat, dass er die Lagrange'sche Integrationstheorie

der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung in eine geome-

trische Form einkleidete. Die geometrische Auffassung ist namentlich

deshalb nützlich, weil sie naturgemäss zur expliciten Aufstellung der

wahren Grundbegriffe führt, während auf der anderen Seite auch die

durch sie gewonnene Anschaulichkeit ihren Wert hat.

Nichts lag daher nach der Begründung der Liniengeometrie und

der Geometrie der Kugeln näher, als die hierdurch gewonnenen erwei-

terten geometrischen Vorstellungen für die Theorie der partiellen Diffe-

rentialgleichungen weiterhin zu verwerten. In diesem Sinne beschäf-

tigen wir uns im gegenwärtigen letzten Kapitel dieses Bandes der

Reihe nach mit den partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung,

deren CharaJcteristiken Haupttangentencurven hez. Krümmungslinien auf

allen Integralflächen sind, alsdann mit einigen Kategorien von partiellen

Differentialgleichungen, deren Charakteristiken geodätische Linien auf

den Integralflächen sind, sowie schliesslich mit einigen anderen geome-

trisch definierten Classen von partiellen Differentialgleichungen erster Ord-

nung. Zwischen diesen interessanten Kategorien, die von Lie im

Jahre 1870*) eingeführt wurden, bestehen merkwürdige Beziehungen.

Ihre Theorien werden dabei in schönster Weise durch die Anschauungen

der Linien- und der Kugelgeometrie beleuchtet und bilden überdies

wichtige Abschnitte in diesen Disciplinen.

Die EntWickelungen dieses Kapitels werden im zweiten Bande

einerseits weiter ausgeführt und anderseits nach verschiedenen Rich-

tungen hin verwertet werden.

§ 1. Partielle Differentialgleichungen 1. O., deren Charakteristiken

Haupttangentencurven sind.

Unter den partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung

F(x, y, s, p,q) =
im Räume (x, ij, z) giebt es insbesondere solche, auf deren Integral-

flächen stets die oo^ Charakteristiken, die auf den Flächen verlaufen,

*) Om en Classe geometriske Transformationer, Verhandlungen der Gesell-

schaft der Wissenschaften zu Christiania, October 1870.
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Haupttangentenairven der Integralflächen sind. In Theorem 9, § 5 des

7. Kap., S. 308, haben wir erkannt, dass dies unter den nicht linearen

partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung diejenigen sind, deren

zugeordnete Monge'schen Gleichungen nicht lineare Liniencomplexe defi-

nieren. Nach Satz 1, § 3 des 11. Kap., S. 500, hat jede derartige par-

tielle Differentialgleichung gerade oo^ verschiedene Charakteristiken.

Die Flächen, auf denen die Charakteristiken Haupttangentencurven sind,

d. h. die Integralflächen der betreffenden partiellen Differentialgleichung,

construiert man nach Satz 10, § 2 des 12. Kap., S. 553, indem man
cx)^ Chakteristiken auswählt, die eine Umhüllende haben. Die zugehörige

Monge'sche Gleichung ordnet jedem Punkte einen Elementarkegel zu,

und die Linienelemente der Charakteristiken gehören diesen Elementar-

kegeln an. Daher wird die erwähnte Umhüllende eine Curve des Linien-

complexes sein, der durch die Monge'sche Gleichung definiert wird.

Wählt man umgekehrt eine Curve c dieses Complexes beliebig, so

gehen durch jeden Punkt p der Curve oo^ Charakteristiken. Ihre

Linienelemente in diesem Punkte p bilden den Elementarkegel des

Punktes p. Diesem Elementarkegel gehört auch das Linienelement der

Complexcurve c im Punkte p an. Demnach giebt es unter den Charak-

teristiken sicher eine, die in p die Curve c berührt. Die Flächen also,

auf denen die Charakteristiken Haupttangentencurven sind, erhält man
dadurch, dass man eine beliebige Curve des Complexes auswählt und

die oo^ Charakteristiken bestimmt, welche die Curve zur Umhüllenden

haben. Noch sei erwähnt, dass sich die Curve c auch auf einen Punkt

reducieren kann.

Also hat sich ergeben:

Satz 1: Unter den Curven eines nicht linearen Liniencomplexes giebt

es solche oo^ Curven, denen die folgende Eigenschaft zukommt: Alle die-

jenigen oo^ Curven dieser Schar, die eine beliebig gewühlte andere Curve

des Complexes berühren, erzeugen eine Fläche, auf der sie Haupttangenten-

curven der einen Schar sind*).

Da zu jeder nicht linearen partiellen Differentialgleichung erster

Ordnung in x, y, z nach Satz 5, § 4 des 11. Kap., S. 511, eine Monge-

sche Gleichung

^{x, y, ^; dx, dy, dz) ==

die nicht linear ist, und umgekehrt nach Satz 3, § 1 des 7. Kap., S. 260,

zu jeder nicht linearen Monge'schen Gleichung eine nicht lineare par-

Linien-
complez

*) Es ist naturgemäss , die im Satze genannten oo' Curven als die Haupt-
tangentencurven des Complexes zu bezeichnen. In diesem Bande brauchen wir
aber diese Bezeichnung noch nicht einzuführen.
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tielle Differentialgleichung erster Ordnung gehört, so können wir nach

Satz 1; § 1 des 7. Kap., S. 254, auch den folgenden Satz aussprechen:

Satz 2: Soll eine Monge'sehe Gleichung

ü{x, y, z\ dx, dy, ds) =
im Räume (x, y, z) die Eigenschaft haben, dass unter ihren Integralcurven

solche oo^ Curven enthalteti sind, von denen die oo^ Curven, die eine

beliebige Integralcurve umhüllen oder durch einen gemeinsamen Punkt

gehen, stets Haupttangentencurven auf der durch sie erzeugten Fläche

sind, so ist dazu notwendig und hinreichend, dass die Monge'sche Glei-

chung die Gestalt habe:

0(ydz — zdy, zdx — xdz, xdy — ydx, dx, dy, dz) = 0.

Sie gehört alsdann zu einem Ldniencomplex , und die erwähnten oo^ Curven

sind die Charakteristiken derjenigen nicht linearen partiellen Differential-

gleichung erster Ordnung

F{x, y, z, p, q) = 0,

deren Elementarkegel die Kegel des Complexes sind. Die Flächen, auf

denen die Charakteristiken Haupttangentencurven sind, sind die Integral-

flächen der Gleichung F=0.

Lineare Ist eine Vorgelegte partielle Differentialgleichung erster Ordnung

linear in p, q:

X(x, y, z)p + Y{x, y, z)q — Z{x, y, z) = 0,

so hat sie nach S. 541, § 2 des 12. Kap., nur oo^ Charakteristiken,

nämlich die oo^ Integralcurven des äquivalenten Systems

dx dy dz

Eine allgemeine Integralfläche der partiellen Differentialgleichung er-

giebt sich, indem man nach einem beliebigen Gesetz oo^ unter diesen

Charakteristiken zu einer Fläche zusammenfasst. Sollen nun die oc^

Charakteristiken auf einer solchen Fläche Haupttangentencurven sein,

so müssen die Schmiegungsebenen jeder Charakteristik Tangentenebenen

auf allen den Integralflächen sein, die durch die Charakteristik hindurch-

gehen. Nun aber können wir stets eine solche Integralfläche construieren,

die eine beliebige dieser Charakteristiken enthält und in einem Punkt

der Curve eine beliebig gewählte, die Curve berührende Ebene zur

Tangentenebene hat. Mithin müsste, damit die gestellte Forderung
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erfüllbar wäre, in jedem Punkte einer Charakteristik jede die Curve

berührende Ebene Schmiegungsebene sein. Das ist aber für krumme
Curven nicht der Fall. Die Charakteristiken müssen also oo^ Geraden

sein und daher ein Strahlensystem bilden. Alsdann sind die Integral-

flächen Regelflächen, deren Erzeugende dem Strahlensystem angehören.

Die Erzeugenden sind aber stets Haupttangentencurven der Regelflächen.

(Vgl. hiermit die Note in § 1 des 11. Kap., S. 488.) Hiermit sind

wir zu folgendem Ergebnis gelangt:

Theorem 25: Eine partielle Differentialgleichung erster p »iffgi-

j^ , 1. O., deren
Ordnung Char. Haupt-

im Räume (x, y, z) hat dann und nur dann die Eigenschaft,

dass auf jeder ihrer Integralflächen die auf der Fläche ge-

legenen oo^ Charahteristihen Haupttangentencurven der Fläche
sind, wenn sie entweder die partielle Differentialgleichung

eines nicht linearen Complexes ist oder aber wenn sie eine

lineare partielle Differentialgleichung ist, deren Charakte-
ristiken ein Strahlensystem bilden.

Hiermit haben wir eine schöne geometrische Definition aller

der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung gefunden, deren

Charakteristiken auf allen Integralflächen Haupttangentencurven sind.

Es liegt nun nahe zu versuchen, die allgemeine analytische Form Anai. Form

der hierher gehörigen partiellen Differentialgleichungen, insbesondere

natürlich der nicht linearen, zu bestimmen. Zu diesem Zwecke könnte

man nach Satz 3, § 1 des 7. Kap., S. 260, die Gleichungen

0(y0'— zy', zx — xz, xy' — yx , x
, y , z') = 0,

d^ c^ d^

bilden und aus ihnen die Grössen x', y', z
, q zu eliminieren versuchen.

Die Elimination ist aber, solange = in allgemeiner Form vor-

liegt, offenbar nicht möglich und also führt der eingeschlagene Weg
nicht zu der gesuchten allgemeinen Form. Bei besonderer Wahl der

Gleichung ^ = lässt sich allerdings die Elimination leisten. Jeden-

falls erkennt man, dass die Bestimmung aller derartiger nicht linearer

Gleichungen F= nur Differentiationen und Eliminationen erfordert.

Entsprechend kann man zur Bestimmung der linearen partiellen

Differentialgleichungen, auf deren Integralflächen die Charakteristiken

Haupttangentencurven sind, von einem beliebigen Strahlensysteme

ausgehen.
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B^din

'

^^^^ ™^^ ^^® analytischen Bedingungen ableiten, denen die FunctionF
^^.1**^°^^ unterworfen werden muss, damit die Charakteristiken der partiellen

Differentialgleichung

F{x,y,z,p,q) = Q

Haupttangentencurven sind, so kann man so verfahren: Die oo^ Flächen-

elemente {x, y, z, p, q) einer Integralfläche längs einer Charakteristik,

also die Flächenelemente eines charakteristischen Streifens, genügen

nach Satz 12, § 2 des 12. Kap., S. 555, dem System von vier gewöhn-

lichen Differentialgleichungen

:

dx dy dz dp dq
(1) ^; F^ F^P + F^I -K-Kp -F^-F^q

Sollen sie längs einer Haupttangentencurve gelegen sein, so müssen sie

der in § 4 des 10. Kap., S. 472, aufgestellten Bedingung (56) genügen:

(2) dp dx -\- dqdy == 0.

Dies thun sie nach (1) dann und nur dann, wenn

(3) {F, + F.p) F, + (F, -j-F.q)F, =
ist, und zwar ist zu fordern, dass diese Gleichung infolge von F=0
bestehe. Ist dies der Fall, so ist für jeden der oo^ durch (1) definierten

charakteristischen Streifen der partiellen Differentialgleichung F=
die Bedingung (2) erfüllt. Bei dieser Ableitung war es gleichgültig,

ob F = nicht linear oder linear ist.

Es gilt daher der

Satz 3: Eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung

F{x, y, z, p,q) =
im Räume (x, y, z) hat dann und nur dann die Eigenschaft, dass ihre

Charakteristiken auf allen Integralflächen Hatipttangenteficurven sind, wenn

die Gleichung

(F, + F,p)F, + (F, + F,q)F, =
infolge von F=0 hesteht. Alle derartigen partiellen Differentialgleichungen

lassen sich durch Differentiation und Elimination angeben*).

*) Die homogene partielle Differentialgleichung erster Ordnung

{F,+ F^p)F^^{F^ + I\q)F^ =
für F in den fünf unabhängigen Veränderlichen a;, t/, z, p, q, die oben factisch

durch geometrische Betrachtungen integriert worden ist, bietet unter mehreren
Gesichtspunkten besonderes Interesse. An dieser Stelle möge nur das Eine be-

merkt werden, dass diese Gleichung zu den sogenannten semilinearen partiellen

Differentialgleichungen gehört; dies geht leicht daraus hervor, das ein linearer

Liniencomplex nicht wie andere Liniencomplexe Oü*, sondern nur Oü^ Flächen-
elemente X, y, z,p, q des Raumes bestimmt. Bei dieser Auffassung liefern oo*
beliebig gewählte lineare Liniencomplexe eine vollständige Lösung der vorliegenden
partiellen Differentialgleichung in fünf unabhängigen Veränderlichen.
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Wenn insbesondere die Charakteristiken einer partiellen Differential-

gleichung erster Ordnung sämtlich Geraden sind, so sind sie selbst-

verständlich auf jeder Integralfläche Haupttangenfcencurven. Die zu-

gehörigen partiellen Differentialgleichungen sind also als Specialfälle

unter den soeben bestimmten enthalten.

Wir wollen uns nun die Aufgabe stellen, alle partiellen Differential- '^^^^^^^^

gleichungen erster Ordnung zu bestimmen , deren OinrakteristiJcen Geraden sitid. ^ gj*^®''

Ist die gesuchte partielle Differentialgleichung linear in p und q,

so sind ihre Charakteristiken die Geraden eines beliebigen Strahlen-

systems, und das Problem ist damit erledigt.

Wir dürfen uns also auf den Fall beschränken, dass die gesuchte

partielle Differentialgleichung

F(x, y, z, p,q) =
nicht linear ist. Da ihre Charakteristiken Geraden sein sollen, die

einem Liniencomplex angehören, so sind die nicht singulären Integral-

flächen F= abwickelbare Flächen, deren Rückkehrcurven beliebige

Curven des Complexes sind. Jede Charakteristik muss also auf einer

abwickelbaren Integralfläche liegen. Aber eine abwickelbare Fläche

wird durch eine Tangentenebene stets längs einer Erzeugenden in ihrer

ganzen Ausdehnung berührt, d. h. die oo^ Flächenelemente dieser Integral-

fläche längs einer Charakteristik oder also die oo^ Flächenelemente eines

charakteristischen Streifens haben sämtlich dieselbe Ebene. Da p, q

die Coordinaten der Stellung der Ebene eines Elementes sind, so sind

also längs jedes charakteristischen Streifens p und q constant, d. h.:

dp = 0, dq = 0.

Da andererseits die charakteristischen Streifen dem System (1) genügep,

so ist also längs jeden charakteristischen Streifens:

rA\ dF . dF ^ dF . dF „

^ -' ox * oz -^ ' cy ' cz ^

Nun gehört jedes Flächenelement der Gleichung F= einem charakte-

ristischen Streifen an. Also müssen alle oo^ Elemente der Gleichunsf

jP= auch den Gleichungen (4) genügen. Diese beiden partiellen

Differentialgleichungen für F haben die drei von einander unabhängigen

Lösungen:

P, q, 3 — px — qy,

und jede andere Lösung ist von diesen dreien abhängig. Also muss

die gesuchte partielle Differentialgleichung die Form haben:

(5) F{p, q,z—px~ qy) = 0.

Im 3. Beispiel des § 1, 7. Kap., S. 265, und auch später haben wir die

Lie, G<eometrie der Berüfarungatransformationen I. 41 [30. III. 1896.]
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partiellen Differentialgleichungen von dieser Form schon betrachtet. Wir
sahen, dass die schon von Lagrange (vgl. die Fussnote, S. 518) in-

tegrierte Grleichung (5) zu Charakteristiken in der That oo^ Geraden hat,

die eine (wirkliche oder ausgeartete) Fläche berühren. (Siehe Fig. 58,

S. 266.) Der von den geradlinigen Charakteristiken gebildete Complex

besteht also aus allen Tangenten einer Fläche ß. Die allgemeinen

Integralflächen sind die abwickelbaren Flächen, welche die Fläche ß
längs Curven berühren. Die charakteristischen Streifen bestehen aus

den Flächenelementen, deren Punkte eine Tangente von ii bilden, während

ihre Ebenen mit der Tangentenebene von Si im Berührungspunkte dieser

Tangente zusammenfallen.

Es hat sich daher ergeben:

Satz 4: Sind die Charakteristiken einer partielleti Differentialgleichung

erster Ordnung
F{x, y, z, p,q) =

im Baume (x, y, z) sämtlich geradlinig, so sind sie entweder die oo- Ge-

raden eines beliebigen Strahlensystems, und dann ist die partielle Differential-

gleichung linear, oder aber sie sind die cxf' Tangenten einer heliebigen Fläche.

Im letzteren Falle ist die partielle Differentialgleichung diejetiige nicht

lineare partielle Differentialgleichung, die dem Complex aller Tangenten

der Fläche zugeordnet ist.

Das hiermit erledigte Problem der Bestimmung aller partiellen

Differentialgleichungen F(x, y, z, p, q) = 0, deren Charakteristiken Ge-

raden sind, zerlegten wir durch eine geometrische Betrachtung in zwei

analytische Probleme, die sich alle beide auf die partielle Differential-

gleichung erster Ordnung für F:

(6) (F. + F.p) F, + (F, + F.q)F, =
bezogen. Wir suchten nämlich unter den Lösungen F dieser Gleichung

insbesondere diejenigen, die entweder die drei linearen partiellen Diffe-

rentialgleichungen zweiter Ordnung

(7) F^^O, Fp,=0, F,, =
oder aber die beiden linearen partiellen Differentialgleichungen erster

Ordnung

(8) F.-{-F,p = 0, Fy + F,q =
erfüllen. Im Laufe dieses Kapitels werden wir eine Anzahl ähnlicher

Probleme erledigen, die teilweise analytisch einen complicierten Cha-

rakter haben. Wenn wir dabei anscheinend leicht zum Ziele kommen,

so beruht dies darauf, dass wir uns nicht von vornherein zu einer

bestimmten Methode wenden, sondern abwechselnd synthetische (be-

griffliche}) und analytische Betrachtungen anstellen.
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§ 2. Partielle Differentialgleieliungen 1. O., deren Charakteristiken

lErämmungslinien sind.

Im letzten Paragraphen des 12. Kap. führten wir eine beliebige
f^^"^^'

Punkttransformation des Raumes {x, y, z) auf eine vorgelegte partielle

Differentialgleichung erster Ordnung

F{x, y, z,p,q) =
aus. Dadurch ging eine neue partielle Differentialgleichung

hervor; die Elemente von F=0 wurden in die von i^j = 0, die In-

tegralgebilde von F= in die von i^^ = und insbesondere die

charaTsteristischen Streifen von i<^ == in die von F, = übersfeführt.

(Vgl. Satz 20, S. 579.) Im vorigen Kapitel betrachteten wir alsdann

solche Punkttransformationen, die eine vorgelegte partielle Differential-

gleichung insbesondere in sich überführten.

Es giebt nun aber noch allgemeinere Transformationen als die Punkt- gemeinere
Trfu.

transformationen, bei denen ebenfalls jede partielle Differentialgleichung

erster Ordnung wieder in eine solche verwandelt wird und die Integral-

gebilde der ursprünglichen in die der neuen Gleichung übergehen. Auf
die allgemeine Frage nach allen derartigen Transformationen gehen

wir hier nicht näher ein. (Vgl. S. 583.)

Wir machen jedoch darauf aufmerksam, dass wir schon einige

derartige Transformationen, die keine Punkttransformationen sind, kennen

gelernt haben. Sie sollen hier kurz erwähnt werden.

Zunächst gehört hierher die Dualität im Räume (S. 229, § 3 des Dualität.

6. Kap.). Eine allgemeine bilineare Gleichung

(a^x -\- h^y 4- c^ß + dj)x, + (a^x + \y + c^z + d^)y^ -j-

(9) ,

' -f (a^x -j- \y + c^z + d^)z^ -f {a^x + \y + c^z -\- d^ =
ordnet jedem Punkt {x, y, z) eine Ebene zu, nämlich die Ebene, die

durch die vorliegende Gleichung in den laufenden Coordinaten Xi,y^,Zi

dargestellt wird. Sie ordnet ferner allen oo^ Punkten (x,y, z) einer

Ebene

(10) Äx-\-By-j-Cz-j-D =
solche Oü^ Ebenen zu, die sämtlich durch einen gemeinsamen Punkt

gehen, denn wenn man x, y, z als drei Parameter auffasst, die an die

Gleichung (10) gebunden sind, so stellt (9) in den laufenden Coordi-

naten Xi,y^, Zi die oc^ Ebenen eines Ebenenbündels dar, da die Parameter

X, y, z in (9) linear auftreten. Wir sagen, dass die Dualität der Ebene
41*
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(10) diesen Punkt zuordnet. Betrachten wir eine Ebene e und einen

Punkt p in ihr. Dem Punkte p wird durch (9) eine Ebene e^ zu-

geordnet. Der Ebene e wird ein Punkt p^ zugeordnet, den man erhält,

wenn man den gemeinsamen Punkt der oo^ Ebenen sucht, die den

Punkten von e entsprechen. Da p zu den Punkten von e gehört, so

folgt, dass e^ durch p^ geht. Der Inbegriff einer Ebene e und eines

Punktes p in ihr ist aber ein Flächenelement. Also folgt: Die Dua-

lität ordnet jedem Flächenelement {p, e) ein Flächenelement (jpj, c^) zu.

Ist z. B.

(11) —yx^ + xy^-^z^ — z =
die bilineare Gleichung, die bei der Definition der Dualität zu Grunde

gelegt wird, so findet man das dem Flächenelement {x, y, z, p, q) zu-

geordnete Flächenelement (Xi, y^, z^, 2\, q^) in folgender Weise: Es

müssen p^, q^ und — 1 proportional den Richtungscosinus der Ebene

sein, die durch (11) dargestellt wird, wenn x^, y^, z^ die laufenden

Coordinaten bedeuten. Daher ist:

Ferner folgt, da die Gleichung (11) in x, y, z und Xy^y^, z^ vollkommen

symmetrisch ist, analog:

P = yi, 9.= — ^v

Aus diesen vier Gleichungen und aus (11) ergiebt sich durch Auflösung

nach Xy, yy, Zy, py, q^:

(12) x^=—q, yi=p, z, = z — xp — yq, p^ = y, q^= — x.

Das Flächenelement (x^, y^, z^, p^, q^), in das hiernach das Element

(x, y, z, p, q) übergeht, ist nichts anderes als das Element, das zum

Element {x, y, z, p, q) hinsichtlich des linearen Complexes mit der

Pfaff 'sehen Gleichung

xdy — ydx -\- dz =
^xi. dw redproh ist, vgl. S. 454, § 4 des 10. Kap. (Man vgl. auch die Formeln

vereine. (47), S. 467.) Bci dcT Duolität (12) geht jeder Elementverein in den-

jenigen Elementverein üher, der zu ihm hinsichtlich des linearen Complexes

redproh ist. Dies haben wir an der angeführten Stelle im Einzelnen

gezeigt. Man kann es auch auf einmal dadurch nachweisen, dass man

zeigt, dass die Bedingung der vereinigten Lage

dz — pdx — qdy ==

(vgl. § 1 des 12. Kap., S. 523) bei der Transformation (12) invariant

bleibt. In der That ist nach (12)

dZy— Pi dXy rr— q^ dyi == dz — pdx — qdy.
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Liegt nun eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung

(13) F{:x, y, 0, p,q} =
vor, so gehen ihre oo* Elemente (x, y, 0, p, q) vermöge der Dualität

(12) in diejenigen 00^ Elemente (x^^, y^, Sx, Pi, Qi) über, die der Gleichung

(14) F(— Qx, p„ 0, - XxJPx — VAi, Vi, — ^1) =
genügen. Jedes Integralgebilde von (13) geht dabei in ein Integral-

gebilde von (14) über. Daher sind die beiden partiellen Differential-

gleichungen (13) und (14) mit einander völlig äquivalent, denn hat man

die zweite integriert, so ist damit auch die Integration der ersten er-

ledigt. Kennt man insbesondere eine vollständige Lösung von (14),

so kann man vermöge der Inversion der Dualität (12) sofort eine voll-

ständige Lösung von (13) aufstellen. Diese Transformation (12) einer

partiellen Differentialgleichung erster Ordnung in eine andere kennt ^^

man schon lange als die Legendre'sche Transformation. Die völlige
"^'^^f^®

Äquivalenz der beiden Gleichungen (13) und (14) beruht darauf, dass

sich die Dualität als eine solche Transformation innerhalb des fünf-

dimensionalen Gebietes aller Flächenelemente auffassen lässt, bei der

jeder Elementverein in einen Elementverein übergeht.

Diese Legendre'sche Transformation steht in engem Zusammen-

hang mit der folgenden älteren, nämlich schon von Euler angegebenen "irf."
^

Transformation

:

(15) Xx = p, y, = y, Zy = z—px, p^= — x, g^ = q.

Auch diese Transformation der Flächenelemente führt jeden Element-

verein in einen Elementverein über, denn hier ist ebenfalls:

(16) dZx— p^dxx — qxdyx = dz — pdx — qdy.

Wenn also eine Schar von Elementen (x, y, z, p, q) vorliegt, die der

Bedingung
dz — pdx — qdy =

genügt, d. h. einen Verein bildet, und wenn man alsdann diese Schar

vermöge (15) in eine Schar von Elementen {x^, y^, z^, p^, q^ trans-

formiert, so besteht nach (16) für die neue Schar die Gleichung

dZx — Px dXi — q^ dyx = 0,

d. h. die neue Schar ist ebenfalls ein Verein. Bei der Euler 'sehen

Transformation (15) gehen alle die Flächenelemente, deren Punkte in

einer Ebene
y = c

liegen, in Elemente derselben Art über. Insbesondere gehen die cx)*

Elemente durch einen Punkt
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X = Xq, y ==C, 2^00

dieser Ebene in die <X)'^ Elemente (*i , ^i , ^i , i>i , 5'i)
über, für die

ist, wie aus den drei ersten Gleichungen (15) sofort hervorgeht. Es

sind dies die Elemente einer Geraden in der Ebene y = c, und zwar

findet man diese Gerade, wenn man innerhalb der Ebene y = c auf

den Punkt (xq, y^) die Dualität ausübt, die durch die bilineare Gleichung

Xq X^ ~}~ Ä
j 0Q— U

definiert wird (vgl. § 5 des 2. Kap., S. 57).*)

Vermöge der Transformation (15) fährte Euler die Integration

einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung

F(x, y, z, p, q) =
auf die Integration der Gleichung

F{— Px,yx,^x— Ih^x, x^, q,) =
zurück. Da die Transformation (15) jeden Elementverein in einen

Elementverein überführt, so erhellt in der That, dass sie jedes Integral-

gebilde der ersten Gleichung in ein Integralgebilde der zweiten verwandelt.

Im 10. Kap. haben wir in § 4, S. 466, eine neue Transformation

der Flächenelemente kennen gelernt. Wir ordneten damals jedem Element

(x,y, z, p,q) eines Raumes (x,y, z) ein Element (X, Y, Z, P, Q) eines

anderen Raumes (X, Y, Z) zu und fanden (siehe Theorem 20, S. 474),

dass dabei jede allgemein gewählte Fläche, aufgefasst als Elementverein

T,f rt
wieder in eine Fläche übergeht. Femer geht dabei jede Gerade, auf-

i^Kugeki gefasst als ein Elementverein, in eine Kugel über. Diese Transforma-

tion wird sich analytisch durch fünf Gleichungen von der Form:

X=li{x,y,z,p,q), Y=^{x,y,z,p,q), Z= ^{x,y, z, p, q),

P=^{x,y,z,p,q), Q = €i(x,y,z,p,q)

darstellen. (Ihre wirkliche Gestalt liegt übrigens in den Formeln (53)

und (54), S. 468, vor.) Wenn wir es auch damals nicht in voller

Allgemeinheit ausgesprochen haben, dass diese Transformation jeden

Elementverein wieder in einen Elementverein verwandelt, so haben wir

dies doch für die Vereine von oo^ Elementen im Einzelnen gezeigt.

Wenn nun eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung

*) Die Euler'sche Transformation, die besonders von Ampere für die

Theorie der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung verwertet wurde,
dehnt sich auf n Dimensionen aus. Von der im Text gegebenen Deutung der

Eul er' sehen Transformation findet sich wohl weder bei Euler noch bei Ampere
eine Spur. Die L e gen dre' sehe Transformation ist der Aufeinanderfolge zweier

Eul er 'scher Transformationen äquivalent.

I
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F(x, y, z, p,q) =
vorliegt, so wird die Transformation ihre oo* Elemente in die Elemente

{X, Y, Zf P, Q) einer neuen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung

F,(X,Y,Z,P,Q) =
überführen, und es erhellt, dass eine allgemeine Integralfläche von F=
vermöge der Transformation in eine Integralfläche von Fi= übergeht.

Die Integrationsprobleme dieser beiden partiellen Differentialgleichungen

sind also mit einander äquivalent.

Die vorgeführten Beispiele von Element -Transformationen ordnen

sich als specielle Fälle einem allgemeinen Begriff unter. Wir bezeichnen

nämlich allgemein eine Transformation, welche die Elemente (x, y, z, p, q)

des Raumes in neue Elemente (:ri, y^, ^i, Pi, g.i)
verwandelt:

\ p^= ^{x, y, z, p, q), q^= €i(x, y, z,p, q),

insbesondere als eine Berührungsfransformation des Baunies, wenn sie ^^rnngs-

jeden Elementverein in einen Elementverein überführt. Nach § 1 des

12. Kap., S. 523, ist die Gleichung

(18) dz —pdx — qdy =
die Bedingung der vereinigten Lage zweier Flächenelemente (x, y, z, p, q)

und (x + dx, y + dy, z -\- dz, p -\- dp, q -\- dq). Da die vereinigte

Lage bei der Transformation nicht gestört werden soll, so soll die

Gleichung
dz^— jPi dXj^— q^ dyi =

eine Folge von (18) sein. Da sie linear und homogen in den Diffe-

rentialen dXi, dy^, dz^ ist, die sich nach (17) linear und homogen durch

die Differentiale der ursprünglichen Veränderlichen x, y, z, p, q aus-

drücken, so kann die letzte Gleichung nur dann eine Folge der Glei-

chung (18) sein, wenn infolge von (17) eine Gleichung von der Form:

(19) dZy — Pi dx^ — q^ dy^ == Q{dz — pdx ~ q dy)

besteht, in der q eine Function von oo,y, z, p,q bedeutet.

Wir definieren daher die Berührungstransformationen des Raumes

analytisch in folgender Weise:

. Eine Transformation

(11)
1^1=^*^*''^'^'-^'^)' yi='^{x,y,^,p,a), ^x=^{^,y,^,p,i)y

I Px= '^{x,y,^,p,Q), qi= ^{x,y,^,p,^)

der Veränderlichen x, y, z, p, q in die Veränderlichen oCi, y^, z^, p^, q^
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heisst eine Berührungstransformation des Baumes (x, y, z), wenn

vermöge der Transformation eine Gleichung von der Form

(19) d^i — Pi dx-^— q^ dy^ == q (ds — pdx — q dy)

besteht, in der q eine Fundion von oc,y,2,p,q bedeutet.

,^®' Liegt eine partielle Differentialffleichunff erster Ordnung
ruhrungs- o J: o o O

'^f:T F{x,y,z,p,q) =
vor, so werden ihre oo^ Flächenelemente {x, y, z, p, q) durch die Be-

rührungstransformation (17) in neue oo^ Flächenelemente {x^, y^, 2i,Pi,qi)

übergeführt, deren Gleichung

^1(^1,2/1,^1, 2'n3i) =
durch Elimination von x, y, Zj p, q aus F == vermöge (17) hervor-

geht. Dann leuchtet ein, dass die Berührungstransformation (17) jedes

Integralgebilde der Gleichung 2^= in ein Integralgebilde der Glei-

chung JP\ = überführt, Sie verwandelt jeden Elementstreifen der

Gleichung F= in einen Elementstreifen der Gleichung F^ = 0. Unter

den Elementstreifen spielen nun die charakteristischen Streifen der

Gleichung F= eine ausgezeichnete Rolle, da sie diejenigen sind,

durch die je eine continuierliche Schar von Integralgebilden geht (vgl.

Theorem 23, § 2 des 12. Kap., S, 552). Daraus folgt, dass die Be-

rührungstransformation (17) jeden charakteristischen Streifen der Gleichung

F= in einen charakteristischen Streifen der Gleichung F^ = ver-

wandelt. Dies ergiebt sich also genau so wie früher für den besonderen

Fall der Erweiterung einer Punkttransformation (vgl. Satz 20, § 5 des

12. Kap., S. 579). Dass die Erweiterungen der Punkttransformationen

des Raumes sich dem allgemeinen Begriff: Berührungstransformation

des Raumes unterordnen, erhellt nach § 5 des 12. Kap, sofort.

Ebenso wie damals (Satz 22, S. 581) erschliessen wir auch hier

sofort, dass die Berührungstransformationen des Raumes die Involutions-

beziehung, sei es die zwischen Gleichungen oder die zwischen Functionen,

• invariant lässt.

Doch wir wollen hierauf an dieser Stelle nicht weiter eingehen.

Erst im zweiten Bande werden wir die Theorie der Berührungstrans-

formationen im Räume eingehend entwickeln. Hier wird uns in der

Folge nur die Berührungstransformation beschäftigen, die wir vorhin

(S, 646) als ein Beispiel erwähnten und die in § 4 des 10. Kap. ge-

nauer untersucht wurde, wenn wir auch damals absichtlich ihre Be-

zeichnung als Berührungstransformation unterdrückt haben.

Dass jene Elementtransformation eine Berührungstransformation

ist, haben wir vorhin auf begriiflichera Wege erkannt. Denn sie führt
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Vereine von oo'^ Elementen immer wieder in solche über, wobei sie

insbesondere die oo^ Elemente einer Geraden des Raumes (x, y, d) in

die einer Kugel des Raumes {X, Y, Z) verwandelt. Irgend zwei ver-

einigte Flächenelemente im Räume (x, y, i) gehören immer einer

Fläche an. Da diese vermöge der Transformation in einen Verein im

Räume (X, F, Z) übergeführt wird, so erhellt, dass jene Transfor-

mation in der That vereinigte Elemente in vereinigte Elemente über-

führt und deshalb eine Berührungstransformation ist.

Analytisch kann man dies aus den Gleichungen (53) und (54) in § 4 des

10. Kap., S. 468, erkennen. Sie ergeben nämlich

dZ— PdX— QdY = -^{dz — pdx — qdy).

Die Bedingung (19) ist also hier erfüllt.

Wir wollen diese Berührungstransformation, welche die Geraden
ji^,g^*Q§g;.

des Raumes {x, y, z) in die Kugeln des Raumes (X, Y, Z) verwandelt,
^"^'l^"«''

auf «ine solche partielle Differentialgleichung erster Ordnung

F{x, y, z, p,q) =
anwenden, deren Charakteristiken Haupttangentencurven sind.

Sie wird diese Differentialgleichung in eine neue partielle Diffe-

rentialgleichung erster Ordnung im Räume (X, Y, Z) überführen:

F,(X,Y,Z,P,Q) = 0.

Dabei gehen die charakteristischen Streifen von i^ = in die der Glei-

chung i*\= über. Da aber die Curven der charakteristischen Streifen

der Gleichung F= 0, also ihre Charakteristiken, nach Voraussetzung

Haupttangentencurven der Integralflächen von F= sind, so folgt aus

Theorem 20, S. 474, sofort, dass die Charakteristiken der neuen partiellen Part. Diffgi

,

Differentialgleichung i^^ = Krümmungshnien auf den Integralflacfien Krümmgsi.

von Fi = sind.

Wenn umgekehrt
F,(X,Y,Z,P,Q)==0

eine solche partielle Differentialgleichung erster Ordnung im Räume

(X, Y, Z) ist, deren Charakteristiken auf allen Integralflächen Krüm-

mungslinien sind, so liefert die Ausführung der inversen Transfor-

mation, indem wir von den Elementen (X, Y, Z, F, Q) zu den Elementen

(x, y, z, p, q) übergehen, dass die hervorgehende partielle Differential-

gleickung erster Ordnung

F{x, y,z,p, q) =
im Räume (x, y, z) die Eigenschaft hat, dass ihre Charakteristiken auf

allen Integralflächen Haupttangentencurven sind.
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Da wir im vorigen Paragraphen diejenigen partiellen Diiferential-

gleichungen erster Ordnung, deren Charakteristiken Haupttangenten-

curven sind, sämtlich bestimmt haben, so erhellt, class hiermit auch die

Bestimmung aller derjenigen partiellen Differentialgleichungen erster

Ordnung geleistet ist, deren Charakteristiken auf allen Integralflächen

Krümmungslinien sind.

Wir wollen aber die Sachlage noch eingehender untersuchen, um die

Erledigung des Problems, die partiellen Differentialgleichungen erster

Ordnung zu bestimmen, deren Charakteristiken Krümmungslinien sind,

in einer durchsichtigeren Form darzustellen. Um den Leser mit diesen

Theorien vertraut zu machen, holen wir etwas weiter aus und betrachten

im Anschluss an das 10. Kap. noch eine Reihe von Gebilden und

Problemen in den beiden Räumen {x, y, s) und (X, Y^ Z), die einander

entsprechen.

Zu diesem Zwecke gehen wir näher auf die Beziehungen ein, die

vermöge unserer Berührungstransformation zwischen den beiden Räu-

men (x, y, z) und (X, Y, Z) hergestellt werden. Wir wissen, dass

jeder Geraden des Raumes (x, y, z) eine Kugel des Raumes (X, Y, Z)

entspricht, also jeder Schar von oo^ Geraden eine Schar von oo^ Kugeln.

Dies führte uns schon früher (S. 472) zu dem Ergebnis: Einer

Regelfläche im Räume (x, y, d) entspricht die Umhüllende einer Schaar

von oo^ Kugeln im Räume (X, F, Z). . •

Ein Strahlen- oder Geradensystem, d. h. eine Schar von oo^ Geraden,

die im Räume (x, y, z) gegeben ist, liefei-t im Räume (X, Y, Z) eine

Schar von oo^ Kugeln, Zur Abkürzung der Redeweise wollen wir

Kugel- festsetzen, dass unter einem Kugelsystem eine Schar von oo^ Kugeln
System. Dßrstandcn werden soll. Jedem Strahlensystem des Raumes (x, y, z)

entspricht also ein Kugelsystem des Raumes (X, Y, Z). Die beiden

Brennflächen des Strahlensystems (vgl. S, 456) gehen durch unsere Be-

rührungstransformation in zwei Flächen über, die von allen oo^ Kugeln

des Kugelsystems berührt werden. Wir werden sie als die Brennfläclien

des Kugelsystems bezeichnen. Vermöge unserer Transformation geht

z. B. ein im Räume {x
, y, z) gelegenes Strahlensystem erster Ordnung

und erster Classe, d. h. die Gesamtheit der Schnittgeraden zweier fester

Geraden (vgl, Satz 12, § 4 des 7. Kap., S. 295) in ein solches Kugel-

system des Raumes (X, Y, Z) über, das aus allen oo^ Kugeln besteht,

die zwei feste Kugeln berühren, denn wir wissen, dass zwei ein%,nder

schneidenden Geraden des Raumes (x, y, z) zwei einander berührende

Kugeln des Raumes (X, Y, Z) entsprechen (nach S. 464).

Betrachten wir eine Fläche co im Räume (x, y, z). Sie hat zwei
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Scharen von Haupttangentencurven. Wir wählen die Haupttangenten-

curven einer Schar aus und construieren ihre oo^ Tangenten. Diese oo^

Haupttangenten der Fläche co bilden ebenfalls ein Strahlensystem. Ihm
entspricht im Räume (X, Y, Z) folglich ein Kugelsystem. Der Fläche

a entspricht im Räume (X, Y, Z) eine Fläche Sl. Den Elementen der

Fläche oj längs einer Haupttangentencui*ve entsprechen solche Elemente

der Fläche £1, die längs einer Krümmungslinie liegen. Eine Haupt-

tangente hat mit w zwei benachbarte Elemente gemein und geht daher

in eine Kugel über, die mit £1 zwei consecutive Elemente, also

zwei Elemente längs einer Krümmungslinie gemein hat. (Vgl. die Ta-

belle S. 475.) Eine derai-tige Kugel wollen wir eine Krümmimgshugel

der Fläche £1 nennen. Die Krümmungskugeln sollen also die Kugeln

sein, welche die Hauptkrümmungskreise der Fläche £1 zu grössten

Kreisen haben. Nun erhellt, dass dem Strahlensystem der vorhin aus-

gewählten Schar von oc^ Haiipttangenten der Fläche co im anderen

Räume (X, Y, Z) ein Kugelsystem entspricht, das ans der einen Schar

von <x>^ Krümmungshigeln der Fläche Sl besteht

Liegt im Räume (x, y, £) ein Liniencomplex, also eine Schar von

oo^ Geraden, vor, so geht er vermöge der Berührungstransformation in

eine Schar von oo^ Kugeln im Räume (X, Y, Z) über. Eine Schar

von oo^ Kugeln bezeichnen wir kurz als einen Kugelcmnplex. Jeder

Liniencomplex des Raumes {x, y, z) liefert demnach einen Kugelcomplex ^^Hl^
des Raumes (X, Y, Z). So giebt die Schar aller cx)^ Tangenten einer

Fläche (0 den Kugelcomplex, der aus allen oo^ Kugeln besteht, welche

die zugeordnete Fläche £1 berühren.

Ein linearer Liniencomplex des Raumes {x, y, z) besteht aus allen

den Geraden:

(20) x=-rz-^ q, y = sz -\- tf,

die einer Gleichung von der Form:

(21) Ä6 - Bq-\- C(sq — r6) -i- Br -^ Es -\- G =
genügen, nach Theorem 7, § 3 des 6. Kap., S. 218. Nun liefert eine

Gerade (20) mit den Liniencoordinaten r, s, q, 6 im Räume (x, y, z)

eine Kugel, deren Gleichung nach Theorem 19, § 4 des 10. Kap., S. 463,

so lautet:

(22) (^-st-r+(y+«%-;-r+(^-^)=(^r'
wobei

:

rj^SQ — r6 .
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ist. Die oü^ Geraden des linearen Liniencomplexes gehen somit in die-

jenigen oo^ Kngeln über, in deren Gleichung (22) die Parameter

r, s, Q, 6 an die Gleichung (21) gebunden sind. Diese oo^ Kugeln (22)

haben eine besondere Eigenschaft. Sie schneiden nämlich sämtlich

eine feste Kugel unter constantem Winkel cp.

Um dies zu beweisen, wollen wir unter 36, 5), ß die Mittelpunkts-

coordinaten und unter 9^1 den Radius einer Kugel des Kugelcomplexes

verstehen, sodass diese Kugel die Gleichung hat:

(23) (X - ly + (r— '^y -\-{z— sy — w = o.

Nach (22) ist dann

(24) ^ = '-±^,
fj = -i'-r-', 3 = %—' ^==4-^-

V / 2r "^ 2r ^ 2r — 2r

Hieraus folgt umgekehrt:

1 1 — i^ ^ + i^

(24')

r =

±9^-3 ' ^ "±9^-3'

Setzen wir diese Werte in (21) ein, so kommt:

^25^ M(^' + W + B'- ^') ~(S- E)li - i{B-\- E)f) +
^ ^

[ +{C—G)^±{C+G)m + D = Q.

Dem Kugelcomplexe gehören also alle die Kugeln (23) an, deren Be-

stimmungsstücke 3E, f), 3? 3*^ die Bedingung (25) erfüllen.

Wenn nun diese Kugeln (3k', ^, 3? ^) ^i^® Kugel mit den Coor-

dinaten Bf^, ^o? 3o7 ^o ^^ der That unter constantem Winkel (p schnitten,

so müsste für alle diese Kugeln:

(3e-3eoy^ + (^-5)o)^ + (3-3o)^ + (i9i-mo)^-2^9?ocosg) = o

sein. Insbesondere müsste dies für die im Complex enthaltenen Null-

kugeln der Fall sein, für die 9fl = ist. Die Mittelpunkte (3f, f), 3)
dieser Nullkugeln wären dann auf der festen Kugel gelegen, d. h. die

vorstehende Gleichung müsste die feste Kugel darstellen, wenn in ihr

36, D, 3 fils laufende Coordinaten betrachtet und 9f{ = gesetzt wird.

So käme als Gleichung der fraglichen festen Kugel:

(x - i,y + (?) - %y + (3 - 3o)^ - ^o^ = o.

Da aber 36, D, 3 ^"^^ 9fi = der Bedingung (25) genügen müssen, die

sich auch so schreiben läsgt:
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(^-^)+(9-^^r+(8+'^r-

so müsste die Gleichung der festen Kugel in X, Y, Z so lauten:

4A* — U.

Die Coordinaten der festen Kugel wären hiernach:

X ^ — -^ cn . S -\- E Q C — G

(26)

9^0 = ^V{C-Gy-^{AD-^BE) .24

Jedenfalls lässt sich die Gleichung (25) des Complexes so schreiben*).

(25') (3E-Xo)^+(^-^„)^+(3_3„)2+(igi_^sh\)^_29?9ioCosg,= 0,

wobei

Cos(p = 1/(0- g)^ -ri(4J -f BE) + iG-G)
y{C— G)* — 4.{AD -}- BE)

ist. Da (p mithin für alle Kugeln des Kugelcomplexes denselben Wert hat,

so folgt in der That, dass der Kugelcomplex (25) im Baume (X, Y, Z),

der aus dem linearen Liniencomplex (21) im Baume (x, y, z) vermöge

unserer Berührungstransformation hervorgeht, aus allen den oo^ Kugeln Kugein, a.

(X, ^, 3>^) besteht, die eine feste Kugel (26) unter einem getvisseti u^lrcoaat.

Constanten Winkel schneiden. schneiden.

Es giebt oo^ lineare Liniencomplexe, da ihre allgemeine Gleichung

(21) fünf wesentliche Constanten enthält. Andererseits giebt es im

Räume (X, Y, Z) gerade oo* Kugeln. Wählen wir eine solche als die

feste Kugel (26) und wählen wir den Winkel (p beliebig, aber be-

stimmt, so ergiebt sich ein Kugelcomplex, bestehend aus allen oo^

Kugeln, welche die feste Kugel unter dem Winkel g? schneiden. Mithin

giebt es gerade oo^ derartige Kugelcomplexe, was nach dem Vorher-

gehenden auch von vornherein klar ist.

Ist insbesondere der lineare Liniencomplex (21) ein specieUer, d. h.

besteht er aus allen Schnittgeraden einer festen Geraden, so besteht

der zugehörige Kugelcomplex augenscheinlich aus allen oo^ Kugeln,

die eine feste Kugel berühren.

*) Oder SO:
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Wir stellen die Ergebnisse tabellarisch zusammen:

Raum {x,y, z).
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In ähnlicher Weise stehen die folgenden Probleme und Theorien weiter«
o Aus-

einander gegenüber: fuhrungen.

Raum (Xj y, s).

Problem : Vorgelegt sei ein beliebiger

Liniencomplex. Man soll alle in ihm
enthaltenen Strahlensysteme bestimmen,
deren Geraden Haupttaugenten der einen

Schar auf einer Fläche (Brennfläche des

Strahlensystems) sind.

Dieses Problem findet nach der Note
in § 1 des 9. Kap., S. 370, seinen ana-

lytischen Ausdruck in einer partiellen

Differentialgleichung erster Ordnung:

F(x,y,z,p, q) = 0.

Problem : Vorgelegt sei ein beliebiger

Liniencomplex. Gesucht werden alle

Flächen, deren Haiipttangenten der einen

Schar dem Liniencomplex angehören.

Dieses Problem findet seinen ana-

lytischen Ausdruck in einer partiellen

Differentialgleichung zweiter Ordnung
von der Form

r + 2iVs -\- NH = 0,

nach § 1 des 9. Kap , S. 371. Ist

<P{ydz—zdy, zdx— xdz, xdy— ydx,

dx, dy, dz) =
die Monge'sche Gleichung des vorge-

legten Liniencomplexes , so erhält man
die betreffende Differentialgleichung, in-

dem man vermöge # = und

dz = pdx -\- qdy

die Grösse , als Function von x.y, z,
dx '^' '

p, q berechnet und in die Differential-

gleichung der Haupttangentencurven

' dx \dxJ

einsetzt.

Raum {X, Y, Z).

Problem: Vorgelegt sei ein Kugel-

complex, also eine beliebige Schar von

oo^ Kugeln. Alle in ihm enthaltenen

Kugelsysteme (Scharen von oo^ Kugeln)

zu bestimmen, deren Kugeln die eine

Schar derKrümmungskugeln einerFläche

bilden.

- Dies Problem findet seinen analy-

tischen Ausdruck in einer partiellen

Differentialgleichung erster Ordnung

Fi(x, r, z, p, ö) = o.

Problem : Vorgelegt sei ein beliebiger

Kugelcomplex. Gesucht werden alle

Flächen, deren Krümmungskugeln der

einen Schar dem Kugelcomplex an-

gehören.

Dieses Problem findet seinen ana-

lytischen Ausdruck in einer partiellen

Differentialgleichung zweiter Ordnung.

Ist

die Gleichung des vorgelegten Kugel-

complexes, in der S, ?), 3 ^i^ Mittel-

punktscoordinaten und 9t den Radius

der Kugeln des Complexes bedeuten, so

erhält man die betreffende Differential-

gleichung , wenn man 9t vermöge ^ =
und

(9£ - X)* -f (g) - Y)^ -f (3 - Z)* = 9t«,

(X-X)-f-(3-Z)P = 0,

(?)-r)-}-(3-Z)§ = o

als Function von X, T, Z, P, Q be-

rechnet und in die Gleichung für die

Hauptkrümmungsradien

yi+ P^'-f ^"*9t+ (l-fP«+(?r =
einsetzt. Hierbei bedeuten M, S, T die

zweiten partiellen Ableitungen von Z
nach X und Y.

Von den Kugelcomplexen sei hier noch eine besondere Kategorie erwähnt: o^/ui
Wir betrachten die cx>* Kugeln, deren Mittelpunkte (X, ?), 3) auf einer gegebenen der die

Dilatat.
Fläche gestattet.
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liegen, während ihre Radien 91 beliebig sind. Man kann diese Kugelcomplexe

in besonderer Weise definieren: Im Räume giebt es eine Berührungstransfor-

mation, die als Dilatation bezeichnet wird und das Aualogon der Dilatation in

der Ebene ist (vgl. § 2 des 1. Kap., S. 14). Bei ihr wird jedes Flächenelement

um eine constante Strecke n parallel verschoben, sodass der Punkt des Elementes

dabei auf der Normalen des Elementes bleibt. Es leuchtet ein, dass diese Trans-

formation die Flächenelemente einer Kugel vom Radius fH in die einer con-

centrischen Kugel vom Radius 9t + w verwandelt. Man sieht, dass die soeben

betrachteten Kugelcomplexe als diejenigen Kugelcomplexe charakterisiert werden

können, von denen jeder bei allen Dilatationen des Raumes in sich transformiert

wird. Wenn nun eine Fläche J die Fläche t^ = zur einen Centrafläche hat,

so sind oc^ Kugeln des Complexes die Krümmungskugeln der einen Schar der

Fläche /. Nach Gauss kommt das Problem, die Flächen J zu. finden, die f^ =
zur einen Centrafläche haben, auf die Bestimmung der geodätischen Linien der

Fläche i5 = zurück. Dem Kugelcomplex entspricht im Räume (x, y, z) ein

gewisser Liniencomplex. Die Bestimmung der Flächen, deren Haupttangenten

der einen Schar diesem Liniencomplex angehören, liefert im Räume (X, Y, Z)

des Kugelcomplexes die Flächen, deren Krümmungskugeln der einen Schar dem
Kugelcomplex f5= ^ angehören. Im vorliegenden Fall deckt sich also das Problem,

die Flächen zu finden, deren Haupttangenten der einen Schar jenem Liniencomplex

angehören, mit dem Problem,, die geodätischen Linien der Fläche x^ = zu bestimmen.

Wir wenden uns jetzt wieder zu unserem früheren Problem zurück,

^"*^^^^|'^' nämlicli zu dem Problem, diejenigen partiellen Differentialgleichungen
Krümmgsi.

ßygfß^ Orduung

zu hestimmen, deren Charakteristiken auf allen Integralflächen Krümmungs-

linien sind.

Wir haben gesehen, dass die gesuchten partiellen Differential-

gleichungen vermöge unserer Berührungstransformation aus denjenigen

partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung

F(x, y, z, p,q)==0

hervorgehen, deren Charakteristiken auf allen Integralflächen Haupt-

tangentencurven sind. Im vorigen Paragraphen fanden wir im Theorem 25

(S. 639), dass die Differentialgleichungen der letzteren Art in zwei

wesentlich verschiedene Kategorien zerfallen. Die eine Kategorie be-

steht aus denjenigen linearen partiellen Differentialgleichungen, die in

der oben auseinandergesetzten Beziehung zu Strahlensystemen stehen,

d. h. für die alle oo^ Geraden eines Strahlensystems eine vollständige

Lösung bilden. Die andere Kategorie ist die Gesamtheit der partiellen

Differentialgleichungen erster Ordnung, die zu den Monge'schen Glei-

chungen von Liniencomplexen gehören.

Wenden wir auf diese Differentialgleichungen unsere Berührungs-

transformation an, so gelangen wir folglich unmittelbar zu dem



§2. Part. Differentialgln. 1. 0., deren Charakteristiken Krümmungslinien sind. 657

Theorem 26: Sind die Charakteristiken einer partiellen Ergebni».

Differentialgleichung erster Ordnung im Baume Krümmungs-
linien auf allen Integralflächen, so sind zwei wesentlich ver-

schiedene Fälle möglich. Im ersten Fall besteht eine voll-

ständige Lösung aus oo^ Kugeln, die beliebig gewählt werden
können, sodass die allgemeine Integralfläche von beliebigen

oo^ Kugeln dieses Kugelsystems umhüllt tvird. Im zweiten

Fall ist die partielle Differentialgleichung der analytische

Ausdruck des Problems: Alle Flächen zu finden, von denen

die oo^ Krümmungskugeln der einen Schar einem beliebig ge-

gebenen Kugelcomplex angehören. Alle derartigen partiellen

Differentialgleichungen lassen sich durch Differentiation und
Elimination aufstellen*).

Um die analytische Bedingung dafür aufzustellen, dass die Charak-j,^"*'^^^^*^*^

teristiken einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung, die wir ^^^^^ ^^

statt in der Form F^ = Q der Bequemlichkeit halber nunmehr so *'« c^"""-

schreiben:

F{X, Y, Z, P, Q) = 0,

auf allen Integralflächen Krümmungslinien werden, verfahren wir so:

Auf einer Integralfläche: Z= C3(X, X) erfüllen die Streifen längs

der Krümmungslinien nach S. 473, § 4 des 10. Kap., die Differential-

gleichung:

(dX + PdZ)dQ — (dY-{- QdZ)dP = 0.

Andererseits erfüllen die charakteristischen Streifen nach Satz 12, § 2

des 12. Kap., S. 555, das System:

dX_dY dZ ^ dP ^ dQ
Fp— F^- FpP+F^Q -F^-FfP - Fy - F,Q'

Mithin lautet die gesuchte Bedingung so:

(28) [Fp -\-P(FpP-}-F^ Q)] [Fy -^ Fz Q]

-

- [F^ + Q(FpP-\- F^ Q)] [Fjc + F.P] =
oder anders geordnet:

(28') {Fy + Fz Q)Fp - (Fx -i-FzP)F^-^

^(FyP-FxQ-\- FzPQ) {FpP + F^ Q) = 0.

Eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung F = im Baume

{X, Y, Z) hat also dann und nur dann die Eigenschaft, dass ihre

*) Lie, Verh. d. G. d. W. zu Christiania Oct. 1870.

liie. Oeometrie der Bertlhruugstransformationen I. 42 [27. III. 1896.J
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Charakteristiken auf allen Integralfläclien Krümmungslinien sind, wenn

die Gleichung (28) oder (28') infolge von F=0 besteht*).

p. Dffgi., Y^[j. wenden uns nun zu einem noch specielleren , aber immerhin
deren Char. * '

Haupttgc. u.j-Q^gj^gggg^j^^gjj Problem, indem wir diejenigen partiellen Differential-

sind gleichungen erster Ordnung suchen, deren Charakteristiken auf den In-

tegralflächen zugleich Haupttangentencurven und Krümmungslinien sind.

Wenn auf einer Fläche eine Curvenschar zugleich eine Schar von

Haupttangentencurven und eine Schar von Krümmungslinien ist, so

fallen entweder die beiden Scharen der Haupttangentencurven oder die

beiden Scharen der Krümmungslinien zusammen. Im ersteren Falle

sind die Haupttangentencurven Geraden, im letzteren sind die Krüm-

mungslinien Minimalgeraden. In jedem Falle also sind die Charakte-

ristiken der gesuchten partiellen Differentialgleichungen Geraden.

Nun bestimmten wir im vorigen Paragraphen alle partiellen Diffe-

rentialgleichungen erster Ordnung, deren Charakteristiken Geraden sind

(vgl. Satz 4, S. 642). Entweder haben wir es mit einer partiellen Diffe-

rentialgleichung zu thun, die zum Complex aller Tangenten einer Fläche

(oder den Treffgeraden einer Curve) gehören, — und auf ihren Integral-

flächen sind die Charakteristiken Haupttangentencurven und Krümmungs-

linien, da die Flächen abwickelbar sind, — oder aber die partielle Diffe-

rentialgleichung ist linear und gehört zu einem Strahlensjstem, dessen

Geraden die Charakteristiken sind. In diesem letzteren Falle sind die

Integralflächen die Regelflächen des Strahlensystems. Aber die Geraden

einer nicht abwickelbaren Regelfläche, die ja stets Haupttangenten-

curven sind, sind nur dann auch Krümmungslinien, wenn sie Minimal-

geraden sind.

Also hat sich ergeben:

Satz 5: Sind die Charakteristiken einer partiellen Differentialgleichung

erster Ordnung
F{x, y, 8, p,q) =

im Itaume (x, y, z) zugleich Haupttangentencurven und Krümmungslinien,

so ist die partielle Differentialgleichung entweder von der Farm

F{JP, q,z—xp — yq) = 0,

oder aber sie ist linear und ihre Charakteristiken sind oo^ Minimal-

geraden.

Lin.p.Dffgi., Schliesslich stellen wir uns noch das Problem, die linearen par-

KrümmgsL tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung zu bestimmen, deren

Charakteristiken Krümmungslinien sind.

*) Wir bemerken auch hier (vgl. Fussnote S. €40), dass die Gleichung (28)
eine semilineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung für F ist.
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Es möge

(29) a{x, y, z)p + ß{x, y, z)q — y{x, y, z) =
eine solche Gleichung sein. Sie hat oo^ Charakteristiken^ es sind dies

die Integralcurven des Systems

dx dy dz

a{x, y, z)
~ J(x~y^ ~ y{x, y, z)

'

Zunächst wollen wir annehmen, dass die oo^ Charakteristiken die„S.^" *'',
/ Ortbogonal-

Orthogonalcurven einer Schar von oo^ Flächen curven.

G}{x, y, z) = Const.

seien, d. h. dass a, ß, y proportional den Ableitungen von co oder also

ccdx -f- ßäy -\- yclz = Qda

sei, wobei q eine Function von x, y, z bedeutet. Wir werden später

factisch erkennen, dass der hier zunächst ins Auge gefasste Fall der

einzig mögliche ist. Wählen wir auf einer der oo^ Flächen cj= Const.

eine beliebige Curve c und ziehen wir durch die Punkte von c die

orthogonalen Trajectorien der Flächen co = Const., d. h. Integralcurven

von (29), so bilden diese Trajectorien eine Integralfläche von (29).

Diese Integralfläche schneidet alle Flächen c? = Const. senkrecht, und

die Schnittlinien müssen Krümmungslinien auf der Integralfläche sein,

da sie die Trajectorien orthogonal schneiden und da die Trajectorien

selbst nach Voraussetzung Krümmungslinien sein sollen. Nach einem

bekannten Satze von D u p i n ist daher die auf der einen Fläche

cj ::= Const. willkürlich gewählte Curve c auch eine Krümmungslinie

dieser Fläche. Die Flächen co = Const. haben mithin unbestimmte

Krümmungslinien. Es giebt aber bekanntlich nur zwei Kategorien

von Flächen mit unbestimmten Krümmungslinien, nämlich die Kugeln

und die Minimal- Developpabeln, d. h. die von Minimalgeraden erzeugten

abwickelbaren Flächen. >

Sind die Flächen cj = Const. Minimal-Developpabeln, so sind ihre

Tangentenebenen Minimalebenen. Aber die Senkrechten zu einer Mini-

malebene sind nach der bekannten projectiven Deutung der Orthogona-

lität (vgl. S. 429, § 1 des 10. Kap.) die in der Ebene verlaufenden

Minimalgeraden. Daraus folgt, dass die orthogonalen Trajectorien

jener Schar von oo^ Minimal-Developpabeln die oo^ Minimalgeraden

in diesen Flächen selbst sind. Dies führt daher zu den linearen par-

tiellen Differentialgleichungen (29), die zu StrahlenSystemen von Mini-

malgeraden gehören. Jede Integralfläche einer solchen Differential-

gleichung, d. h. jede Regelfläche eines solchen Strahlensystems, hat in

der That ihre oo^ Charakteristiken, nämlich ihre oo^ erzeugenden

Minimalgeraden, zu Krümmungslinien.
42*
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Sind die Flächen to = Const. Kugeln, so giebt es eine lineare

partielle Differentialgleichung (29), deren Integralcurven oder Charak-

teristiken die oü^ orthogonalen Trajectorien der Kugeln sind. Jede

Integralfläche, d. h. jede von oc^ dieser Curven erzeugte Fläche durch-

setzt alle oc^ Kugeln senkrecht und schneidet daher nach dem Satze

von Joachimsthal alle oo^ Kugeln in der einen Schar der Krüm-

mungslinien der Fläche. Die andere Schar der Krümmuugslinien sind

senkrecht zu diesen oo^ sphärischen Schnittcurven und daher die oo^

erzeugenden orthogonalen Trajectorien oder Charakteristiken.

Hiermit sind zwei Kategorien von linearen partiellen Differential-

gleichungen erster Ordnung gewonnen, deren Charakteristiken auf allen

Integralflächen Krümmungslinien sind. Die Charakteristiken der einen

bilden ein beliebiges Strahlensystem von Minimalgeraden, die der

anderen sind die Orthogonalcurven einer beliebig gewählten Schar von

oc^ Kugeln.

Wir werden nachher (S. 664) erkennen, dass hiermit alle linearen

partiellen Differentialgleichungen der gewünschten Art gefunden sind.

Ehe wir aber daran gehen, dies nachzuweisen, machen wir darauf

aufmerksam, dass die fragliche Kategorie von linearen partiellen Diffe-

rentialgleichungen in einer umfassenderen Kategorie enthalten ist, der

eine ebenfalls interessante Eigenschaft zukommt, sodass wir es vor-

ziehen, zuerst diese allgemeinere Kategorie zu bestimmen, und dann

p^biem ^^^^ ^^^ bisherige Problem vollständig zu erledigen. Zu der in Rede

stehenden umfassenderen Kategorie wird man auf folgende Weise geführt.

Nehmen wir an, die lineare partielle Differentialgleichung

(29) ap -\- ßq — y =
habe die Eigenschaft, dass ihre Charakteristiken auf allen Integral-

flächen Krümmungslinien sind. Alsdann schneiden sich zwei Integral-

flächen längs einer Krümmungslinie. Nach einem Satze von Bonnet

bilden sie daher längs ihrer Schnittlinie einen constanten Winkel mit

einander. Wohlbemerkt hängt die Grösse dieses Winkels noch von

der Auswahl des Paares von Integralflächen ab.

LiD.p.Dffgi., Diese Überlegung führt uns dazu, überhaupt das Problem zu

integraifln. stellen, alle linearen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung

Winkel zu bestimmen, von denen je zwei Integralflächen längs ihrer Schnittlinie

(Charakteristik) einen constanten Winkel mit einander bilden. Wie ge-

sagt, wollen wir zunächst dies Problem erledigen.
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Zu diesem Zwecke nehmen wir an, es sei

(29) ap -\- ßq — y =
eine lineare partielle Differentialgleichung von der verlangten Art. Ist

dann u ein beliebiges Integral des äquivalenten Systems

/oA\ dx dy dz
'

cc p y .

so stellt u = Const. oc^ Integralflächen von (29) dar. Diese Flächen

haben cc^ orthogonale Trajectorien. Von diesen wählen wir eine aus.

Da jede Fläche u = Const. oo^ Charakteristiken enthält, so geht durch

die Schnittpunkte jener Trajectorie mit den Flächen u= Const. je eine

dieser Charakteristiken. Insgesamt erhalten wir so oc^ Charakteristiken,

die eine Integralfläche bilden. Diese Fläche enthält die ausgewählte

Trajectorie. Da sie in den Punkten dieser Trajectorie alle Flächen

u = Const. senkrecht trifft und andererseits jede Fläche u = Copst.

unter constantem Winkel schneidet, so folgt, dass sie alle Flachen

u = Const. überall rechtwinklig schneidet. Indem wir so, wie mit der

ausgewählten Trajectorie, überhaupt mit oo^ orthogonalen Trajectorien

der Flächenschar u = Const. verfahren, erhalten wir cx)^ Integralflächen

v = Const., die alle oo^ Integralflächen ?t = Const. ortliogonal schnei-
j^^^^^^fg^j

den. Dann ist v ebenfalls ein Integral des Systems (30), und ins-

besondere ist:

(31) UxVx + UyVy + u^Vz =^-. 0.

Das Integral v ist nur dann von u abhängig, wenn die Flächen

u = Const. und die zu ihnen orthogonalen Flächen v = Const. zu-

sammenfallen. Dies lässt sich immer vermeiden, sobald die Flächen

u = Const. nicht lauter Minimalebenen zu Tangentenebenen haben,

d. h. keine Minimal-Developpabeln sind. Dass die Integralflächen nicht

sämtlich Minimal-Developpabeln sind, folgt daraus, dass die letzteren

die nicht lineare partielle Differentialgleichung \ -\- p^ -\- q^ = er-

füllen. Wir können also immer annehmen, dass das System (30) zwei

von einander imahhängige Integrale u, v habe, die der Bedingung (31)

genügen.

Sind die Flächen u = Const. Minimal -Developpabeln, aber die

Flächen v == Const. nicht, so sind die Flächen v = Const. erzeugt von

den Orthogonalcurven der Minimal-Developpabeln u = Const., d. h.

von Minimalgeraden. Die Flächen u= Const. und v= Const. schneiden

also einander in Minimalgeraden, d. h. die Charakteristiken müssen

Minimalgeraden sein. Dann aber sind sie Krümmungslinien auf allen

Integralflächen, und daher schneiden die Integralflächen einander in
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diesem Falle nach einem bekannten Satze sicher unter constanten

Winkeln. Dieser Fall ist also erledigt.

Ist q) irgend ein Integral des Systems (29), so können wir für

dieses dieselbe Betrachtung wie soeben für u anstellen. Es giebt also

ein zweites Integral i^ des Systems (29), für das:

ffxtx + (fyi^y + <Pztz ^
ist. Aber jedes Integral des Systems (30) ist eine Function der beiden

von einander unabhängigen Integrale u und v^ also sind auch tp und

tp Functionen von u und v allein. Daher lautet die letzte Identität so:

+ fP^^viv^^ + ^2/^ + ^/) ^
oder nach (31) so:

^x'+m/+ %' = _ ^^ '

Die rechte Seite hiervon ist eine Function von ti und v allein.

Integrale Diese Betrachtungen lehren also: Es giebt zu iedem Integral u
V. besond.

~ o j o
-^'* des Systems (30) ein zweites Integral v dieses Systems derart, dass

(31) U3;Vx + UyV^ + u-v^ E^ 0,

X >^
ij '^ z

ist. Ist u allgemein gewählt, so sind dabei die Integrale u und v von

einander unabhängig. Ferner dürfen wir annehmen, dass in (32) auf

der linken Seite der Zähler nicht identisch gleich Null ist, denn sonst

wären, da it ein allgemein gewähltes Integral des Systems (80) ist,

alle Integralflächen Minimal-Developpabeln. Ebenso darf der Nenner

als von Null verschieden angenommen werden.

Aus dem Vorhergehenden lassen sich wichtige Schlüsse ziehen.

Ist (p ein beliebiges Integral des Systems (30), also eine Function von

u und Vy so ist nach (31):

daher nach (32):

^>x^ + <)p/ + 9^.' ^
{
(pu^(o{u, V) + 9)/} { Vx^ + v,/ + r/} .

Nun lässt sich tp stets so als Function von u und v wählen, dass

(33) 9'«2(ö(m,i;) + (P/ =
wird. Alsdann ist identisch:
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Die Bedingung (33) zerlegt sich so:

Da ßj weder gleich Null noch unendlich gross ist, giebt es folglich

zwei von einander unabhängige Integrale der verlangten Art. Sie seien

mit (p und t/j bezeichnet. Dann ist also:

(34) <p.^+ <p,' + cp,' = 0, tJ^+ V+ ^' = 0.

Mithin definieren (p = Const. und i/; == Const. zwei Scharen von <x>^

Integi-alflächen, die Minimal-Developpaheln sind. Ihre oo^ Schnittlinien '^^^^^»^

müssen die Charakteristiken der linearen partiellen Differentialgleichung

(29) sein.

Wählen wir um-gekehrt zwei beliebige Scharen von je oo^ Minimal-

Developpabeln aus, also zwei Flächenscharen

(35) cp = Const. und ip == Const.,

für welche die Identitäten (34) bestehen, so haben sie oo^ Schnitt-

curven, vorausgesetzt, dass q) von t^ unabhängig ist. Diese Schnitt-

curven sind die Charakteristiken einer leicht zu bildenden linearen

partiellen Differentialgleichung erster Ordnung, nämlich dieser:

\p q —1
\

(36) \(px (Py (pz\=0.

I

tx ty tz
I

Wir behaupten, dass diese Gleichung die Eigenschaft hat, dass ihre

Integralflächen constante Winkel mit einander längs der Schnittlinien

bilden.

In der That, wenn O und W zwei beliebige Integrale des zu-

gehörigen Systems von zwei gewöhnlichen Differentialgleichungen sind,

so sind sie beliebige Functionen von q) und i/> allein, und == Const.

und W= Const. sind allgemeine Integralflächen. Der Cosinus des

Winkels, den die Flächen = a, W =b in einem Punkte (x, y, z)

ihrer Schnittlinie mit einander bilden, ist gleich

XX < y y ' z z

Es muss bewiesen werden, dass dieser Ausdruck längs der ganzen

Schnittlinie constant, also eine Function von a und b allein oder also

von O und ^P" allein oder schliesslich von cp und xj^ allein ist. Dies

folgt aber sofort, wenn man bedenkt, dass O und ?*" Functionen von

cp und tl) allein sind und dass g) und i^ die Identitäten (84) befriedigen.

Danach ist nämlich der vorstehende Ausdruck orleich



664 Kap. 14. Über einige in dei- Geometrie auftretende part. DifFerentialglrl. 1.

^ y ^ 1/' ^ ^ip ^(
p

^ K <p »P (p if>

also eine Function von cp und tp allein.

Wir sind hier auf diejenigen linearen partiellen Differentialgleichungen

geführt worden, deren Charakteristiken die Schnittcurven zweier Scharen

von cx)^ Minimal-Developpabeln sind.

Mithin gilt mit Rücksicht auf den früher betrachteten Fall, dass

alle Charakteristiken Minimalgeraden sind, der

Ergebnis. Satz 6: JEinc lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung

im Räume (x,y, z) hat dann und nur dann die Eigenschaft, dass je

zwei ihrer Integralflächen längs ihrer ganzen Schnittcurve einen constanten

Winkel mit einander hilden, wenn ihre oc^ Charakteristiken die Schnitt-

curven zweier Scharen von je oo^ Minimal-Developpabeln sind, oder aber

wenn die Charakteristiken Minimalgeraden sind. Im letzteren Fall gehört

jede Charakteristik nur einer einzigen Minimal-Developpabeln an.

Rückkehr
zuxn urspr.

Problem.

Nach den früheren Auseinandersetzungen (S. 660) sind unter diesen

Gleichungen diejenigen linearen partiellen Differentialgleichungen ent-

halten, deren Charakteristiken auf allen Integralflächen Krümmungs-

linien sind. Man darf aber nicht glauben, dass jede der in Satz 6 an-

gegebenen Differentialgleichungen die letztere Eigenschaft hat. Dass

dies in der That nicht immer der Fall ist, kann man so beweisen:

Wählt man im Räume eine beliebige Schar von oo^ Curven, so

gehen durch jede zwei Minimal-Developpabeln. Sie definieren also zwei

Scharen von ^q^ Minimal-Developpabeln (35). Wählen wir diese als

die im Satz 6 erwähnten, so sehen wir, dass unter den Charakteristiken

der betreffenden Differentialgleichung (36) die oc^ beliebig gewählten

Curven enthalten sind. Die von diesen beliebig gewählten oo^ Curven

gebildete Fläche ist eine Integralfläche, und die oo^ Curven sind ihre

Charakteristiken. Nun kann man aber oo^ Curven immer so wählen,

dass sie auf der von ihnen gebildeten Fläche keine Krümmungslinien

sind. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Wir geben hierzu ein an sich interessantes Beispiel: Wählt man

im Räume eine beliebige Schar von oo^ Kreisen, so gehen durch jeden

zwei Minimal-Developpabeln, nämlich zwei Nullkugeln. Wir erhalten

so zwei Scharen von oo^ Nullkugeln. Die Schnittlinie zweier Null-

kugeln ist aber stets ein Kreis. Also kommt hier als Schar der Cha-

rakteristiken eine Schar von oo^ Kreisen, denen die gegebene Schar

von oü^ Kreisen angehört. Da wir nun nicht wissen, ob das hierin
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enthaltene Ergebnis schon bekannt ist, sei es ausdrücklich angegeben:

Jede allgemein gewählte Schar vmi oc^ Kreisen im Baume ist in einer Schar
g,? ^Misln

von oo^ Kreisen enthalten, die so beschaffen ist, dass zwei Flächen, rf«c
^^®*- -^"^

von je oo^ Kreisen der Schar erzeugt werden, einander stets längs ihrer

Schnittlinie unter constantem Winkel treffen.

Aus dem Vorhergehenden erhellt, dass die oo^ Curven, die sich ^'^^^^^^^

als Schnitte zweier Scharen von oo^ Minimal -Developpabeln ergaben, ^'•"^lem«.

noch eine besondere Bedingung erfüllen müssen, damit sie die Cha-

rakteristiken einer solchen linearen partiellen Diiferentialgleichung erster

Ordnung seien, deren Integralflächen die Charakteristiken zu Krümmungs-

linien haben.

Diese Bedingung können wir mm leicht finden:

Wir wissen, dass zu jeder Schar von Integralflächen u = Const.

der bisher betrachteten linearen partiellen Difi"erentialgleichung eine

Orthogonalschar v == Const. von Integralflächen vorhanden ist. Sind

nun die Charakteristiken Krümmungslinien, so schneiden die beiden

orthogonalen Flächenscharen u = Const. und v = Const. einander

in Krümmungslinien und gehören daher nach den Untersuchungen

von Dupin und Darboux zu einem dreifach-orthogonalen Flächen-

system. Es giebt also eine Flächenschar ca = Const., die alle Flächen

u = Const. und v = Const. orthogonal schneidet. Da die Schnittlinien

der Flächen u = Const. und v = Const. die oo- Charakteristiken sind,

so folgt: Die oo^ Charakteristiken müssen die orthogonalen Trajectorien

einer Flächenschar a = Const. sein. Diesen Fall haben w ir aber auf

S. 659 betrachtet, wo wir fanden, dass die Flächen a = Const. ent-

weder Minimal-Developpabeln oder Kugeln sein müssen, sodass die

Charakteristiken entweder Minimalgeraden oder die Orthogonalcurven

einer Schar von oc^ Kugeln sind. Factisch haben wir daher schon

damals alle Differentialgleichungen der gesuchten Art gefunden.

Also sehen wir:
,

Satz 7: Die Charakteristiken einer linearen partiellen Differential- Ergebnis.

gleichung erster Ordnung im Baume (x, y, z) sind dann und nur dann

auf allen Integralflächen Krümmungslinien, wenn sie entweder od^ Minimal-

geraden oder die Orthogonalcurven irgend einer Schar von oo^ Kugeln sind.

§ 3. Einige partielle Differentialgleichungen 1. O., deren

Charakteristiken geodätische Linien sind.

Im ersten Paragraphen bestimmten wir diejenigen partiellen Diffe-

rentialgleichungen erster Ordnung im Räume, deren Charakteristiken
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Haupttangentencurven auf allen Integralflächen sind, und im zweiten

Paragraphen bestimmten wir darauf diejenigen, deren Charakteristiken

Krümmungslinien auf allen Integralflächen sind. Hieran reiht sich ein

deren char
^^i^^^^ Problem, uämlich die Bestimmung derjenigen partiellen Diffe-

^"°^^J^^'^'' rentialgleichungen erster Ordnung im Baume, deren Charakteristiken auf

allen Integralflächen geodätische Linien sind. Dies Problem wird hier

aber nicht in vollem Umfange erledigt werden. Wir beschränken uns

vielmehr darauf, einige wichtige Kategorien derartiger Differential-

gleichungen zu bestimmen.

Eine solche Kategorie lässt sich aus den im vorigen Paragraphen

bestimmten Difi'erentialgleichungen auf folgendem Wege ableiten.

Abieitg.
j]g ggj jjjj Räume (X, Y, Z) eine partielle Differentialgleichung

Diffghi. d. erster Ordnung:

(37) 0{X,Y,Z,P,Q) = O

vorgelegt, deren Charakteristiken auf allen Integralflächen Krümmungs-

linien sind. Ferner sei mit J eine Integralfläche dieser Differential-

gleichung bezeichnet.

Unter den beiden Scharen von Krümmungslinien auf der Fläche J
besteht dann nach Voraussetzung die eine aus Charakteristiken der

Differentialgleichung (37). Construiert man längs einer dieser Krüm-

mungslinien, die wir mit t bezeichnen wollen, die Flächennormalen,

so bilden sie eine abwickelbare Fläche, deren Rückkehrcurve g eine

geodätische Linie auf der einen Centrafläche ^ der Fläche J ist. Im

Folgenden betrachten wir immer nur diese eine Centrafläche ^ von J.

Betrachten wir zwei Integralflächen J^ und «/g von (37), die ein-

ander längs einer Charakteristik, d. h. längs einer Krümmungslinie !

berühren, also einen charakteristischen Streifen gemein haben, so sehen

wir, dass ihre Centraflächen
f^^

und ^"2 ^iine geodätische Linie g ge-

mein haben. Dann steht die Schmiegungsebene in einem beliebigen

Punkte der Curve g senkrecht auf der zugehörigen gemeinsamen Tangenten-

ebene der Flächen J^ und J^, und zu diesen beiden Ebenen ist drittens

die Tangentenebene der Centrafläche ^^ und ebenso die Tangentenebene

der Centrafläche ^^ in dem betreffenden Punkte von g senkrecht. Mithin

berühren die beiden Centraflächen ^^ und ^2 einander längs g.

Wenn also zwei Flächen J^ und J^ einander längs einer Krümmungs-

linie berühren, so berühren auch die entsprechenden Centraflächen f^^ und

)^2 einander längs der zugehörigen geodätischen Linie.

Wählen wir irgend ein Flächenelement (X, Y, Z, P, ()) der Grlei-

chung (37), so haben diejenigen Integralflächen J von (37), die dieses
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Element enthalten, denjenigen charakteristischen Streifen, also Element-

streifen längs einer Krümmungslinie f, gemein, der das Element

(X, Y, Z, P, Q) enthält. Durch Angabe des Elementes (X, Y, Z, P, Q)

ist also der Elementstreifen längs ! festgelegt, also auch die zugehörige

Umhüllungscurve der Normalen längs f, d. h. auch die geodätische

Linie g der Centraflächen ^ und nach dem Vorhergehenden auch der

gemeinsame Elementstreifen der Centraflächen ^ längs g. Die Normale

des Elementes (X, Y, Z, P, Q) berührt g in einem bestimmten Punkte

(X, 2), 3), und die Centraflächen ^ haben in diesem Punkte von g

ein bestimmtes Element (3c, ^, ß, ^, O). Zu jedem Flächenelemente

(X, Y, Z, P, Q) der Gleichung (37) ist hiermit ein Flächenelement

(^7 ?)j 3j ^> ^) *** bestimmter Weise zugeordnet Nun giebt es oo*

Elemente (X, Y, Z, P, Q)\ die der Gleichung (37) angehören, demnach

auch oo* Elemente (X, ^, ß, ^, O). Von dem denkbaren Fall, dass

die Zahl der letzteren geringer ist, sehen wir hier zunächst ab. Die

oo* Elemente (3£; D, 3? ^> ^) werden durch eine gewisse Gleichung

(38) 9'(3e,?),3,?,O) =
definiert sein. Diese Gleichung ist eine partielle Differentialgleichung

erster Ordnung, deren Integralflächen notwendig die eine Schar von

Centraflächen ^ der Integralflächen J von (37) sind. Durch jeden

charakteristischen Streifen von (37) gehen unendlich viele Integral-

flächen J von (37), ihnen entsprechen unendlich viele lutegralflächen ^^

von (38), die sämtlich den Elementstreifen längs einer gewissen geo-

dätischen Linie g gemein haben. Deshalb sind diese Elementstreifen

die charakterischen Streifen von (38).

Somit hat sich ergeben: xr^^"®.o Kategorie

Satz 8: Liegt im Räume eine j)artielle Differentialgleichung erster d. gesuchten

Ordnung vor, deren Charakteristiken aufjeder Integralfläche Krümmung s-

linien sind, so sind die zugehörigen Centraflächen der einen Art die

Integralflächen einer partielleti Differentialgleichung erster Ordnung, deren

Charakteristiken auf allen Integralflächen geodätische Linien sind.

Der Übergang von beliebigen Flächen F zu ihren Centraflächen % wird nicht

etwa durch eine Berührungstransformation des Raumes vermittelt. Zwar entspricht

jedem Flächenelement (X, Y, Z, P, Q) einer gegebenen Fläche F ein bestimmtes

Element (36, ^, 3i ^i ^) ^^^ zugehörigen Centrafläche %. Um aber das Element

(3^1 ?)» 3) ^) ^) '^'^ finden, genügt es nicht, dass man nur das eine Element

(X, Y, Z, P, Q) kenne, sondern man muas zugleich das unendlich benachbarte

Element der betreffenden Knlmmungslinie kennen, denn erst dann kann man den
Krümmungsmittelpunkt (S, ^, ^) und die Tangentenebene der Centrafläche da-

selbst construieren. Bei der Anwendung auf die c»* Elemente (X, Y,.Z, P, Q)
einer partiellen Differentialgleichung $ = 0, deren Charakteristiken Krümmungs-
linien sind, gehört jedoch jedem Element (X, Y, Z, P, Q) ein bestimmtes Element
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(^, ?)) 3, ^» O) zu. Dies liegt darin, dass mit dem Element (X, Y, Z, P, Q)
vermöge der Gleichung $ = auch der hindurchgehende charakteristische Streifen

längs der Krümmungslinie festgelegt ist.

Verfahren. Jetzt wollen wir einen zweiten Weg einschlagen, der uns eben-

falls zu gewissen partiellen DifFerentialgleicliungen erster Ordnung

führen wird, deren Charakteristiken geodätische Linien sind. Wir

werden nachher erkennen, dass diese neue Kategorie mit der in Satz 8

erwähnten übereinstimmt. Zugleich werden wir damit ein Verfahren

erhalten, um die analytische Form dieser Kategorie abzuleiten.

Es sei (36, ^, 3) der Mittelpunkt und 9i der Radius einer Kugel.

Die Kugel berührt eine unendlich benachbarte Kugel (3E -f~ ^^j ?) + ^?)?

3 ~h ^B; ^ ~h ^^) ^^^^'^ "nd nur dann, wenn die Bedingung

(39) (W + dfj^+ ^32 _ ^sjt2_
erfüllt ist, die sich, wie wir hier nur nebenbei bemerken, auch so

schreiben lässt:

(40) dl'' + dw 4- ^3'+ (dmy= 0.

Kugel- Es sei nun ein Kugelcomplex , also eine Schar von oo'^ Kugeln

(X., 3), 3.' ^), dadurch definiert, dass der Radius 91 als eine Function H
der Mittelpunktscoordinaten X, 3), 3 gegeben sei:

(41) ü?=^(3e,?),3)-

Jeder Punkt (36, ^, 3) des Raumes ist dann der Mittelpunkt einer

Kugel des Kugelcomplexes. Zu jeder Kugel (3£, 2), 3? 9^) des Complexes

giebt es unendlich viele unendlich benachbarte Kugeln (X -{- dX,^-\- d^,

3 + <^3) des Complexes. Unter diesen werden diejenigen, welche die

gewählte Kugel (X,,'^, ^,'Si) berühren, nach (39) und (41) durch die

Bedingung

(42) dr + dW + ^3^ -
( gf

dl + l^ d^ + ?| ^3)'=

bestimmt. Dies ist die Bedingung, die der Mittelpunkt der unendlich

benachbarten Kugel zu erfüllen hat. Der Radius '?fi ^ d'Si dieser Kugel

unterscheidet sich vom Radius 9i um dH.

zugeh. Die Gleichung (42) ist nun eine Monge'sehe Gleichung in 3E,^,3j

""gl*"
* und zwar ist sie vom zweiten Grade in den Differentialen. Der Elementar-

kegel, den diese Monge'sche Gleichung einem beliebigen Punkte (36, ^2), 3)

zuordnet, ist also ein Kegel zweiten Grades und zwar, wie die Form

der Gleichung (42) zeigt, ein BotationsJcegel , dessen Axe im Punkte

(3t, 3), 3) auf derjenigen Fläche

H{^, d, B) = Const.
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senkrecht steht, die durch den Punkt (X, f), 3) hindurchgeht. In der

That, da die Normale dieser Fläche Richtungscosinus proportional

cH cH cH

hat, so ist der Cosinus des Winkels A, den die Fortschreitungsrichtung

{dH : d^ : d^) mit dieser Normalen bildet:

cos X = c/ ^

yfaf)'+(ii)*+(ifn/<'^-+^t..+.3-

Infolge von (42) kommt also:

(43) cos A

l/(ID'+(ID'+(^'

Da dieser Wert von den Differentialen ddc, d^, d^ unabhängig ist,

so folgt die Richtigkeit der obigen Behauptung.

Da der Abstand dh der beiden unendlich benachbarten Flächen

und
H(^, ?), ^) = c-\-dc

an der Stelle (3t', ?), ß) den Wert

dh = ^'

Vh} + H' + Hl
hat, so ist überdies

dh
cos A = , •

de

Mithin schneiden die beiden Flächen H= c und H= c -\- de auf den

Mantellinien des Elementarkegels eines Punktes der Fläche H= c

gerade die Strecke de ab.

Die Monge'sche Gleichung (42) definiert nach Satz 3 , § 1 des zugeu. p.

7. Kap., S. 260, eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung mit

denselben Elementarkegeln. Wir finden sie, indem wir ddi, d^, d^
und die Hülfsgrösse q aus der Gleichung (42) und den drei Gleichungen:

Qf = dl- H^{H^dli + H^dfi + H^d^),

(,D= d?) - H^iH^dü + H^dfj H- ÄgfZß),

-Q =d9,-H^{HxdI-\-Rsdfj-^Hsd^)

eliminieren. Zunächst geben die drei letzten Gleichungen:
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und zweitens geben sie infolge von (42):

^\^' + o^ + 1) = (^1 + Hl-{-Hl- \){dirf,

sodass aus den beiden letzten Gleichungen q und ilH sofort eliminiert

werden können. Dadurch geht die gesuchte partielle Differential-

gleichung hervor: .

l- (ä| + ^1 + ä| - 1)(^^ + D^ + 1) = 0.

h^'f^n d
Diese partielle Differentialgleichung hat nun besondere Eigen-

p.Dffgi. 1- o.gßiiaften : Ihre Elemente (36, D, ß, ^^ D) umhüllen die oben besproche-

nen Elementarkegel. Durch den Punkt (3£, ^, 3) eines solchen Elementes

geht eine der Flächen:

H{^, ?), 3) = Const.

Diese Fläche hat eine in der Ebene des Elementes gelegene Tangente.

Ferner berührt die Ebene des Elementes den zugehörigen Elementar-

kegel längs einer Geraden. Somit gehen vom Punkte des Elementes

zwei ausgezeichnete Geraden in der Ebene des Elementes aus. Diese

beiden Geraden stehen auf einander senkrecJd, da die Axe des Rota-

tionskegels auf der Fläche H= Const. senkrecht steht. Die Gerade,

längs deren das Element den Kegel berührt, ist, wie immer, die Tan-

gente an diejenige Charakteristik, die durch den Punkt (dl, ^, 3) geht.

Auf jeder Integralfläche der partiellen Differentialgleichung (44)

liegt mithin ein Orthogonalsystem, gebildet von den 00^ Charakteristiken

und den 00^ Schnittcurven y der Integralfläche mit den 00^ Flächen

H(^, ?), 3) = ^-

Noch mehr: Wir sahen, dass die Mantellinien des Elementarkegels,

sobald man ihn durch die benachbarte Fläche

derjenigen Fläche H= c begrenzt, die durch seine Spitze geht, gerade

die Länge de, d. h. für alle Punkte (3£, 3), 3) ^^^ Schnittcurve der

Integralfläche mit der Fläche H= c dieselbe Länge haben. Demnach

ist das vorhin gefundene Orthogonalsystem so beschaffen, dass die

Schnittcurven y der Integralfläche mit den Flächen 11= Const. auf

den zu ihnen senkrechten Charakteristiken der Fläche constante Strecken

abschneiden. Jene Schnittcurven sind also ParallelcnrYen und daher

ihre orthogonalen Trajectorien, d. h. die Charakteristiken, geodätische

Linien auf der Intesrralfläche.
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Also hat sich ergeben*):

Theorem 27: Ist H eine beliebig gegebene Function von Ergebnis.

^; D? 3? ^^ sind die CharaJcteristihen der partiellen Differen-

tialgleichung erster Ordnung:

i^H^ + ^Hv - ^3)' - (Hl + ^1 + ^1 - 1)(^^ + Q^ + 1) _
im Baume (ßi, ^, ß) auf jeder Integralfläche geodätische Linien.

Man kann nun leicht einsehen, dass die hiermit ffefundene Kate- überein-
stimmg. mit

gorie von partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung , deren «i- früher.

Charakteristiken geodätische Linien sind, mit der oben (S. 667) ge-

fundenen Kategorie identisch ist.

Es sei nämlich 5 irgend eine Integralfläche unserer partiellen

Differentialgleichung (44). Wir denken uns die Tangenten an ihre oo^

Charakteristiken construiert. Dann giebt es, da diese Charakteristiken

geodätische Linien auf der Fläche ^ sind, nach einem Satze der

Flächentheorie 00^ Parallelflächen, welche die construierten 00^ Tan-

genten senkrecht schneiden. Wir wollen eine besondere unter diesen

Parallelflächen wirklich construieren. Zu diesem Zwecke beachten wir,

dass nach dem Früheren de das Bogenelement einer Charakteristik ist,

das von den Flächen

H= c und H= c -\- de

auf der Charakteristik abgeschnitten wird. Man erhält daher die

Punkte einer der gesuchten Parallelflächen, wenn man auf der Tan-

gente im Punkte (36, D, 3) einer Charakteristik gerade die Strecke

Hiji, ^, 3) aufträgt. Da die Parallelflächen die Tangenten der Cha-

rakteristiken senkrecht schneiden, so folgt, dass die so construierte

Parallelfläche alle die 00'^ Kugeln des gegebenen Kugelcomplexes

3i = ^(3e,g),B)

berührt, deren Mittelpunkte (3£, ^, ß) auf der betrachteten Integral-

fläche ^ liegen. Bezeichnen wir diese Parallelfläche mit J, so sind

die 00^ Kugeln die Krümmungskugeln der Fläche J. Die Fläche 3"

ist die eine Centrafläche von J und die Tangenten einer Charakteristik

von" 5 schneiden J in den Punkten einer Krümmungslinie.

Diese Construction ordnet jeder Integralfläche % von (44) eine

bestimmte Fläche J zu, von der ^ die eine Centrafläche ist. Wenn zwei

Integralflächen % von (44) einander längs einer Curve, d. h. nach Satz 3,

§ 3 des 11. Kap., S. 503, längs einer Charakteristik berühren, so haben

*) Lie, Verb. d. Ges. d. Wiss. zu Christiania, Oct. 1870.
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die entsprechenden Flächen J diejenige Curve gemein, die durch Ab-

tragen der Strecken H(^, ^, 3) auf den Tangenten der Charakteristik

von ihren Punkten (X, '^, 3) ^^^ a,ls Ort der Endpunkte bestimmt

wird. Sie ist Krümmungslinie der betreffenden Flächen J, und diese

Flächen J schneiden die abwickelbare Fläche jener Tangenten senk-

recht, d. h. diese Flächen J haben längs der Krümmungslinie den

Elementstreifen gemein.

Ist (Ji, ^, 3? ^7 ^) ^^^ Flächenelement der Gleichung (44), so

sind mithin denjenigen Integralflächen ^ von (44), die dieses Element

enthalten, solche Flächen J zugeordnet, die ebenfalls ein Element

(X, F, Z, P, Q) gemein haben. Die Normale dieses letzteren Elementes

geht durch den Funkt (26, 3), 3)? berührt daselbst die Charakteristik

desjenigen charakteristischen Streifens, dem das Element (36, 2), 3 7^? ^)
angehört, und hat bis zum Punkt (X, ^, 3) ^i© Länge H(Ji, ^, 3)-

Zu jedem der oo^ Elemente (3£, ^, 3? ^^ ^) ^^^r Gleichung (44) ist

also ein bestimmtes Element (X, Y, Z, P, Q) zugeordnet. Somit er-

halten wir oo^ Elemente (X, Y, Z, P, Q). Sie werden eine gewisse

Gleichung

^{X, Y, Z, P,Q) =
erfüllen, und die Integralflächen dieser partiellen Differentialgleichung

sind die Flächen J. Aus dem Vorhergehenden erhellt ferner, dass die

Charakteristiken von = Krümmungslinien auf den Integralflächen

J von $ = sind.

Hiermit sind wir genau zu dem Ausgangspunkt dieses Paragraphen

zurückgekommen. Daraus folgt, dass die im Theorem 27 angegebene

Kategorie von partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, deren

Charakteristiken geodätische Linien sind, mit der in Satz 8 (S. 667)

angegebenen Kategorie übereinstimmt.

Zugleich haben wir hiermit auf einem neuen Wege partielle Diffe-

rentialgleichungen erster Ordnang O == gefunden, deren Charakteristiken

auf allen Integralflächen Krümmungslinien sind. Die Integralflächen

J der Gleichung = sind diejenigen Flächen, deren od^ Krüm-

mungskugeln der einen Schar Kugeln des vorgelegten Kugelcomplexes

(41) sind. Allerdings ist wohl zu beachten, dass wir hier nicht noch-

mals auf die Frage eingegangen sind, ob hiermit auch alle partiellen

Differentialgleichungen erster Ordnung gefunden sind, deren Charak-

teristiken Krümmungslinien sind.

f. p. bffgi., Soll eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung
deren Char.
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die Eigenschaft haben ^ dass ihre Charakteristiken auf allen Integral-

flächen geodätische Linien sind, so muss g)= eine Bedingung* erfüllen,

die man analytisch so findet:

Nach Satz 2, % 2 des 12. Kap., S. 555, bildet man das System, das

die charakteristischen Streifen bestimmt:

d3£

9'a

^3 d^ d^
^^^ + «PdO ^n ~" 9'3 ^ ~ ''s

~ 9^3 £1

Längs eines charakteristischen Streifens kann man X, 3), 3; ^7 ^ 8,1s

Functionen eines Parameters t auffassen, sodass

d3£

dt
= 9'CX: dt <p^^ + «JPaö

ist. Nun verlangt man, dass die Schmiegungsebene:

di — X
dX
dt

d^dl

dt*

dt

d^
dt*

dj
dt

d^
dt*

= 0.

in deren Gleichung sich die zweiten Ableitungen von X, ?), 3 ^^<^^ ^

infolge des obigen Systems als Functionen von Sß, £i und von den

ersten und zweiten Ableitungen von (p nach X, ^, 3? ^? ^ berechnen

lassen, auf der Ebene des Elementes (3£, 2), 3? ^; ^) senkrecht stehe,

d. h. dass

^ O -1
dX df (Z3

dt dt dt

d*X

dt*

d*^
dt*

d^
dt*

=

sei infolge von cp = 0. Wie man sieht, ergiebt sich eine Bedingung,

die auch die zweiten Ableitungen von (p enthält. Bei den analogen

Problemen in § 1, S. 640, und § 2, S. 657, traten immer nur die ersten

Ableitungen auf. Man kann hieraus schliessen, dass es ausser den par-

tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, die wir in Theorem 27

fanden, noch andere giebt, deren Charakteristiken auf allen Integralflächen

geodätische Linien sind.

Anerenommen, es sei Umkehrg.
° ' _ d. früh.

(45) (p(3e, ?), 3, «ß, 0) = Betrachtg.

eine beliebige, aber nicht lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung

von der Eigenschaft, dass ihre Charakteristiken auf allen Integralflächen geodätische

liie, Q-eometria der Berübrungstransformationen I. 43 [30. ni. 1896.]



674 Kap. 14. Über einige in der Geometrie auttretende part. Differentialgin. 1. 0.

Linien sind. Sind die Charakteristiken insbesondere Geraden, so hat die Gleichung
nach § 1 , S. 641 , die Form

Diese Kategorie ist nicht unter der im Theorem 27 angegebenen enthalten. Von
ihr können wir absehen und also voraussetzen, dass die oc^ Charakteristiken von

(45) keine Geraden seien.

Es möge % eine beliebige Integralfläche von (45) sein. Auf g liegen oo'
Charakteristiken y, die geodätische Linien sind. Wir construieren die Oü^ Tangenten
dieser Curven y. Es giebt bekanntlich oo^ Parallelflächen TT, die diese oo* Geraden
senkrecht schneiden. Die Fläche ^ ist eine gemeinsame Centrafläche der Flächen TT.

Die Tangenten einer Charakteristik y schneiden die Flächen TT in den Punkten
von Krümmuhgslinien f.

Zu jeder Integralfläche % von (45) construieren wir eine Schar von oo^ Flächen TT.

Die Gesamtheit aller Flächen TT hängt daher ebenso wie die aller Integralflächen f5

nicht nur von willkürlichen Constanten, sondern noch von einer willkürlichen

Function ab. Zu jedem Element (3£, ?),3» ^i G) der Gleichung (45) erhalten wir

oo^ Elemente (X, Y, Z, P, Q) von Flächen TT, nämlich die einander parallelen

Elemente, deren gemeinsame Normale diejenige Charakteristik im Punkte (X, ^, 3)
berührt, zu deren charakteristischem Streifen das Element (3£, 2), 3, ^» ^ gehört.

Die Zahl der Elemente (X, ?), 3, «ß, O) der Gleichung (45) ist gleich (x>\ Wir
erhalten dementsprechend oo*- oo^ oder also 00*^ Elemente (X, Y, Z, P, Q) der

Flächen TT. Es sind nicht weniger als 00*. Denn sonst hätten die oo" Charak-

teristiken höchstens (X>^ Tangenten und wären daher Curven eines Liniencomplexes

und mithin Haupttangentencurven , also, da sie geodätisch sind, Geraden.

Jedes Flächenelement (X^ Y, Z, P, Q) des Raumes gehört somit mindestens

einer Fläche TT an und gehört daher zu einem Elemente (3£, ^, 3, ^, O). Dies

bestimmt sich so: Wir construieren die Normale des Elementes (X, Y, Z, P, Q)
und fassen die Elementarkegel ins Auge, die den Punkten (X, ^, 3) der Normalen
vermöge der Gleichung (45) zugeordnet sind. Würde die Normale allen diesen

Kegeln angehören, so wäre sie selbst eine Charakteristik. Da aber die Charakte-

ristiken keine Geraden sein sollen, so brauchen wir uns mit diesem Fall nicht

weiter abzugeben. Es wird also unter jenen Kegeln nur eine discrete Anzahl

geben, welche die Normale des Elementes (X, Y, Z, P, Q) enthalten. Es sei

(3£, ?), 3) die Spitze eines solchen Kegels. Das Element (3£, ?), 3, ^, O) der Glei-

chung (45), das den Kegel längs jener Geraden berührt, gehört einem charakte-

ristischen Streifen von (45) an. Es sei y die Charakteristik des Streifens. Alle

diejenigen Integralflächen % von (45), die dieses Element (3£, ^, 3, ^, O) ent-

halten, haben die geodätische Linie y gemein und berühren einander längs y.

Unter den (30^ Flächen TT, die zu einer jeden dieser Integralflächen gehören,

giebt es je eine, die gerade das Element (X, Y, Z, P, Q) enthält. Alle Flächen TT

also, die das Element (X, Y, Z, P, Q) enthalten, haben solche Centraflächen 2f,

die einander längs der geodätischen Linie y berühren. Mithin berühren diese

Flächen TT einander längs der zugehörigen Krümmungslinie f in einem Element-

streifen, dem das Element (X, Y, Z, P, Q) angehört.

Da durch ^edes Element (X, Y, Z, P, Q) des Raumes eine Fläche TT, ja sogar

unendlich viele gehen, so ist es klar, dass die Flächen TT nicht sämtlich einer

partiellen Diff"erentialgleichung erster Ordnung genügen können. Sie sind viel-

Gemeins. mehr gemeinsame Integralflächen zweier partieller Differentialgleichungen zweiter
integraifln. Ordnung.

^iiffgin.' In der That, alle die Flächen TT, denen ein Element (X, Y, Z, P, Q) gemein ist,

-• o. haben, wie wir sahen, einen Elementstreifen gemein. So giebt es im Räume 00*

Streifen, die einem gewissen System von simultanen gewöhnlichen Diff'erential-

gleichunsjren
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genügen werden , in dem A, B , C, D, E gewisse Functionen von X , Y, Z, P, Q
bedeuten. Da die Curve eines solchen Streifens auf jeder Fläche U, die den Streifen

enthält, eine Krümmungslinie ist, so besteht nach § 4 des 10. Kap., S. 473, für

diese oo'* Streifen die Relation:

(47) {dX-\- PdZ)dQ — {dY-{- QdZ)dP=0.
Setzen wir hierin die Werte der Differentiale aus (46) ein, so kommt:

{A -{- PC) E — {B -\- QC)B = 0.

Diese Gleichung muss identisch bestehen, denn sonst würde sie ja eine partielle

Differentialgleichung erster Ordnung sein, der alle Flächen Tl genügen, und eine

solche giebt es nicht, wie wir wissen. Sind B,, S, T die zweiten Ableitungen von
Z nach X und Y, so können wir aber die Gleichung (47) mit Rücksicht auf (46)

so schreiben:

{A -\- PC){SdX+ TdY) — (B + QC){BdX-\- SdY) =
oder:

{A + PC) {SA + TB) -{B -\- QC) {BA + SB) = 0.

Dies ist eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung , der alle Flächen 71 Erste p.

genügen.
ö -e

^^.^^^ .^ ^

Um eine zweite partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung aufzustellen,

der alle Flächen 11 genügen, beachten wir, dass jedem Element (X, Y, Z, P, Q)
ein Element (X, ?), 3? ^» ^) entspricht. Von den beiden Krümmungskugeln einer

Fläche TL durch das Element (X, Y, Z, P, Q) hat die eine ihren Mittelpunkt im
Punkte (3£, ^, ß). Ihr Radius 9? ist die Entfernung der Punkte (X, Y", Z) und

(3£, ^, 3) von einander. Sie wird sich als eine gewisse Function von X, Y, Z, P, Q
darstellen lassen:

9t = 9(^, Y,Z,P,Q).

Alsdann ist 9} der eine Hauptkrümmungsradius der Fläche TL im Punkte (X, Y, Z).

Da die Hauptkrümmungsradien die Wurzeln der quadratischen Gleichung:

(Ä*- Er)9ft*+ {(1 + Q^)B — 2P§S4-(1 -f- P*)T}yi + P*+ Q^m —
-(i + p*+öy=o

sind, so muss 'Si = p(X, Y, Z, P, Q) dieser Gleichung genügen Setzen wir

diesen Wert ein, so ergiebt sich eine zweite partielle Differentialgleichung zweiter Zweite p.

Ordnung, der alle Flächen U genügen. Sie ist, wie ihre Form in Jß, S, T zeigt,
^**^'^ ^'

von der oben aufgestellten wesentlich verschieden.

Die Flächen TI, deren allgemeine Gleichung nicht nur willkürliche Constanten,

sondern eine willkürliche Function enthält, sind somit gemeinsame Integralflächen

zweier partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Wenn zwei Flächen U
einander berühren, so haben sie einen Elementstreifen längs einer Krümmungslinie
gemein. Dass diese gemeinsamen Streifen durch ein System (46) bestimmt sind,

das nur die ersten Ableitungen P, Q xmd nicht auch die zweiten B, S, T enthält,

ist beachtenswert.

§ 4. Einige weitere Kategorien von partiellen Differential-

gleichungen 1. O.

In diesem Schlussparagraphen wollen wir noch einige geometrische

Probleme behandeln, die mit einander und mit den früher behandelten

Problemen Berührungspunkte haben.
43*
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Normalen- ^{j. stellen uns zunächst die Aufgabe, alle Flächen zu bestimmen,
Problem. 07

deren Normalen einem gegebenen Liniencomplexe angehören.

Construieren wir in einem beliebigen Punkte des Raames den

Elementarkegel des Complexes und die Flächenelemente, die auf den

Mantellinien des Kegels senkrecht stehen, so werden letztere wiederum

einen Elementarkegel umhüllen. Jedem Punkte des Raumes wird somit

ein zweiter Elementarkegel zugeordnet. Diese Elementarkegel gehören

natürlich im allgemeinen keinem Liniencomplex an, aber sie bestimmen

eine gewisse Monge'sche Gleichung. Es leuchtet ein, dass unser Problem

darauf hinauskommt, die partielle Differentialgleichung erster Ordnung

zu integrieren, die dieser Monge'schen Gleichung zugeordnet ist.

Lösung Um das Problem etwa so zu erledigen, wie Transon (vgl. § 2 des

maienprobi. 7 Kap., S. 273) CS gcthau hat, denken wir uns den Liniencomplex da-

durch gegeben, dass wir jedem Punkte (x, y, i) des Raumes eine Ge-

rade durch ihn zuordnen. Die Richtungscosinus a, ß, y dieser Geraden

seien also irgendwie gegebene Functionen von x, y, z. Bezeichnen

wir mit J, ^, 5 laufende Punktcoordinaten, so werden dann durch die

Gleichungen

:

{AQ.\
£— ^ _ 9 —

y

_ ä
—

g

(4«) —^ — -ß -7-

00^ Geraden, also ein Liniencomplex, dargestellt. Dabei spielen x, y, z

die Rolle von Parametern. Wir können sagen, dass die 00^ Geraden

des Liniencomplexes auf die oo^ Punkte (x, y, z) des Raumes abgebildet

sind. Die Gleichungen (48) der Complexgeraden können wir auch so

schreiben:

(49) i = x-{-Qa, t) = y-{-Qß, ^^z + Qy.

Dabei bedeutet dann q den Abstand des variabeln Punktes (j, t), j) der

Geraden von dem festen Punkte (x, y, z) auf der Geraden.

Specialfall. I^ dem Falle, dass die Pfaff'sche Gleichung

adx -\- ßdy -\- ydz =*0

integrabel ist, d. h. auf die Form

dtp {x, y,z) =
gebracht werden kann, haben die 00^ Flächen

tp (x, y, z) = Const.

die geforderte Eigenschaft, und zwar sind ihre Normalen gerade die-

jenigen Geraden des Complexes, deren Bildpunkte die Punkte der Flächen

selbst sind. Aber dies sind nicht alle Flächen der gesuchten Art.
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Wie in diesem besonderen Fall, so suchen wir auch im allgemeinen ^^H^-

Fall überhaupt solche Flächen

deren Normalen zu den Geraden (49) gehören. Dabei brauchen aber

die Bildpunkte (x,y, z) der Normalen durchaus nicht die Fusspunkte

der Normalen selbst zu sein. Vielmehr ist der Abstand q des Flächen-

punktes (j, \), i) von dem Bildpunkte (x, y, z) der Normalen dieses

Flächenpunktes von Punkt zu Punkt ein anderer. Wenn wir aber

eine Fläche i^ = kennen, deren oo^ Normalen zu den Geraden (49)

des Gomplexes gehören, so hat jede der oo^ Parallelflächen dieser

Fläche dieselben Normalen und gehört daher auch zu den gesuchten

Flächen. Hieraus folgt, dass wir von vornherein nach oo^ Parallelflächen

'/'(J,9, S)
= Const.

fragen können, deren oc^ Normalen zu den Geraden (49) gehören.

Diese oo^ Flächen müssen die Integralflächen einer integrabeln Pfaff-^pf^ffgche^

sehen Gleichung:

(50) adi-\- ßd\)-\-ydi = Q

sein, wobei dl, f?t), dl die Incremente von j, \), § längs einer Normalen

bedeuten. Es kommt also darauf an, die in (49) auftretende Grösse q

so als Function von x, y, z zu bestimmen, dass die Pfaff'sche Gleichung

(50) integrabel wird.

Die Gleichung (50) lautet, ausführlich geschrieben, nach (49) so:

adx -\- ßdy + y dz + (a' -\- ß^ -^ y'')dQ -^ Q{adcc-\- ßdß-\- Y dy) = ^'

Da «^ -}- /3^ -f- y^ :^ 1 ist, so ist auch

ada-\- ßdß-^ ydyEE:Oy

sodass die Gleichung (50) die Form hat:

(50') {a + Q^)dx-\-{ß^ (,,) dy + {y + p.) dz = 0.

Nach Satz 1, § 2 des 6. Kap., S. 198, ist diese Gleichung dann und

nur dann integrabel, wenn p die lineare partielle Differentialgleichung

erfüllt:

(51)
I (^^-^^)aH(^^-«^)| + («^-'^4' +
1 + {ß^ - y.)« 4- (y. -^z)ß-\- («y - ^x)y = o.

Diese lineare partielle Differentialgleichung ist dem System von drei

simultanen gewöhnlichen Differentialgleichungen äquivalent:

dx dy dz — dQ
(52) y^-«. "y-^x (Pc-yy)« + (yx-«z)ß+(«y-Px)y
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' Die drei ersten Glieder dieses Systems sind frei von q. Die beiden

„ , Gleichungen:
System o

,7 ^ ^
von 2 gew. /eQ\ ^^ ^V ^
Diffgln. {06) g-3" — "ZT^ ——.Tß-

1. O. "z 'y • X z y rx

wird man also zuerst integrieren. Hat man sie integriert, also zwei

von einander unabhängige Integrale u{x,y,z) und v(x,y,^) gefunden,

so eliminiert man etwa y und z vermöge

u{x,y, i) = a, v(x,y,z) = b

aus (52) und bestimmt dadurch -=— als Function von x und den beiden

Constanten a, h. Hieraus jfindet man q durch eine Quadratur als Function

von X, a, h. Setzt man darin für a und b wieder u und v ein, so hat

man die gesuchte Function q von x,y, z in der Form gefunden:

(54) Q = (aix, y, z) -}- Const.

Zur Integration des Systems (53) ist zu bemerken, dass wegen

d^iß^ — ry)+ jjjh'- — ''^) + i^(S'y
— ßx)^0

^uui'^i*'
ein Multiplicator dieses Systems von vornherein bekannt ist, nämlich

der Multiplicator Eins. Es ist also nur nötig, ein Integral u von (53)

zn bestimmen. Das zweite, v, ergiebt sich dann nach der Multiplicator-

theorie durch eine Quadratur. Der innere Grund hierfür liegt darin,

dass die Integralflächen -^ = Const. der Gleichung (50'), sobald sie

integrabel ist, Parallelflächen sind.

Mn!l*deren
Wegen der Bedeutung von x, y, z als Coordinaten des Bildpunktes

efneT^geg
^^"^ Geraden (49) findet man die Integralflächen ^ = Const. in folgender

compi. "Weise: Unter den oo^ Curven
angehören.

u{x, y, z) = Const., v(x, y, z) = Const.

greift man oo^ heraus. Sie bilden eine Fläche, nämlich die Fläche

derjenigen Punkte {x, y, z), welche die Bildpunkte der Normalen einer

der gesuchten Scharen von Parallelflächen ^ == Const. sind. Diese Flächen

ip == Const. bestimmt man folglich dadurch, dass man durch die Punkte

ix, y, z) der soeben construierten Fläche die betreffenden Geraden (49)

legt und auf ihnen von den Punkten (x, y, z) aus die Strecken

Q = co(x,y,z)

aufträgt. Die Endpunkte bilden eine der Flächen t^ == Const., und die

Parallelflächen zu dieser Fläche sind die übrigen Flächen V = Const.

Dies ist im Wesentlichen die von Transon selbst gegebene Lösung
des zu Anfang gestellten Problems, alle Flächen zu finden, deren Nor-
malen einem gegebenen Liniencomplex angehören. Wie wir oben sahen
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findet das Problem zunächst seinen analytischen Ausdruck in einer im

Allgemeinen nicht linearen partiellen Differentialgleichung erster Ord-iüi^^p^DiffgL

nung. Im Vorangehenden ist also das Integrationsproblem dieser

Gleichung auf eine lineare partielle Differentialgleichung (51) zurück-

geführt, und zwar auf eine Gleichung, deren Integrationsproblem er-

hebliche Vereinfachungen gestattet.

Nunmehr wollen wir zeigen, wie Lie 1871 die Möglichkeit dieser

Reduction auf ihren inneren Grund zurückführte*).

Ist

(55) 0(ydz — zdy, zdx — xdz, xdy — ydx, dx, dy, dz) =
die Monge'sche Gleichung des vorgelegten Liniencomplexes (nach Satz 1,

§ 1 des 7. Kap., S. 254), so sind die Elementarkegel derjenigen par-

tiellen Differentialgleichung, deren Integralflächen die gesuchten Flächen

sind, diejenigen Kegel, die man erhält, wenn man zu den Mantellinien

der Elementarkegel von (55) in den Kegelspitzen die senkrechten

Flächenelemente constniiert und deren umhüllende Kegel sucht. Ist

{x, y, z, p, q) eines dieser Flächenelemente, so ist es also bestimmt

durch die Fordening, dass es auf einer der durch (55) gegebenen Fort-

schreitungsrichtungen (dx : dy : dz) des Punktes (x, y, z) senkrecht

stehen soll, d. h. dass

dx : dy : dz = p : q : — 1

sein soll. Da die Gleichung (55) homogen in dx, dy, dz ist, so werden

diese Flächenelemente der Gleichung genügen:

0(— y — zq, zp -\-x, xq — yp, p, g, — 1) = 0. des
Problemg.

Da xq — yp eine Function der übrigen hierin auftretenden Argumente

ist, so ist einfacher

(56) F{p, q, X -\r2p, y-i-zq) =
die allgemeine Form dieser Gleichung.

Das Normalenproblem kommt also analytisch darauf hinaus, eine

partielle Differentialgleichung erster Ordnung von der Form (56) zu

integrieren.

Wir bemerkten schon, dass, wenn eine Fläche dieser Gleichung

(56) genügt, auch jede Parallelfläche von ihr eine Integralfläche von

(56) ist. Diese Eigenschaft können wir mit Hülfe des Begriffes:

Dilatation im Baume anders aussprechen.

*) Verhandl. d. Ges. d. Wiss. zu Christiania, 1871; Math. Ann. Bd. V.
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Dilatation. Unter einer Dilatation im Baume verstehen wir eine Transfor-

mation der Flächenelemente, die jedes Element {x,y, B, p,q) in ein

solches Element {x^, y^, ^i, Pi, q_-i)
verwandelt, dessen Punkt {x^,yx,z^

auf der Normalen des ursprünglichen Elementes in einem constanten

Abstand n liegt und dessen Ebene der Ebene des ursprünglichen Ele-

mentes parallel ist (vgl. § 2, S. 656). Es ist dies das Analogon der

Dilatation in der Ebene (vgl. § 2 des 1, Kap., S. 14, sowie § 5 des

2. Kap., S. 58). Die Gleichungen der Dilatation sind offenbar die

folgenden:

(57)

,
np

,
nq

Augenscheinlich führt die Dilatation jede Fläche in eine Parallelfläche

i^er. Sie ist eben eine Berührungstransformation (vgl. § 2, S. 647),

und dies kann man analytisch dadurch nachweisen, dass man zeigt,

dass infolge von (57):

dis^ — Pi dx^ — q^ dy^ = ds — pdx — qdy

ist. Sie verwandelt also nicht nur jede Fläche in eine Parallelfläche,

sondern führt überhaupt jeden Elementverein in einen Elementverein

über. In der That erkennt man sofort geometrisch, dass sie jede

Curve — aufgefasst als Verein von oo^ Flächenelementen — in eine

Röhrenfläche vom Radius n und jeden Punkt — aufgefasst als einen

Verein von cx)^ Flächenelementen — in eine Kugel vom Radius n
verwandelt. Ferner führt sie jeden Elementstreifen in einen neuen

Elementstreifen über, den man als den, parallelen Elementstreifen im

Abstände n bezeichnen kann.

Da mit jeder Integralfläche der partiellen Differentialgleichung (56)

auch alle Parallelflächen dieser Gleichung genügen, so erheUt, dass

die Dilatation (57) jede Integralfläche von (56) in eine Integralfläche

überführt, anders ausgedrückt: Die partielle Differentialgleichung (56)

gestattet die Dilatation (57). Analytisch geht dies zum Überfluss daraus

hervor, dass nach (57):

Pi =P, Q'i
= ^, ^1 + ^iPi =x-\- zp,

2/i + ^i2 = 2/ + H
ist.

Es giebt nun oo^ Dilatationen im Räume, da die Constante n

beliebig gewählt werden kann. Die partielle Differentialgleichung (56)

gestattet also alle oo^ Dilatationen im Baume. Inshesondere gestattet sie

Piutat. die infinitesimale Dilatation, die sich ergiebt, wenn man n unendlich
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klein, gleich dt, wählt. Bei der infinitesimalen Dilatation erfahren

X, y, z, p, q die Zuwüchse:

(58)

P

dp = 0, dq = 0.

Sucht man umgekehrt alle partiellen Differentialgleichungen erster

Ordnung
F{x, ij, z, p, q) = 0,

welche die infinitesimale Dilatation gestatten, so hat man zu fordern,

dass das Increment, das F bei der infinitesimalen Dilatation erfährt,

nämlich

ÖF= F^öx + Fyötj -\-F^8z + Fpdp + F,dq,

infolge von F == verschwinde. Es soll also nach (58)

:

dF
,

cF cF ^
^ ex ' ^ dy cz

infolge von _F= verschwinden. Da die Coefficienten dieser Gleichung

unmöglich infolge von 2^=0 sämtlich verschwinden können, so muss

also die letzte Gleichung an sich bestehen. Sie ist eine lineare partielle

DiflFerentialgleichung für F in fünf unabhängigen Veränderlichen x, y, z,

p, q, und es sind

p, ^, ^ + ^p, y-\-H

vier von einander unabhängige Lösungen. Die allgemeine Lösung ist

demnach eine beliebige Function von diesen vier. Somit ergiebt sich:

Eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung im Baume (x,y,z) ^ ^^ff^j.

gestattet dann und nur dann die infinitesimale Dilatation, wenn sie die
^l\l\^^^

Form hat:

F(p, q, x-^zp, y-{-zq) = 0.

Es ergiebt sich somit, dass das Normalenpröblem gerade und nur

in denjenigen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung seinen

Ausdruck findet, welche die infinitesimale Dilatation gestatten.

Jeder der oo^ charakteristischen Streifeti der partiellen Differential-

gleichung

(56) F{p, q, x + zp, y-\- zq) =
wird durch eine Dilatation in einen Elementstreifen übergeführt, durch

den ebenfalls unendlich viele Integralflächen gehen, also wieder in a. ciiar.

einen charakteristischen Streifen. Führen wir alle oo^ Dilatationen ausgeführt.
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(57) auf einen charakteristischen Streifen aus, so geht er somit in oo^

charakteristische Streifen über. Dieselben sind, wie wir sagen können,

einander parallel, genau ausgesprochen: die Elemente jedes dieser oo^

Streifen haben dieselben Normalen wie die des gewählten Streifens

und schneiden auf den Normalen eine constante Strecke n ab. Alle

oü^ so erhaltenen charakteristischen Streifen haben also dieselben oo^

compiexes* Normalen. Diese bilden eine Begelfläche, die dem gegebenen Linien-

complex angehört. Es giebt überhaupt zu jeder Regelfläche des

Complexes oo^ Elementstreifen, deren Elemente die Geraden der Regel-

fläche zu Normalen haben, und es ist klar, dass die Dilatationen diese

vln^a.ichar^'^^ Streifen unter einander vertauschen. Biese oo^ Streifen bilden mit-

streifen.
j^^^ g^^^ jg^ ^g^ Dilatationen invariante Schar. Aber wohlbemerkt sind

diese Streifen nicht sämtlich charakteristische Streifen von (56). Denn

da es nur oo^ charakteristische Streifen von (56) giebt, so sind im

Complex nur oo^ Regelflächen enthalten, deren Geraden die Normalen

der Elemente von je oo^ charakteristischen Streifen sind.

Kennt man diese oo^ ausgezeichneten Regelflächen des Complexes,

so ist das Integrationsproblem im Wesentlichen gelöst, denn dann con-

struiert man zunächst diejenigen oo^ Curven, die alle Erzeugenden

einer Regelfläche orthogonal schneiden. Sie sind Charakteristiken, und

die Elemente längs dieser Charakteristiken und senkrecht zu den Er-

zeugenden bilden die charakteristischen Streifen. Aus den charakte-

ristischen Streifen kann man schliesslich in bekannter Weise die In-

tegralflächen construieren.

'^d^^tav.^' ^^^ Problem kommt also darauf hinaus, jene oo^ Regelflächen im
Scharen. Li^iencomplex zu finden oder, was dasselbe besagt, jene bei allen

Dilatationen invarianten oo^ Scharen von je oo^ parallelen charakte-

ristischen Streifen zu bestimmen. Diese Scharen werden durch F=0
und zwei Gleichungen

Uipc, y, z, p, q) = Const., V(x, y, z, p, q) = Const.

definiert sein, wobei die Functionen U und V von einander und von

t unabhängig und nach § 4 des 12. Kap., S. 566,

[FU] = 0, [FV] =
vermöge F= sein muss. Ferner muss die Schar der durch

(59) F=0, U=a, V=h
bei bestimmten Werten der Constanten a, b dargestellten oo^ charak-

teristischen Streifen insbesondere bei der infinitesimalen Dilatation (58)

invariant sein. Bei Ausführung der infinitesimalen Dilatation bleibt
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J^=0, wie wir wissen, invariant. Z7 und V dagegen erfahren die

Zuwüchse, die aus dem Ausdruck

durch Substitution von U und V an Stelle von f und Multiplication

mit 8 t hervorgehen. Es muss also

(60) BU=0, BV=0
infolge des Systems (59) sein und zwar für alle Wertepaare der Con-

stanten a, h. Es müssen mithin die Gleichungen (60) infolge von

jp= allein bestehen.

Hiemach lassen sich U und V definieren als zwei von einander

und von F unabhängige Functionen /", die den beiden Gleichungen

(61) [Fn = 0, Bf^O
infolge von F= genügen. Es sind dies zwei lineare homogene par-

tielle Differentialgleichungen für f, und sie enthalten fünf unabhängige

Veränderliche x, y, z,p, q. Sie werden durch f
= F identisch erfüllt.

Eine der Veränderlichen, etwa q, können wir vermöge F= als

Function von x,ij, z, p ausdrücken. Dadurch reduciert sich das System

(61) auf zwei homogene lineare partielle Differentialgleichungen für /'

mit vier unabhängigen Veränderlichen x, y, z, p. Da die Gleichungen

nun identisch bestehen müssen, wenn in ihnen die von einander unab-

hängigen Functionen U und V, aus denen q vermöge F= eliminiert

ist, für / eingesetzt werden, so folgt, dass das System mindestens zwei

von einander unabhängige Lösungen haben muss. Andererseits kann

es höchstens 4— 2 oder also zwei von einander unabhängige Lösungen

haben. Es ist daher ein zweigliedriges vollständiges System in vier

Veränderlichen.

Wir können aber das Zurückgehen auf die Theorie derartiger

Systeme vermeiden, wenn wir, wie früher geschehen, jede Gerade des

vorgelegten Liniencomplexes auf einen Punkt {x, y, z) auf ihr beziehen.

Jeder Regelfläche des Camplexes als einer Schar von oo^ Coniplexgeraden ^^^^^^^
entspricht dann als Bild eine gewisse Ou/rve auf ihr. Kennen wir diese R«geifln.

Bildcurve, so ist auch die Regelfläche bekannt. Den oc^ Regelflächen,

deren jede nach dem obigen eine bei allen Dilatationen invariante

Schar von oo^ charakteristischen Streifen vertritt, entsprechen gewisse

od^ Raumcurven. Diese oo^ Bildcurven genügen dem obigen System

(53) von zwei simultanen gewöhnlichen Differentialgleichungen erster

Ordnung und sind die damals mit u = Const., v == Const. bezeichneten

Curven.



684 Kap. 14. Über einige in der Geometrie auftretende part. Differentialgin. 1. 0.

Die hier betrachteten partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung JP=0
sind dadurch charakterisiert, dass sie bei einer gewissen infinitesimalen Berüh-

rungstransformation, nämlich bei der infinitesimalen Dilatation, invariant bleiben.

Hieran knüpfen wir eine Bemerkung, die eine Verallgemeinerung der Betrach-

tungen im 1. Beispiel des § 2, 4. Kap., S. 96, femer im 4. Beispiel daselbst, S. 100,

und im 1. Beispiel des§ 3, 4. Kap., S. 111, ist und hier nur in aller Kürze ange-

deutet werden soll: Wenn eine Berührungstransformation des Raumes so beschaffen

ist, dass sie alle Paare von Elementen, die gleiche Normale, parallele Ebenen

•und constanten Abstand n von einander haben, in solche Paare von Elementen

überführt, die ebenfalls gleiche Normale, parallele Ebenen und constanten Ab-
Berührtrf., stand n^ von einander haben, so sagen wir kurz, dass die Berührungstransforma-

inf. Diiat. tion die infinitesimale Dilatation invariant lässt. Jede solche Berührungstransfor-
inT. ist. mation wird die bei der infinitesimalen Dilatation einzeln invarianten Gleichungen

F(p, q, x + zp, y -\- Zq) =
unter einander vertauschen. Es ist dies nur ein specieller Fall eines allgemeinen

Satzes in Lie's Invariantentheorie der Berührungstransformationen, worauf wir

hier nicht weiter eingehen. Fasst man nun die Wellenbewegung in einem isotropen

l^ qLIi^' Medium, die ja in der Elasticitätstheorie , insbesondere in der Optik, betrachtet

wird, als eine eingliedrige Gruppe von Dilatationen auf und beachtet man, dass

die Refractionen und Reflexionen solche Berührungstransformationen sind, bei

denen die infinitesimale Dilatation invariant bleibt, so kommt man unmittelbar

zu einer neuen Auffassung gewisser Sätze der Optik ^ die insofern Interesse dar-

bietet, als sie zu Verallgemeinerungen längst bekannter Sätze führt. Wir kommen
auf diese Betrachtungen, die von Lie seit Jahren in seinen Vorlesungen ent-

wickelt und auch an verschiedenen Stellen in seinen gedruckten Arbeiten an-

gedeutet worden sind, im zweiten Bande ausführlich zurück.

Es liege »un wieder eine partielle Differentialgleichung erster Ord-

nung von der Form

(62) F{p, q, x + ßp, y^zq) =
vor, deren Integralflächen also definiert sind als diejenigen Flächen,

deren Normalen einem gegebenen Liniencomplex angehören. Jede

d^inSai- Integralfläche hat zwei Centraflächen. Alle diese Centraflächen genügen
flächen,

gjj^gj. partiellen Differentialgleichung erster Ordnung, die man folgender-

massen findet: Die Normalen einer Integralfläche J von (62) sind Tan-

genten der beiden Centraflächen und zwar bestimmen sie auf beiden

Centraflächen je oo^ geodätische Linien, deren Tangenten sie sind. Die

Centraflächen sind also so beschaffen, dass sie je oo^ geodätische

Linien enthalten, die zugleich Curven des vorgelegten Liniencomplexes

sind. Wenn umgekehrt eine Fläche die Eigenschaft hat, dass oo^

geodätische Linien auf ihr Curven eines vorgelegten Liniencomplexes

sind, so ist sie eine Centrafläche von oo^ Flächen, die alle od^ Tan-

genten der geodätischen Linien zu Normalen haben, also von oo^

Flächen, deren Normalen dem vorgelegten Complex angehören.

Nun kaim man erkennen, dass alle Flächen, auf denen oo^ geodä-

tische Linien Curven eines vorgelegten Liniencomplexes sind, einer par-



§ 4. Einige weitere Kategorien von partiellen Differentialgleichungen 1. 0. 685

Hellen Differentialgleichung erster Ordnung genügen. Zu diesem Zweck

betrachten wir einen Complexkegel und legen durch jede Mantellinie

die Tangentialebene T*und darauf die zur Tangentialebene senkrechte

Ebene E. Alle diese oc^ Ebenen umhüllen einen Kegel mit derselben

Spitze. Hiermit ist jedem Punkte ein neuer Kegel zugeordnet. Wir

fassen diese oc^ neuen Kegel als die Elementarkegel einer partiellen p. niffgi.
_^ ^ -^1.0. für

Differentialgleichung erster Ordnimg auf. Auf jeder Integralfläche der letz- diese

teren liegen wie überhaupt auf jeder Fläche oo^ Curven y des vorgeleg-

ten Complexes. In einem Punkte p einer dieser Cui-ven y ist die Tan-

gentenebene der Fläche eine Ebene E, und sie steht senkrecht auf einer

Tangentialebene T des ursprünglichen Complexkegels des Punktes p,

die y berührt. Die letztere Ebene ist nach Satz 21 des § 5, 7. Kap.,

S. 303, Schmiegungsebene von y in p. Die cx)^ Curven y auf der

Integralfläche der hergestellten partiellen Differentialgleichung haben

mithin die Eigenschaft, dass ihre Schmiegungsebenen auf den jeweiligen

Tangentenebenen der Integralfläche senkrecht stehen und sind demnach

geodätische Curven der Integralfläche.

Hiermit haben wir eine Kategorie von partiellen Differential-

gleichungen gefunden, die auf jeder Integralfläche oo^ Curven eines

vorgelegten Liniencomplexes zu geodätischen Linien haben.

Ist der Liniencomplex insbesondere linear, so ist sein Complex-
^„""pje"

kegel in ein Büschel degeneriert. Der vorhin construiei-te neue Kegel

ist daher ebenfalls ein Büschel, d. h. die betreffende partielle Differen-

tialgleichung ist linear. Wie wir wissen, kann man aUe Geraden eines

linearen Complexes durch eine infinitesimale Schraubung in einander

transformieren (nach § 3 des 6. Kap., S. 210). Daraus folgt, dass auch

die gefundene lineare partielle Differentialgleichung diese infinitesimale

Schraubung gestattet. Die Integralflächen sind also hier Schrauben- ^cyiTuvibon-

flächen.

Andererseits sind alle Flächen, deren Normalen dem linearen Com-

plex angehören, offenbar Schraubenflächen. Die soeben besprochenen

Flächen müssen nach unserer allgemeinen Theorie ihre Centraflächen

sein. In der That ist jede Centrafläche einer Schraubenfläche augen-

scheinlich wieder eine Schraubenfläche, welche durch dieselbe infini-

tesimale Schraubung in sich übergeht, wie die ursprüngliche Schrauben-

fläche.

Wir haben in diesem Kapitel eine Reihe von geometrischenAufaähig. d.

, .
behandelten

Problemen behandelt, die ihren analytischen Ausdruck in gewissen Probleme.

besonderen Kategorien von pai-tiellen Differentialgleichungen ei-ster

Ordnung •
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F(x, y, z, p,q) =
fanden. Es waren dies die folgenden Probleme:

1. Problem: Bestimmung der Differentialgleichungen F= 0, deren

Charakteristiken auf allen Integralflächen Haupttangentencurven sind.

Wir sahen in § 1, S. 642, dass diese .partiellen Differentialgleichungen

F=0 der Bedingung:

(F^ + F.P)F, + (F, + F,q)F, =
genügen, und haben alle derartigen Gleichungen F=0 aufgestellt.

2. Problem: Bestimmung der Differentialgleichungen F= 0, deren

Charakteristiken auf allen Integralflächen Krümmungslinien sind. Diese

Gleichungen F= erfüllen nach § 2, S. 657, die Bedingung:

(F,-{-F.q)F,-(F.-^F.p)F,-^{F,p-F.q+F.pq){F,p+F,g)= 0.

Auch alle derartigen Gleichungen F= haben wir aufgestellt.

3. Problem: Bestimmung der Differentialgleichungen F=0, deren

Charakteristiken auf allen Integralflächen geodätische Linien sind. Diese

Gleichungen F= genügen nach § 3, S. 673, einer Bedingung für F,

die auch die zweiten Ableitungen von F enthält. Einige hierher-

gehörige Kategorien von Gleichungen F= haben wir aufgestellt.

4. Problem: Bestimmung der Differentialgleichungen F=0, deren

Integralflächen m Normalen lauter Geraden eines gegebenen lAnien-

complexes haben. Dies Problem deckt sich mit der sofort ausführbaren

Integration der Gleichung:

pF. + qF, - F, = 0.

5. Problem: Bestimmung der Differentialgleichungen F=0, deren

Charakteristiken gerade Linien sind. Wir sahen in § 1, S. 641, dass

diese Differentialgleichungen F= entweder den beiden Gleichungen

F. + F,p = 0, F,j-i- F.q =
genügen oder aber die linearen partiellen Differentialgleichungen sind,

deren Charakteristiken ein Strahlensystem bilden. Auch diese Glei-

chungen jP= haben wir sämtlich bestimmt.

6. Problem: Bestimmung der Differentialgleichungen JF==0, deren

Integralflächen oo^ geodätische Curven enthalten, die einem vorgelegten

Liniencomplex angehören. Dies Problem wurde auf das vierte zurück-

geführt.

Man sieht, dass die Probleme mit Ausnahme des dritten auf

Gleichungen F ==0 führen, die solchen Bedingungen genügen, die par-

tielle Differentialglerchungen erster Ordnung für F mit den fünf unab-
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hängigen Veränderlichen x, y, z, p, q sind. Es gelang uns durch

geometrische Betrachtungen, diese partiellen Differentialgleichungen

erster Ordnung in fünf unabhängigen Veränderlichen vollständig zu

integrieren.

Weiterhin kann man je zwei der angegebenen sechs Probleme com- Andeutung

binieren. So liefert das erste mit dem vierten combiniert das Problem, Proweme.

alle partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung

F(x,y,0,p,q) = O

zu bestimmen, deren Charakteristiken auf allen Integralflächen Haupt-

tangentencurven sind und deren Integralflächen zu Normalen lauter

Geraden eines vorgelegten Liniencomplexes haben.

Es ist nun sehr beachtenswert, dass sich diese Probleme, die

durch Combination je zweier der angegebenen Probleme hervorgehen,

durch geometrische Betrachtungen vollständig lösen lassen. Äussere

Rücksichten lassen es uns aber angebracht erscheinen, diese Probleme

für den zweiten Band dieses Werkes zurückzustellen.
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stehende Abkürzungen: Bertrf. = Berührungstrangformation , C. = Curve, D. = Differentialgleichung,

E. = Ebene, Ger. = Gerade, p. = partiell, R. = Raum.

A.

At) b i 1 d ung d. char. Streifen als Linienel.

'd. E. 538, 544, 547; d. conform. Trfn.

d. R. als Bertrfn. d. E. 437; d. Curven

e. lin. Compl. als Minimale. 445, 452;

d. Elementver. d. E. als Curven d. R.

183; d. Flächenelem. zweier Räume
466, 468; d. Flächenelem. vermöge

e. Bertrf. d. R. 646; d. Fln. i. R. d.

lin. Compl. als Fln. i. R. d. Minimal-

ger. 457; d. Fln. 2. Gr. als Cykliden

471 ; d. geod. Kreise als geod. Kreise

167, 171; d. Geraden als Kugeln 463i;

d. Ger. als Kugeln angewandt auf

versch. Begriffe u. Probl. 650, 651,

654,655; d. Haupttgc. als Krümmgsl.

474; d. Integralgeb. e. p. D. 1. 0.

als Elementver. d. E. 536, 540, 543,

544, 547; d. Kugel auf d. E. 165;

d. Liniencompl. als Kugelcompl. 651;

d. Linienel. d. E. als Pkte. d. R. 108,

182 , 238 , 444; d. Linienel. 2er Compl.

auf einand. 451; d. Minimale, i. d.

E. 434; d. Minimalger. als Linienel.

d. E. 434, 444; d. Pkte. d. R. als

Kreise d. E. 428; d. Pkte. d. R. als

Minimalger. d. R. 445; d. Strahlen-

syst. als Kugelsyst. 650; d. vollst.

Lösg. e. p. D. 1. 0. als Pkte. d. E.

536, 544, 547; e. Nullsystems i. d.

Ebene 239, 247.

AbeTsches Theorem 407.

Ähnl. u. ähnl. geleg. eoncentr. Fln.

2 Gr 322.

Allgem. Lösg. e. p. D. 1. 0. 373, 404,

494, 535.

Aufeinanderfolge v. Pkttrfn. 28;

V. Bertrfn. 46; v. Pkttrfn. i. R. 602.

B.

Bahneurven e. inf. Pkttrf. 108, 607;

e. eingl. Gruppe 516.

Bedingung d. Schneidens 2er Geraden

269, 282; d. verein. Lage v. Linienel.

i. d. E. 39, i. R. 475; d. verein. Lage

V. Fläehenel. 523.

Berührungstransformation auf e.

Fl. 134; ausgeführt a. gew. D. 1. 0.

in X, y 47, 192; a. gew. D. 2. 0. i.

X, y 82; a. gew. D. 3. 0. in x, y 85,

a. p. D. 1. 0. 648; bei d. Abb. d.

ehar. Streifen als Linienel. 548; d. D.

y" = in sich 241 , 440 ; d. Ebene

43, abgeb. i. R. 192, 240; d. geod.

Kreise d. Fln. eonst. Krmmg. 148, 150;

d. Optik 100, 684; d. Raumes 647;

d. R. inv. bei inf. Dilat. 684; d. Ger.

in Ger. überführt 85; d. m. allen

Bewggn. d. E. vertauschb. ist 61;

d. m. allen Rot. u. Streckgn. m. festem

Pkt. vertauschb. ist 62; d. m. allen

Translat. d. E. vertauschb. ist 59, 131

;

d. Oü* Curven i. best. Weise i. oo*
Curven trf 83; e. gew. D. 2. 0. i.

sieh 84; erzeugt aus oo^ Pkttrfn.

66.

Berührung v. Curven 10; v. Fln. 464,

470, 666.

Bestimmung aller Bertrf. d. E. 47, 54;

d. Diffinv. e. inf. Bertrf. d. E. 116, 119;

d. inf. Bertrf. d. E. 93, 95.

Bewegung e. starren Krprs. m. festem

Pkt. 321.

Beziehung u. s. w. siehe Abbildung.

Bildcurve e. Elementvereins 183.

Bilineare Relation, d. e. Dualität

defin. 229, 643; d. e. Nullsyst. defin.

229.

Binet'seher Complex 321.

Brenncurven e. Strahlensyst. 271,456.

Brennflächen e. Kugelsyst. 650; e.

Strahlensyst. 270, 456.

Bündel v. lin. Liniencompl. 300.

Büschel V. lin. Liniencompl. 292.

c.

Cayley'sehe Regelfl. 3. 0. 410.

Centraflächen 666, 684.

Centralaxe d. Nullsyst. 227.
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Charakteristiken (char. Curven) e.

linear, p. D. 1. 0. 541; e. p. D. 1. 0.

261, 498, 499, 509, 536; als Un-
bestimmtheitscurven 503; d. Geraden
sind 641, 642; d. geod. Lin. sind

666, 667, 671; d. Haupttgc. sind

308, 636, 639, 640, 649; d. Haupttgc.
u. Krmmgsl. siad 658; d. Krmmgsl.
sind 649, 657, 666, 672; durch e.

Pkt. 551.

Charakteristische Function 95,

107; bei Einführ, neuer Veränd. 116.

Charakteristische Streifen e. lin.

p. D. 1. 0. 541; e. p. D. 1. 0. 538,

555, 558; bei Ausführ. e. Bertrf. d.

R. 648; durch e. Pkt. 551; durch
verein. Flächenel. 551; in verein.

Lage 539, 546, 551.

Clairaut'sche D. 31, 42.

Complexv. Greraden siehe Liniencompl
.

;

V. Kugeln siehe Kugelcompl.
Complexcurve 302.

Complexkegel 285.

Confocale Fln. 2. Gr. 322.

Conforme Abbild. 143, 151, 165, 169;
inf. Trf. auf Fln. 143; Trf. d. E. 7,

413; Trf. d. E., die Ki-eise i. Kreise

überf. 414, 416, 417, 418; Trf. d. R.

419, 427; Trf. d. R. v. «Dimens. 426.

Conjugierte Pkte. b. Kegelschn. 22;

ia zwei Räumen 446.

Coordinaten d. Flächenel. 258, 491;

d. Linienel. d. E. 11, 576; d. Linienel.

d. R. 249, 475; d. Minimalebenen 432;
d. Minimalgerad. 432.

Curven d. Complexes siehe Complex-
curven; d. Nullsjst. (lin. Compl.) 230,

237, 445, 449; dritten Gr. i. tetr.

Compl. 345; d. proj. Trfn. gestatten

333, 334; d. tetr. Compl. 326, 327,

328, 333; gleicher Gattg. durch gem.
Pkt. 395; vierter 0. bei Trlfln. mit
4 Erzeuggn. 407.

Cyklide v. Dupin 471.

Cylindrische Coord. 590.

D.

Deutung v. x, y, p als Pktcoord. i. R.

107.

Differentialgleichung(en) d. Cha-
rakter, e. p. D. 1. 0. 509; d. char.

Streifen 555; d. geod. Kreise e. Fl.

const. Krmmg. 149; 1. 0. in x, y 40;
1. 0. i. aj, y, die Bertrf. gestattet

104, 106, 111; 1. 0. i. X, y ausgedr.

i. Liniencoord. 30; 1. 0. i. d. E. bei

Deutg. i. R. 576; partiell, siehe unter
Part. D. u. unter Integrationsprobl.;

2. 0. i. a;, y 76, 82; 2. 0. reduc. auf
t/"==0 9; V. Clairaut 31, 32, 112.

Differentialinvariante(n) 1. 0. bei
inf. Bertrf d. E. 110; höh. 0. bei
inf Bertrf. d. E. 121; vertauschbarer
inf. Bertrf. d. E. 130; v. Schwarz
175.

Dilatation i. d. E. 14, 58, 96, 111;
i. R. 656, 680, 681.

Doppelverhältnis e. Ger. m. e. Te-
traeder 312, 324; i. Büschel v. lin.

Compl. 296; i. NuUsyst. 215.

Dualität i. d. E. 57; i. R. 229, 643.

Dupin 'sehe Cyklide 471.

E.

Eigentliche Bertrf. 48.

Einfach transit. Gruppe 318.

Eingliedrige Gruppe 92, 602.

Elementarkegel als Verein von
Flächenel. 528 ; als Verein v. Linienel.

478; e. Kugelcompl. 668; e. Monge-
schen Gl. 250, 510; e. p. D. 1. 0.

492, 510, 518.

Elementbüschel als char. Streifen

543.

Elementmannigfaltgkt. 39.

Elementstreifen 528, 530.

Elementverein siehe Verein.

Erweiterte Pkttrf. d. E. 12, 13, 47.

Erweiterung e. Bertrf. d. E. 82, 137;
e. Pkttrf. d. E. 12, 98; e. Pkttrf. d.

R. hinsichtl. d. Flächenel. 577, 597,

599; e. Pkttrf. d. R. hinsichtl. d.

Linienel. 479.

Erzeugung d. Integralfln. e. p. D. 1.0.
durch Char. 512; durch char. Streifen

538; d. Integralgebilde e. p. D. 1. 0.

durch char. Streifen 544, 559, 560,

563.

Euler 'sehe Trf. 645, 646.

Existenzbeweis f. d. vollst. Lösg. e.

p. D. 1. 0. 555, 561.

F.

riäche(n), auf denen oo* geod. Lin.

Curven e. Liniencompl. sind 684;
conjug. z. e. Compl. 376; conjug. z.

tetraedr. Compl. 384, 390; const.

Krmmg. 148, 165; deren Haupttg.
d. einen Schar e. Liniencompl. angeh.

369, 373, 655, 656; deren Haupttg.

d. e. Schar e. tetr. Compl. angeh. 360,

375; deren Krmmgskugeln d. e. Schar
e. Kugelcompl. angeh. 655; deren

Normalen e. Liniencompl. angeh. 676,

678, 681; die auf Rotatfln. abwickelb.

sind 158, 167, 171; die ao- proj.

Trfa. gestatten 334; m. geg. sph.

Bild d. Haupttgc. 401; reciprok hin-

sichtl. d. lin. Compl. 455; 2. Gr. abgeb.

Lie, Geometrie der Berilhrungstrangformationen I. 44 [30. UI. 1896.]
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als Cyklide 471; 2. Gr. b. quadr.

Trf. 353; 2. Gr. b. tetr. Compl. 347,

351; 3. 0., 4. Cl. 352; 4. 0., 3. Cl.

342, 354, 394.

Fläch eiielement(e) 39, 178, 257, 484,

491 ; i. verein. Lage 522 ; reciprok

hinsichtl. d. lin. Compl. 454.

Fresnel'sche Wellenfl. 272.

Fusspunkttrf. 17, 63; infinit. 99."

Gattung V. Curven 331, 339, 358
V. Curven b. dual. Trf. 332 ; v. Curven
d. tetr. Compl. 331; v. Flächen 334
V. Linienel. 329, 338, 358.

Geodätische Kreise 135, 165, 167
Krümmg. 135, 168; Linien 160, 166

656; Linien als Char. e. p. D. 1.

667, 671, 673.

Geometrie d. Flächenel. 481; d. Linien-

el. i. R. 177; d. Zirkels 9.

Geometrische Deutung d. char. Fct.

95.

Geraden als Charakt. e. p. D. 1. 0.

641, 642; als Integrale, e. Monge-
schen Gl. 251; als Integrale, e. Pfaff-

schen Gl. 210.

Geradentransformation 85.

Geschichtliches über: Abbild, d.

Linienel. d. E. als Pkte. d. R. 182;

Bertrf. 44, 54, 74, 88; conf. Trf. d.

R. 425; Dilatation IG; Dualität 57;
Elementarkegel 518; Erzeugg. v.

Bertrf. aus oo^ Pkttrfii. 66; Fln. mit
cx) vielen Bertrf. d. geod. Kreise 133;
Fusspkttrf. 17, 21; geod. Abbildg.

166, 171; Geradenscharen i. R. 268;
inf. Bertrf. 89; Integrationsprobl. v.

gew. D. 41, 42; intermed. Integrale

87; Involution 566; Liniencoord. 29;
Mannigfaltigktsbetrachtgn. siehe R.
vonwDim.; Minimale. 433; Monge-
sche Gin. 248; Nullsyst. (lin. Compl.)
212, 229, 298; p. D. 1. 0. 260, 514,

522; p. D. 1. 0. V. d. Form:
F{p, q, z — px — qy) = 265 (be-

richtigt 518); p. D. 2. 0. 368; Pfaff-

sche Gin. 193, 206; proj. Trfn. 5;
Raum V. n Dim. 274, 519; recipr.

Polaren i. Nullsyst. 214; Rotationsfln.

161; Spiralfln. 162; tetraedr. Compl.
320; Trf. durch rec. Polaren 17, 26,

27, 57; Trf. durch rec. Radien 6, 423.

Gewöhnl. DifFgln. siehe unter D.
Gleichung d. geod. Kreise auf Fln.

const. Kr. 149; ß = für Bertrfn.

48, 53 ; zwischen den Liniencoord. 280.

Gnomonische Project. 166.

Gruppe d Ähnlichktstrfn. i. R. 443;
d. conf. Trfh. 422; d. Dilat. i. d. E.

59, 96; d. Fusspkttrfn. 65; d. proj.

Trfn. eines Tetraed. 317; eingliedrig

92, 602; erzeugt v. inf. Trf. 91.

Gruppeneigenschaft 6.

H.

Haupttangentenc. als Charakt. 637,

639, 640; d. Integrale, e. p. D. 1. 0.

308, 637, 639, 640; d. Regelfln. 235,

310; d. tetraedralsymm. Fln. 341;
d. zum tetr. Compl. conj. Fln. 392;
i. d. Geom. d. Flächenel. 472.

Homogene Coord. d. Linienel. d. Ebene
576; 1. p. D. 1. 0. 487, 489, 575;
Liniencoord. siehe unter Liniencoord.

Huygens'sches Princip 97, 102.

I.

Identität zwischen d. Liniencoord. 280.
Infinitesimale Ähnlichktstrf. i. R.

443; Bertrf. d. E. 92, 95, 107, 116;
Bertrf. d. E. reduc. auf Translat. 120;
Bertrf. d. geod. Kreise 137, 148, 165;
Bertrf. d. Kreise d. E. 150; Bertrf.,

d. Pkte. i. Kreise verwand. 139; Bertrf.

d. Mechanik 102; Bertrf. d. Optik 100;
Bewegg. d. R. 206, 209, 211; conf.

Trf. d. R. 441, 443; Dilat. d. E. 96,

111; Dilat. d. R. 681; Fusspkttrf.

99; proj. Trf. 595; Pkttrf. 97, 1()8,

596; Pkttrf. d. geod. Lin. 160; Pkttrfn.

d. R. mit gemeins. Bahne. 613; Pkttrf.

d. R. reduc. auf Translat. 605 ; Rotat.
207, 591; Rot. ausgeführt auf e. p.
D. 1.0. 591, 601; Trf. 90, 602; Trf.

ausgef. auf e. p. D. 1. 0. 599; Trans-
lation 207, 586, 605; Translat. aus-
gef. auf e. p. D. 1. 0. 586; Schraubg.
209, 595.

Integral d. Dn. d. char. Streifen bei
Ausführung e. inf. Pkttrf. 627.

Integralcurven e. Monge'schen Gl.

250, 256, 369, 553; e. p. D. 1. 0.
531, 533, 534; e. PfaflP'schen Gl.

186, 193; V. sim. gew. D. 1. 0. 486,
490.

Integralflächen e. 1. p. D. 1.0. 485;
e. p. D. 1. 0. 491, 501, 505, 512;
e. p. D. 1. 0. erzeugt v. char. Streifen

538.

Integralgebilde e. p. D. 1. 0. 529;
erzeugt v. char. Streifen 544, 552,

559, 563; v. Oü^ Elem. 530.

Integralmannigfaltigkeit 490.

Integrationsproblem e. gew. D. 1. 0.

in a;, t/ 40, 188; e. gew. D., die auf
y'" = reduc. ist 86 ; e. Monge'schen
Gl. reduc. auf das e. p. D. 1. 0. 553;
e. 1. p. D. 1. 0. 484, 488, 490, 516;
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e. p. D. 1. 0. 490, 493, 494, 529,

561, 562, 569, 573; e. Pfaif'sehen

Gl. 203, 206; vop OO^ p. D. 1. 0.

573.

Intermediäre Integrale e. gew. D.

2. 0. in a;, y 76; Integralgl. e. p. D.

2. 0. 372.

Invariante Curven u. FLn. bei inf.

Pkttrf. i. R. 108; D. 1. 0. bei inf.

Bertrf. d. E. 111; D. bei cont. Schar
von Trfii. 137; Fct. bei inf. Bertrf.

d. E. 109; Fct. bei inf. Pkttrf. d.

R. 109; Gl. bei inf. Bertrf. d. E. 110.

Invariantentheorie 9.

Invarianz d. Invol. bei Pkttrf. 580;

e. Monge'sehen Gl. bei Pkttrf. 337;

e. p. D. 1. 0. bei e. Rot. 590; bei e.

Translat. 585; bei eingl. Gruppe v.

Pkttrfn. 602; bei inf. Dilat. 681; bei

inf. Pkttrf. 599; bei inf. Rot. 592;

bei inf. Translat. 586; bei zwei inf.

Pkttrfn. 613, 615.

Involution linearer Compl. 297; v.

Fctn. 74, 566, 572; v. 2 p. D. 1. 0.

566, 567, 610.

Involutorische Dualität 230; Trf. 7;

Trf. von besond. Art 342.

Isothermen i. d. E. 7.

287, 651; Liniencompl. bei proj. Trf.

d. R. 289; Liniencompl. speciell siehe

unter Speciell; p. D. 1. 0. 267, 484,

514, 532, 540, 574, 579, 615; p. D.

1. 0. defin. durch e. Strahlensyst. 488;

p. D. 1. 0., deren Char. Haupttgc.
sind 638; p. D. 1. 0., deren Char.
Krmmgsl. sind 658, 665; p. D. 1.0.,

deren Integralfln. constante Winkel
bilden 660, 664; tot. D. 178, 181;
Trf. 3.

Liniencomplex 179, 182, 253, 270,

276, 285; d. e. inf. Rot. gestattet

611, 622; d. e. inf. Translat. gestattet

. 623 ; d. Minimalgeraden 255 ; d.

Tangenten e. Fl. 255; d. Treffgeraden
eines Kegelschnitts 254, 357; d. 2

vertauschb. inf. proj. Trfn. gestattet

624; m. oo^ Haupttgc. 637.

Liniencoordinaten d. E. 29; d. R.

273, 275, 277, 278, 281, 283; bei

Änderg. d. Coordin.-Syst. 276; bei

proj. Trf. d. R. 277, 279, 285.

Linienelement d. E. 11; d. E. als

Bild eines char. Streifens 538, 545;
d. R. 177, 249, 328, 475.

Logarithmische Abbild. 179, 356,

364, 365, 366, 386.

K
(siehe auch unter C).

Kanonische Veränd. 614.

Kegel beim tetr. Compl. 314, 345, 394.

Klammerausdruck zweier inf. Trfn.

123, 124, 597.

Klammersymbol [] 69, 566.

Kreise d. E. als Bilder d. Pkte. d. R.

428.

Kreispunkte 5.

Krümmungskugel 475, 651.

Krümmungslinien als Char. e. p. D.

1. 0. 649, 650, 657, 660, 665; i. d.

Geom. d. Flächenel. 473.

Kugel abgeb. als Gerade 464; abgeb.

als Strahlensyst. 1.0. 1. Cl. 462; als

Regelfl. V. Minimalger. 461.

Kugelcomplex 651, 668; d. alle Dilat.

gestattet 655; d. Kugeln, d. e. Kugel
unter const. Winkel schneid. 653.

Kugelkreis 208, 429.

Kugelsystem 650, 654; i. Kugel-
compl. 655.

Kummer'sche Fl. 272, 323.

L.

Legendre'sche Trf. 645.

Linear ableitb. inf. Trfn. 123, 597.

Lineare(r) gew. D. 2.0. 172; hom. p.

D. 2. 0. 398; Liniencompl. 212, 272,

M.

Malus'scher Kegel 270.

Minimalcurven 134, 143, 151, 169,

420, 429, 433; abgeb. als C. d. lin.

Compl. 449.

Minimaldeveloppabele 429, 432,

550, 659, 663.

Minimalebene 429, 432, 550.

Minimalfläche, die Translationsfl.

m. 4 Erzeuggn. ist 411; v. Scherk
410.

Minimalgeraden 421, 429, 432, 550,

665.

Minimalschraubenfl. 410.

Monge'scher Ausdruck 179.

Monge 'sehe Gl. 178, 249, 302, 305,

335; bei Einführ, neuer Veränd. 335;

d. e. p. D. 1. 0. zugeordn. ist 501,

511; d. e. Kugelcompl. zugeordn. ist

668; d. Minimale. 420; eines Linien-

compl. 254, 287, 302; eines tetraedr.

Compl. 318, 326.

N.

Neue Veränderliche i. Bertrf. d. E.

56; i. doppelter Auffassg. 335, 336;

i. eingl. Gruppe v. Bertrf. d. E. 114;

i. inf. Bertrf. d. E. 113; i. inf. Pkttrf.

d. R. 603 ; i. 2 vertauschb. inf. Pkttrf.

d. R. mit verschied. Bahne. 617.

44*
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Normalen v. Fln. 2. Gr. 322, 324.

Normalformen f. d. Nullsyst. 222,

223, 291.

Normalgeschwindigkeit d. Welle
102.

Normalenproblem beim Liniencompl.

676.

Normalensystem v. Fln. 271, 273.

Nullebene 212, 272, 290.

Nullgerade 212.

Nullkugel 421, 664.

Nullpunkt 219, 272, 290.

Nullsystem 179, 182, 212, 222, 272,

287 ; siehe auch unter lin. Liniencompl.

0.

Orthogonalcurven einer Flächen-

schar als Char. e. p. D. 1. 0. 659.

Orthogonalprojection 3.

Orthogonalsysteme 103.

P.

Parallelcurven 431.

Partielle Differentialgl. 1. 0. in

X, y, Z 178, 181, 260, 490, 516, 529;

bei e. Bertrf. d. R. 648; deren Char.

geod. Linien sind 666, 667, 671, 675;

deren Char. Geraden sind 641, 642;

deren Char. Haupttgc. sind 636, 639,

640, 649; deren Char. Krümmgsl.
sind 649, 657, 666, 672; deren Char.

Krmmgsl. u. Haupttgc. sind 658; der

Fln., deren Normalen e. Compl. angeh.

676, 679, 681, 684; deren Integralün.

je oo^ Curven e. Compl. zu geod.

Lin. haben 685; der zum tetr. Compl.
conjug. Fln. 385; des tetr. Compl.

359; die alle Dilat. gestattet 680,

681 ; die e. inf. Pkttrf. gestattet 599,

605, 608, 610; die e. inf. Rot. ge-

stattet 591, 602, 612; die e. inf.

Translat. gestattet 586, 606; die e.

Kugelcompl. zugeordn. ist 669; die

e. Liniencompl. zugeordn. ist 260 , 307,

369; die zwei inf Pkttrfn. gestattet

613, 615, 620, 622, 628, 633, 635;
die zwei inf Translat. gestattet 588;
frei \. p,q 531, 543, 554, 579; frei

V. ic, y 588; linear siehe unter Linear;

lin. hom. siehe unter Homogen; v. d.

Form: F{p, q, z — xp — yq) =
265, 496, 641, 658.

Partielle Differentialgl. 2. 0. 368,

383; lin. hom. 398.

Pfaff'sche Gleichung 178, 181, 185,

193, 210; eines Nullsyst. 218, 290;
m. (X)' Integralgerad. 218.

Pfaff'scher Ausdruck 182.

Plücker'sche Fl. 394; Gin. 27.

Polaren einer algebr. C. d. E. 65.

Pol u. Polare b. Kegelschn. 21.

Probleme üb. p. D. 1. 0. i. d. Geom.
686.

Protection d. Minimale. 430.

Projective Trf. d. E. 4; d. R. 219;

d. R. ausgef. auf e. Nullsyst. 220,

224, 289; m. festem Tetr. 315.

Punkt als Integralgeb. e. p. D. 1. 0.

546.

Punkttransformation d. E. 2; d. R.

335; d. R. ausgef auf e. Pfaff'sche

Gl. 181, 192; d. R. ausgef auf e.

p. D. 1. 0. 578; erweitert siehe unter

Erweitg. ; inf. siehe unter Infin.

Q.

Quadratische Trf 353.

R.

Raum V. n Dim. 274, 489, 515, 519;

angew. auf p. D. 520.

Reciproke Fln. b. lin. Compl. 455;
Flächenel. b. lin. Compl. 454, 467;

Polaren b. Nullsyst. (lin. Compl.) 214,

290, 454, 457.

Reduction Pfaff'scher Ausdr. 198, 201;
Pfaff'scher Gin. 194.

Regelfi ächen v. Minimalgeraden 460;

V. Nullger. 234, 460.

Relationen bei e. Bertrf d. E. 68, 73.

Rollcurven 66.

Rotation ausgef auf e. p. D. 1. 0.

590.

Rotationsflächen 158, 161, 167, 171.

Rückkehrc. d. Char. einer Integralfl.

500, 553.

s.

Schar V. oo^ char. Streifen 565; v. oo'
Geraden siehe Liniencompl.; v. oo*
Kreisen v. besond. Art i. R. 665;

V. oo^ Kugeln siehe Kugelsystem;
V. oo^ Kugeln siehe Kugelcompl.;

V. oo^ Linienel. d. E. 33.

Scherk'sche Minimalfl. 410.

Schnitt d. Integralfl. e. p. D. 1. 0.

m. e. E. 544.

Schraubenfläche 410, 595, 685.

Schraubung 208, 209.

Schmiegungsebene e. C. d. Nullsyst.

231; e. C. e. Liniencompl. 303.

Semilineare hom. p. D. 1. 0. in 5

unabh. Veränd. 640, 658.

Singuläre(s) Integralgeb. e. gew. D.

1. 0. 41, 190; Lösg. e. p. D. 1. 0.

494, 534.

Specielles Nullsyst. (sp. 1. Compl.



Sachregister. 693

213, 288, 292; Strahlensyst. 1. 0.

u. 1. CI. 187, 214. ,

Spiegelung an e. Pkt. 363, 366.

Spiralflächen 162, 165.

Stationäre Strömg. 91, 108.

Stau dt 's Satz über Doppelverh. b.

Tetr. 312, 324.

Steiner 'sehe Fln. 4. 0. 342, 354, 394.

Stereographische Proj. 166, 167.

Strahlensystem 270, 272, 291, 294;
1.0. u. 1. Cl. 187, 213, 292, 295, 462;
i. lin. Liniencompl. 455; i. Linien-

compl. 655; i. Verb. m. tetr. Compl.
397; V. Normalen confoc. Fln. 2. Gr.

323; zur Defin. e. 1. p. D. 1. 0. 488.

Symbol d. Env-eitg. e. inf. Pkttrf. d.

R. 599; d. inf. Bertrf. d. E. 94, 115;
d. inf. Pkttrf. d. R. 442, 597, 603.

Symbolische Bezeichng. d. Trfn. 5,

7, 21, 28.

System v. gew. D. f. d. char. Streifen

555; V. sim. gew. D. 1. 0. 485, 488;
V. 2 1. hom. p. D. 2. 0. 400.

T.

Tetraedraler Compl. 272, 311, 314,

317, 612.

Tetraedralsymmetrische Curven u.

Fln. 325, 333, 341.

Tissot's Satz 168.

Torsion e. Complexc. 308; e. C. d.

Nullsyst. 231.

Trägheitsaxen 321.

Transformation d. Flächenel. b. e.

Pkttrf. 577; d. Flächenel. ausgef. auf
e. p. D. 1. 0. 643; d. Gerad. i. Kugeln
463, 646; d. Integralgeb. e. p. D. in

sich 581, 583; d. Liniencoord. b. proj.

Trf. d. R. 277, 279, 285; d. Linienel.

d. E. 14; d. Linienel. d. R. 478;
d. Pkte. u. Linienel. i. d. E. 12;
d. tetraedr. Compl. 337; durch rec.

Polaren i. d. E. 21, 32, 56; durch
rec. Polaren m. festem Tetr. i. R. 313;
durch rec. Radien i. d. E. 6, 423;

durch rec. Radien i. R. 423; v. bes.

Art 337.

Translation ausgef auf e. p. D. 1. 0.

584.

Translationsflächen 361, 381, 383;
m. 4 Erzeuggn. 404, 406, 409, 411;
m. oc vielen Erzeuggn. 363, 407.

Triviale Bertrf. e. gew. D. 1. 0. 104;
inv. D. 1.0. bei geg. Bertrf. d. E. 107.

u.

Übertragungsprincipe 2, 551, 564.

Umhüllende d. Char. auf Integralfln.

-500, 553; v. Fln. i. d. Theorie d. p.

D. 1. 0. 493, 534.

Unabhängige inf. Trfn. 122, 597.

Unbestimmtheitscurven 503.

Unendliche Gruppe 60.

V.

Variation d. Const. 517.

Verallgemeinerung d. inf. Dilat. 100
d. stereogr. Proj. 167, 171.

Verein V. Flächenel. 523, 528; V.Linien
el. i. d. E. 38, 39; v. Linienel. i. d
E. abgeb. als C. i. R. 183; v. Linienel

i. R. 475, 478.

Vereinigte Lage v. Flächenel. i. R
522; V. Linienel. i. d. E. 38; v Linienel

i. R. 475.

Vertauschbare inf. Bei-trfn. 125, 129
inf. Trfn. 125, 615.

Vertauschbarkeit d. Trfn. 2er eingl

Gruppen v. Bertrfn. 129, 133; v. Trfn

59, 317.

Vollständige Lösg. e. p. D. 1. 0. 492,

530.

w.
Wellenbewegung bei belieb, eingl.

Gruppe V. Bertrf. d. E. 102; i. elast

Medium 101 ; i. isotrop, elast. Medium
96, 684.

Wirbeltheorie 206.
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Verlag Yon B. G. Teutouer in Leipzig.

Lie, S., Vorlesungen über continuierliche Gruppen mit geo-

metrischen und anderen Anwendungen. Bearb. u. hrsg. von

Georg Scheffers. Mit Figuren im Text. [XV u. 810 S.]

gr. 8. 1893. geh. n. Jl. 24.—
In den Jahren 1873—84 begründete Lie eine Theorie der endlichen kontinuierlichen

Transformationsgrappen, die jetzt schon von namhafter Seite als eine neue mathematische
Discipliu bezeichnet worden ist, die für mehrere andere Zweige der höheren Mathematik,
besonders für die Theorie der Differentialgleichungen, grofse Bedeutung besitzt. Eine syste-

matische Darstellung dieser Theorie findet man in der in gleichem Verlage erschienenen
„Theorie der Transformationsgruppen, unter Mitwirkung von Prof. Engel bearbeitet von
Sophus Lie". Bei der Abfassung dieses Werkes waren jedoch gröfste AUgemeinbeit und
möglichste Strenge der Entwickelungen die leitenden Gesichtspunkte, so dafs pädagogische
Kücksichten erst in zweiter Linie zur Geltung kamen. Infolgedessen ist das citierte Werk
weniger für die erste Einführung in die Tlieorie als vielmehr für das gründliche Studium
derselben berechnet. Versuche, die von anderer Seite gemacht wurden, eine einfachere Be-
gründung der Fundame utalsätze zu liefern, können schon deswegen diese Theorie nicht zu-
gänglicher machen, weil auch sie die Betrachtungen in n Veränderlichen und überdies in noch
abstrakterer Form geben.

In älteren Arbeiten sowie in seinen Vorlesungen schlug Lie einen anderen Weg ein,
indem er die Theorie zuerst in einer, zwei und drei Veränderlichen auseinandersetzte, ehe er
zur allgemeinen Betrachtung in n Veränderlichen übersing. Dadurch fanden die Begriffe und
Sätze eine anschaulich geometrische Deutung, die der Verständlichkeit der rein analytischen
Entwickelungen zu gute kam.

Dieser Weg wird nun auch in den hier angezeigten Vorlesungen eingeschlagen:
Zunächst werden die wichtigsten Begriffe der Gruppentheorie an projektiven Gruppen der
Geraden und der Ebene erläutert und sodann alle diese Gruppen, schliefslich überhaupt alle

endlichen Gruppen der Ebene berechnet. Alsdann wendet sich die Betrachtung zu Gruppen
des Baumes, um endlich in den Gruppen in n Veränderlichen ihren Abschlufs zu finden. Da-
zwischen sind Abschnitte über Anwendungen der Gruppentheorie eingeschaltet, so über den
Zusammenhang mit der modernen Invariantentheorie der ganzen Funktionen und — nach den
Arbeiten verschiedener Autoren— mit den komplexen Zahlensystemen sowie über das Äquivalenz-
problem'von Gebilden gegenüber einer Gruppe und schliefslich über Anwendungen auf Differential-

gleichungen mit Fundamentallösungen.
In diesem Werke werden die Beweise der Fundamentalsätze der Gruppentheorie aus dem

citierten gröfseren Werke wiedergegeben, jedoch unter Weglassimg aller jener Betrachtungen,
welche zu den Beweisen nicht unbedingt nötig sind, sondern teils zu ihrer anschaulichen
Deutung teils deswegen aufgenommen waren, um gleichzeitig viele andere an sich bedeutungsvolle
Sätze über infiinitesimale Transformationen abzuleiten. Nach Fortlassung aller dieser Nebenbe-
trachtungen lassen die alsdann rein analytischen Betrachtungen an Kürze nichts zu wünschen übrig.

An Vorkenntnissen setzt dies Werk streng genommen nur einiges aus der Theorie
der gewöhnlichen Differentialgleichungen voraus. Andere Hilfsmittel, wie die der projektiven
Geometrie, werden im Texte selbst entwickelt. Indem das Buch im Gegensatz zu dem citierten
Werke stets vom Besonderen zum Allgemeinen fortschreitet, gestattet es ein bequemes Eindringen
in die Theorie der Transformationsgruppen, sowohl für solche, die nicht allzuviel Spezial-
studien darauf verwenden wollen, als auch namentlich für Studierende in mittleren Semestern.
Leser, die schon die „Vorlesungen über Differentialgleichungen mit bekannten infinitesimalen
Transformationen" aus demselben Verlage kennen, werden die Lektüre besonders leicht finden.
Doch ist die Kenntnis dieses Buches durchaus nicht nötig, um das hier angezeigte zu verstehen.

Vorlesungen über gewöhnliche Differentialgleichungen
mit bekannten infinitesimalen Transformationen. Bearb. u.

hrsg. von G. Scheffers. [XVIu.568 S.] gr.8. 1891. geh. n. JK 16.—
Das vorliegende elementare Lehrbuch beschäftigt sich mit der Integration von ge-

wöhnlichen und linearen partiellen Differentialgleichungen und setzt wesentlich nur den Begriff
des Integrals und die Existenz desselben als bekannt voraus. Es eignet sich somit für Studierende
etwa im 4. Semester, welche eine gründliche Vorlesung über Differential- und Integralrechnung
gehört haben. Für das leichtere Verständnis ist es nützlich, aber keineswegs notwendig, dafs
dem Leser die Anwendung einfacher geometrischer Vorstellungen in der Differential- und
Integralrechnung einigermafsen geläufig sei.

Gegenstand dieser Vorlesungen ist zunächst die Entwickeluug der in den ge-
bräuchlichen Lehrbüchern enthaltenen elementaren Integrationsverfahren,
welche daselbst als einzelne, von einander unabhängige Theorieen dargestellt werden , während
sie hier als Ausflufs aus einer allgemeinen Methode auftreten. Diese Methode giebt
eine Integrationstheorie für alle Differentialgleichungen, welche eine oder mehrere intinitesimale
Transformationen oder , was auf dasselbe hinauskommt , eine kontinuierliche Transformations-
gruppe gestatten. Es zeigt sich, dafs diejenigen allgemeinen Klassen von Differentialgleichungen,
welche die älteren Mathematiker integrierten und die in den Lehrbüchern betrachtet werden, eben
als die allgemeinsten Differentialgleichungen charakterisiert werden können, die gewisse Gruppen
von Transformationen zulassen. Es kommt somit der moderne Begriff der Differentialin-
varianten, wenn auch in versteckter Form, in jedem Lehrbuche über Differentialgleichungen vor.

In diesen Elementarvorlesungen werden nun gewöhnliche Differentialgleichungen erster,
zweiter und dritter Ordnung sowie lineare partielle Differentialgleichungen in drei tind vier
Veränderlichen integriert, welche bekannte infinitesimale Transformationen gestatten. Der
Leser wird hierdurch vorbereitet zur Inangriffnahme des allgemeinen und ganz besonders wich-
tigen Problems, ein sogenanntes voUständiges System mit bekannter Gruppe zu integrieren.
Die allgemeine Erledigung dieses Problems, auf das sich aufserordentlich viele wichtige
andere zurückführen lassen, würde jedoch ztinächst das Studium der Transformationsgruppen
erfordern. Das Wenige, was von der Theorie der Transformationsgruppen in diesem Lehrbuche



gebraucht wird, ist ausführlich von den ersten Elementen an entwickelt. Daher kann dies
Werk dazu dienen, einerseits die Bedeutung der Gruppentheorie klar zu machen, andererseits
das Eindringen in dieselbe in besonderem Mafse vorzubereiten.

Schliefglich mufs noch bemerkt werden, dafs durch zweckmäfsige Teilung des Stoffes
dafür Sorge getragen ist, dem Anfänger zunächst die leichteren Partieen verständlich zu machen,
indem schwierigere oder weiterführende Entwickelungen , die beim ersten Lesen überschlagen
werden können, durch kleineren Druck gekennzeichnet wurden. Auch sind, wo es immer an-
ging, zahlreiche Übungsbeispiele — rund 200 — eingeschaltet. Dafs das Werk auch
Fachmännern mancherlei Interessantes darbietet, liegt schon in seiner eigenartigen Methode.

Lie, S., T h e r i e d e r T r a n s f rm a t i n s g r u p p e n. Unter Mitwirkung von
Dr. Friedrich Engel bearbeitet. In 3 Abschn. gr.8. geh. n.</Ä[60. —

I. Abschnitt. [X u. 632 S.] 1888. n. M. 18.—. II. Abschnitt. [VIII u. 555 S.] 1890.

n. M. 16.—. III. Abschnitt. [XXVII u. 831 S.] 1893. n. M. 26.—.
Abschnitt I: Galoisund seine Nachfolger, besonders C. Jordan, haben die fundamentale

Bedeutung des Begriffes einer diskontinuierlichen Gruppe für die Theorie der algebraischen
Gleichungen in helles Licht gesetzt. Derselbe Begriff ist später von Dedekind für die Zahlen-
theorie und in den letzten Jahren namentlich von Klein, Poincarö und Picard mit grofsem
Erfolge für die allgemeine Eunktionentheorie verwertet worden.

Es giebt nun neben den diskontinuierlichen Gruppen noch andere Kategorieen von
Gruppen, unter denen zunächst die endlichen kontinuierlichen Gruppen Beachtung
verdienen, indem ihre Theorie für mehrere mathematische Disciplinen, insbesondere für die
Theorie der Differentialgleichungen von grofser Bedeutung ist.

Das vorliegende Werk giebt eine ausführliche und systematische Darstellung von Lies
vieljährigen Untersuchungen über diesen Gegenstand, welche bisher in vielen einzelnen, meist
schwer zugänglichen Schriften niedergelegt worden sind.

Abschnitt II: Der zweite Abschnitt enthält die Theorie der Berührungstransformationen
und der Gruppen von solchen Transformationen, er zerfällt in fünfAbteilungen : In den beiden ersten

werden der Begriff und die Eigenschaften der Berührungstransformatiouen entwickelt, die dritte

Abteilung handelt von den infinitesimalen Berührungstransformationen, die beiden letzten be-

schäftigen sich mit der Theorie der Gruppen von Berührungstransformationen.
In der ersten Abteilung ist überdies die Theorie der partiellen Differentialgleichungen

erster Ordnung entwickelt, soweit es für den Plan des Ganzen notwendig war.
Besonders mufs erwähnt werden, dafs die beiden ersten Abteilungen, welche beinahe

die Hälfte des ganzen Bandes ausmachen, von den Entwickelungen des ersten Abschnitts ganz
unabhängig sind und daher auch von solchen verstanden werden können, welchen der erste

Abschnitt unbekannt ist.

Abschnitt IH: Die beiden ersten Abschnitte cuthalten die allgemeine Theorie der
endlichen kontinuierlichen Gruppen, der dritte Abschnitt bringt zunächst eine ganze
Beihe von speziellen Untersuchungen über einzelne Kategorieen von Gruppen. Es werden
da auf Grund der Entwickelungen des Abschnitts I alle endlichen kontinuierlichen
Gruppen der Geraden und der Ebene aufgestellt, ferner alle projektiven Gruppen der Ebene.
Von den endlichen kontinuierlichen Gruppen des Kaumes werden wenigstens die wichtigsten
bestimmt, und die Bestimmung der projektiven Gruppen des Baumes wird so weit gefördert,

dafs man diese Gruppen ohne Schwierigkeit alle finden kann.
Hieran schliefsen sich Untersuchungen über gewisse Klassen von Gruppen im Baume

von n Dimensionen, z. B. über die Gruppen, die für die Untersuchungen über die Grundlagen
der Geometrie von Wichtigkeit sind. Ferner enthalten einige Kapitel auch allgemeine Ent-
wickelungen über die endlichen kontinuierlichen Gruppen, z. B. wird die Theorie der Bestimmung
aller r-gliedrigen Gruppen von gegebener Zusammensetzung vervollständigt.

Eine ziemlich ausgedehnte Abteilung ist den Untersuchungen über die Grundlagen
der Geometrie gewidmet. Das von Kiemann gestellte und von ihm und von Herrn von
Helmhol tz behandelte Problem wird gruppentheoretisch formuliert und mit Hilfe der
Methoden der Gruppentheorie erledigt. Diese Untersuchungen sind an und für sich schon
für jeden Mathematiker von dem höchsten Interesse, überdies sind sie sehr lehrreich, da sie

die Macht der Gruppentheorie in besonders deutlicher Weise erkennen lassen und zeigen, dafs
man ohne die Methoden der Gruppentheorie sehr leicht wesentlichen Irrtümern ausgesetzt ist.

Die letzte Abteilung beleuchtet die Fundamentalsätze der Gruppentheorie von einem
höheren Standpunkte aus und bringt sie in Zusam menhang mit allgemeineren Theoremen, zum
Beispiel wird die Tragweite der Jacobischen Identität festgestellt. Das Schlufskapitel dieser
Abteilung enthält einen Bericht über die neueren Untersuchungen, die von andrer Seite an
Lies Arbeiten anknüpfend über die endlichen kontinuierlichen Gruppen angestellt worden sind.

Dieses Werk giebt eine fast vollständige Darstellung von Lies aus den Jahren 1870
bis 1884 herrührenden abstrakten Untersuchungen über die Theorie der endlichen konti-
nuierlichen Gruppen. Dagegen war es nicht möglich, auch seine Untersuchungen über unendliche
kontinuierliche Gruppen und seine zahlreichen Anwendungen auf Differentialgleichungen und
Geometrie mit aufzunehmen.

Seit dem Jahre 1883 haben eine Beihe französischer Mathematiker, nämlich die Herren:
Picard, Poincar6, Vessiot, de Tannenberg, Tresse schöne Anwendungen von Lies
Gruppentheorie u. a. auf lineare Differentialgleichungen und auf die Theorie der komplexen
Einheiten gemacht. Ebenso stehen die wichtigen, von Laguerre (1879), Halphen (1880—1883),

Darboux, Liouville, Appel, Goursat, Painlev6, Autonne, Elliot, Biverau etc.

herrührenden Untersuchungen über Differentialinvarianten in genaustem Zusammenhange mit
Lies (1872—1884) Invariantentheorie der endlichen und unendlichen Gruppen. Es haben anderer-
seits seit dem Jahre 1885 eine grofse Anzahl englischer Mathematiker versucht, den schon von
Lie stark betonten Zusammenhang seiner Invariantentheorie mit der alten Cayley sehen In-

variantentheorie durch viele, leider gröfstenteils triviale Beispiele zu illustrieren. Ungleich
wichtiger sind die seit dem Jahre 1884 von den deutschen Mathematikern: Engel, Killing,
Study, Maurer, Schur, Scheffers, Werner, Umlauf und Knothe , sowie von den
Herren Page und v. Zorawski ausgeführten gruppentheoretisohen Untersuchungen.

Da Lies ältere Untersuchungen an sich ein vollständiges Lehrgebäude bilden, war es

unnötig die Ergebnisse der neueren Untersuchungen zu verwerten. Doch wird das Verständnis
und die Würdigung derselben durch die systematische Darstellung dieses Werkes im höchsten
Mafse erleichtert.
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